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Les  éditeurs  de  ces  Leçons  d*àlgèhre  se  réservent  le  droit  d'en  faire  tra- 
duire dans  toutes  les  langues  la  deuxième  édition.  Ils  poursuivront,  en 
vertu  des  lois,  décrets  et  traités  internationaux,  toutes  contrefaçons) 
toutes  traductions  faites  au  mépris  de  leurs  droits. 

Le  dépôt  légal  de  cet  ouvrage  a  été  fait  à  Paris  dans  le  cours  du  mois  de 
février  18&4,  et  toutes  les  formalités  prescrites  par  les  traités  ont  été  rem- 
plies dans  les  divers  Etats  avec  lesquels  la  France  a  conclu  des  conventions 
littéraires. 
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AVERTISSEMENT. 


Cette  seconde  édition  des  Lbçons  d'Algèbre  difEère  assez 

notablement  de  la  première.  Nous  avons  dû  faire  à  Fou- 

yrage  des  additions  importantes  pour  le  mettre  en  harmonie 
avec  les  nouveaux  programmes  d'enseignement. 

Quelques  chapitres  oi^t  reçu  des  développements  considé- 
rables, comme  celui  de  lu  Tkéi^  ^9  fsmtiom  4éii»i$s.  Le 
chapitre  xu  (  Des  logarithmes  et  de  leun  applieatUms  )  a  été 
complété  par  l'exposition  détaillée  des  usages  de  la  Règle  à 
calcul.  Dans  le  chapitre  xxu  (Résolution  des  équations  numé- 
riques)t  nous  avons  indiqué  l'emploi  que  Ton  peut  faire  des 
considérations  graphiques  pour  la  séparation  des  racines ,  et 
la  marche  à  suivre  pour  la  résolution  des  équations  transcet^ 
dantes. 

EnlSn,  deux  chapitres  ont  été  entièrement  ajoutés  :  ce 
sont  le  chapitre  x  {Des  progressions  et  des  séries)  et  le  cha- 
pitre XXI  (Des  différences  finies). 

A.  ET  E.  CIRODDE. 


§-^5 


On  a  marqué  d*ane  étoile  (*)  les  articles  qui  ne  sont  pas  d'une  ini- 
portance  immédiate,  et  que  Ton  pourra  omettre  à  une  première  lecture. 

Les  numéros  placés  entre  parenthèses  indiquent  qu'il  faut  toujours 
se  reporter  aux  articles  correspondants. 

Les  renvois  à  VÀrithmétique  se  rapportent  à  la  onzième  édition. 
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CHAPITRE  PREMIER. 


INTRODUCnON. 


S  I.  NOUONS  PRÉLIMINAIRES. 

i.  L'ÂXGteRS  est  rêne  scimce  qui  a  pour  objet  de  trouver  le 
système  i opérations  à  faire  sur  les  quantités  données  dans 
renoncé  d'un  problème  y  pour  en  déduire  les  valeurs  de  celles 
que  l'on  cherche  ^  diaprés  les  conditions  de  la  question. 

S.  Le  tableau  de  ces  opérations  se  nomme  formule. 

S.  H  suit  de  là  que  la  formule  à  laquelle  on  parvient ,  en  ap- 
pliquant l'algèbre  à  la  résolution  d'un  problème  «  doit  renfermer 
implicitement  la  solution  de  toutes  les  questions  qui  ne  diflèrent 
de  celle  qu'on  s'est  proposée  que  par  les  valeurs  des  données. 
Or,  on  ne  peut  atteindre  ce  but  en  considérant,  comme  dans 
l'Arithmétique,  des  nombres  déterminés;  car,  puisqu'on  effec* 
tue  à  mesure  toutes  les  opérations  qui  se  présentent,  le  résultat 
final  ne  conserve  aucune  trace  de  ces  opérations ,  et  quand 
même  on  se  contenterait  de  les  indiquer,  il  'fK)urrait.étre  im- 
possible de  reconnaître  les  données,  sur  lesquelles  elles  doi- 
vent être  effectuées,  si  quelques-unes  avaient  la  même  valeur. 
Pour  éviter  ces  inconvénients,  il  faut  donc  représenter  les 
données  parades  symboles  sur  lesquels  on  ne  puisse  effectuer 
aucuns  calculs,  et  qui  en  outre  soient  susceptibles  de  repré* 
c.  1 
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senter  tous  les  nombres  ]po9sibl«s.  Lofs  lettres  de  l'alphabet 
remplissent  ces  deux  conditions. 
4.  Proposons-nous  pour  exemple  le  problème  suivant  : 
Étant  données  la  somme  et  la  différence  de  deux  nombres^ 
trouver  chacun  é'eux:^ 

Si  le  plus  petit  des  deux  nombres  demandés  était  connu ,  en 
lui  ajoutant  leur  diflërence ,  on  trouverait  le  plus  grand  :  si  donc 
je  représente  par  s  la  somme  des  deux  nombres  cherchés,  par  d 
leur  différence  et  par  x  le  plus  petit ,  le  plus  grand  de  ces  nom- 
bres sera  exprimé  par  x-{-d^  et  lem'  somme  le  sera  par  consé- 
quent par  X'\'X'\-d^  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par2â74-^* 
Hais  cette  somme  est  déjà  représentée  par  s;  donc 

Cette  égalité  signifie  que  s  est  la  somme  des  deux  quantités  2â? 
et  d\  donc,  si  de  s  on  retranche  (f ,  il  restera  2x  :  ainsi 

SLt;=:5  —  dj 

et  par  conséquent  $ — d  étant  le  double  de  â; ,  on  aura 

s  —  d 

Telle  est  l'expression  du  plus  petit  des  deux  nombres  de- 
mandés. Celle  du  plus  grand  sera  donc 

ou ,  en  réduisant  TeDlâer  d  et  la  fraction  qui  raccompagne  en 
une  seule  fraction , 

' — ,  quantité  qui  est  évidemment  égale  à  -^^ . 

Ces  résultats  traduits  en  langage  ordinaire  nous  apprennent 
que  quand  on  connaît  la  somme  et  la  différence  de  deux  nombres^ 
il  faut ,  p(mr  avoir  le  plus  petit ,  retrancher  la  différence  de  la 
somme  et  prendre  la  moitié  du  reste;  et  que  pour  obtenir  le  plus 
grand,  il  faut  ajouter  la  différence  avec  la  somme  et  prendre 
aussi  la  moitié  du  résultat. 
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Si  j  par  exemple ,  on  veut  partager  1 1  en  deux  parties  dont  la 
différence  soit  5 ,  on  verra  que  la  plus  petite  de  ces  parties  est 
^le  à  -^^=1  =  3,  et  que  la  plusgrande  vaut  ^^=-^  =  8  ; 
et  en  effet  ces  deux  nombres  3  et  8  diffèrent  de  5  unités  et 
forment  une  somme  égale  à  11. 

S.  Prenons  encore  pour  exemple  la  question  suivante  :  On  a 
rempli  un  bassin  contenant  a  litres^  en  y  faisant  couler  succes- 
sivement deux  robinets ,  dont  F  un  fournissait  b  litres  et  V  autre 
c  litres  d*eau  par  minute.  Le  second  est  resté  ouvert  pendant 
à  minutes  de  plus  que  le  premier  :  pendant  combien  de  temps 
chaque  robinet  a-t-il  coulé? 

Désignons  par  x  le  nombre  de  minutes  pendant  lequel  le 
premier  robinet  a  coulé  ;  le  temps  pendant  lequel  le  second  est 
resté  ouvert  sera  représenté  par  d-{-x.  Comme  le  premier 
fournit  b  litres  par  minute,  en  x  minutes  il  en  aura  versé  b.x. 
De  même,  puisque  le  second  laisse  écouler  c  litres  par  minute, 
en  {d-\-x)  minutes  il  aura  amené  (;.(d  -|~^)  ^î^^^^  d'eau,  c'est- 
à-dire  {c.d-\-c.x)  litres;  car  il  est  évident  que,  pour  multi- 
plier  un  nombre  c  par  la  somme  de  deux  autres  deix^  il  n'y 
a  qu'à  le  multiplier  par  chacun  d'eux ,  et  à  ajouter  ensuite  les 
deux  produits.  La  quantité  d'eau  versée  par  les  deux  robinets 
a  donc  pour  expression 

b.x-^-c.d-^c.x'y 

niais  elle  a  été  représentée  par  a  ;  donc, 

bmX^C,d'{'C.X^:^a* 

a  étant  ainsi  la  somme  des  trois  quantités  b.Xy  c,d^  c.x^  si  on  en 
retranche  la  seconde,  il  restera  la  somme  des  deux  autres  ;  donc 

on ,  ce  qui  revient  au  même, 

(ft-|-c).a?  =  a— c.d  [1], 

car,  par  la  même  raison  que  ci-dessus  ^b.X'\-e,xesX\^  produit 
de  (b^e)  par  x.  L'égalité  [1 J  exprimant  que  a — e.  d  est  le  pro- 
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duit  de  (6  -f  0  P^  ^  >  ^^  obtiendra  la  valeur  du  facteur  x  en 
divisant  ce  produit  par  le  facteur  {fi'\-c)\  donc 

6.  On  pourrait  traduire  cette  formule  en  langage  ordinaire, 
comme  on  a  fait  dans  le  problème  précédent,  et  eu  déduire 
ainsi  une  règle  pratique ,  pour  résoudre  toutes  les  questions 
dont  les  énoncés  différeraient  de  celui  du  problème  général  que 
nous  venons  de  traiter,  seulement  par  les  valeurs  particulières 
des  données;  mais  il  vaut  mieux,  en  général ,  conserver  chaque 
formule  sous  sa  forme  algébrique,  et  y  écrire,  à  la  place  des 
lettres  qu'elle  renferme ,  les  nombres  donnés  dans  chaque  cas 
particulier  :  c'est  ce  qu'on  appelle  substituer  les  valeurs  données 
ou  réduire  la  formule  en  nombres. 

Si,  par  exemple,  le  bassin  contenait  272  litres,  qu'il  eût  été 
rempli  par  deux  robinets ,  dont  l'un  fournissait  8  litres  et  l'autre 
6  litres  d'eau  par  minute  ;  et  que  le  second  fût  resté  ouvert 
pendant  36  minutes  de  plus  que  le  premier,  on  ferait  a  =  272, 
ft  =  8,  c  =  6,  d  =  36,  et ,  en  substituant  dans  la  formule  [2] , 
on  trouverait 

_272  — 6.36_272  — 216__S6_^ 
^■"      8  +  6      ■"        Ï4        ~14~^- 

Le  premier  robinet  a  donc  coulé  pendant  4  minutes,  et  par  con- 
séquent le  second  est  resté  ouvert  pendant  36' -f  4' =40  mi- 
nutes. En  effet,  ils  auront  ainsi  versé,  Tun  8^4=32  litres, 
l'autre  6K  40  =  240  litres ,  et  32»  +  240»  =  272  Ktres. 

7.  On  appelle  équation  l'expression  de  l'égalité  gui  existe 
entre  deux  guantités,  dont  l'une  au  moins  renferme  une  ouplu-- 
sieurs  inconnues,  kinsi^x-^-d ^=  s  et  b.x-\-e.d-}-e.x=sa 
sont  des  équations.  La  partie  qui  est  à  gauche  du  signe  =  se 
nomme  le  premier  membre  de  l'équation,  et  celle  qui  est  à  droite 
en  est  le  second  membre,  2x-}-d  est  le  premier  membre  et  s 
est  le  second  membre  de  l'équation  ix-^d=:s. 

8.  Si  les  deux  quantités,  que  le  signe  =  sépare,  ne  renfer- 
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ment  aucune  inconnue,  ou  si  Tun  des  membres  n'est  que  le 
résultat  des  opérations  indiquées  dans  l'autre,  on  dit  que  la 
réunion  de  ces  deux  quantités  forme  une  égalité.  Ainsi , 
2.3  +  5  =  11  et  c.(d-f  â;)=c. ci -|- cor  sont  des  égalités. 

9.  Si  les  deux  membres  d'une  égalité  sont  exactement  les 
mêmes ,  cette  égalité  prend  le  nom  cf  identiti^  ou  d'sGAUTi  n>EN- 
TiQUB.  Ainsi  8  =  8,â;-f2=ar-f^  sont  des  identités. 

10.  Les  termes  d'une  expression  algébrique  sont  celles  de 
ses  parties  qui  sont  précédées  ou  suivies  de  l'un  des  signes  -|- 
ou  — .  Ainsi  les  termes  de  l'expression  a-^-b  —  e  sont  a^+b 
et — e. 

ii.  On  dit  qu'une  quantité  est  monôme^  binôme^  trinôme^  et 
en  général  polynôme^  lorsqu'elle  contient  ^fetiâ:,  trois ^  et  en  gé- 
néral plusieurs  termes,  a+b — <r  est  un  trinôme  *. 

iS.  On  appelle  cobffigisnt  un  nombre  qui  est  placé  comme 
facteur  à  la  gauche  d'une  quantité  algébrique.  Ainsi,  dans 
rexpression  2ar,  le  chifiEre  2  qui  indique  que  la  quantité  x  doit 
ttre  r^tée  deux  fois  ou  multipliée  par  2,  est  le  coefficient  de  x. 
De  même,  dans  l'expression  fa,  la  fraction  |  est  le  coefficient 
de  a  ;  elle  indique  que  cette  quantité  a  doit  être  multipliée 
par  f ,  ou  qu'on  doit  en  prendre  les  trois  cinquièmes. 

i3.  On  n'écrit  pas  le  coefficient  quand  il  est  l'unité.  Ainsi , 
dans  le  binôme  2x-\-d^oïï  peut  dire  que  d  a  l'unité  pour  coef- 
ficient, parce  qu'eu  effet  l.d^=d. 

I4.|0n  a  vu ,  dans  l'Arithmétique ,  que  I'sxposànt  d^une  quan- 
tité est  un  nombre  que  Von  écrit  à  la  droite  de  cette  quantité  et 
un  peu  au-dessus  ^  peur  indiquer  combien  de  fois  elle  doit  être 
prise  comme  facteur  **. 


*  Il  est  boa  d'observer  que  Ton  appeUe  aussi  les  monômes  quanUtés 
incomplexes,  et  les  polynômes  quanUlés  complexés. 

**  Il  ut  tfh-4mporiant  de  ne  pas  confondre  le  coefficient  avec  V exposant; 
car  l'expression  8a,  dans  laquelle  S  est  le  coefficient  de  a,  est  égale  à 
5+5+6=16»  si  l'on  suppose  a=:5 ,  tandis  que  celte  eiipression  a'>  dans 
laquelle  3  est  l'exposant  de  a,  vaut ,  dans  la  même  hypoUièse,  5.5.5=125. 
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itt.  On  n'écrit  pas  l'exposant  quand  il  est  égal  à  i'uniié. 
Ainsi  a  et  a^  sont  deux  expressions  équivalentes. 

16.  Nous  avons  vu ,  dans  T Arithmétique,  que  l'oii  indiquait 
la  multiplication  de  deux  quantités,  en  les  séparant  par  oe 
signe  X  ou  par  un  point;  mais,  en  algèbre,  on  écrit  ordinaire- 
ment les  facteurs  les  uns  à  la  suite  des  antres,  sans  interposition 
de  signes.  Ainsi ,  les  expressions  a*  X  &',  a*.  V  et  ifV  signifient 
également  que  l'on  doit  multiplier  le  carré  du  nombre  repré- 
senté par  a  par  le  cube  de  celui  qui  est  désigné  par  h.  Dans  tous 
les  cas,  il  faut  avoir  soin  d'envelopper  de  parenthèses  ou  de 
couvrir  d'un  trait  horizontal  les  facteurs  qui  sont  polynômes; 
de  sorte  que  pour  indiquer  la  multiplication  des  quantités 
2a*— 6*  et  a^—ide ,  on  devra  écrire  (20* — y)(c» — 4de)  ou  bien 
2a' — y.c" — ide.  Cette  seconde  manière  d'indiquer  U  midli* 
plication  de  deux  polynômes  est  rarement  employée. 

17.  On  appelle  tsemes  sbmbubles  ceux  qui  sont  composés  des 
mimes  lettres  affectées  des  mêmes  exposants  ^  quels  que  soient 
d^ ailleurs  leurs  coefficients  et  leurs  signes,  -f  3aAV,  — 6aVé^ 
—  aVi?j  etc. ,  sont  des  termes  semblables  ;  mais  les  termes 
-|-  ZalM  et  -|-  3a'6V  sont  dissemblables,  parce  que  la  lettre  « 
n'a  pas  le  même  exposant  dans  l'un  et  dans  l'autre. 

18.  On  dit  qu'une  quantité  algébrique  est  entièbi  lorsq^eile 
ne  renferme  ni  radical  ni  dénominateur.  Telles  sont  les  quan* 
tités2a*ft,  3a»  — 6i?,etc. 

19.  O»  appetk  QUÀNTUi  Piniitiis  toute  quantité  entière  qui 
n'est  divisible  par  aucune  autre  quantité  entière  qu'elle-même 
ou  Vunité.  Ainsi,  a' — h  est  une  quantité  première,  mais  n^-H^ 
n'en  est  pas  une,  parce  que,  comme  nous  le  venons  bien* 
tdt  (81),  elle  est  le  produit  de  a -f  6  par  a — b. 

20.  Une  quantité  dont  la  valeur  dépend  de  celles  éC autres 
quantités ,  est  dite  une  FONcnoN  de  ces  quantités.  Ainsi,  en  vertu 
de  l'équation  [1] ,  x  est  une  fonction  des  quantités  a,  fr ,  <r,  tf. 
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S  II.  DES  QUANTITÉS  NÉGATIVES. 

SI .  Dès  TorigiBe  de  T Algèbre,  les  géomètres,  ea  voukat  ap* 
pliquer  leurs  formules  à  des  cas  particuliers,  ont  été  conduits  à 
soustraire  une  quantité  d'une  autre  qui  était  plus  petite  qu'elle. 
Ainsi,  par  exemple,  si  dans  la  formule  x=:a — fr,  on  suppose 
a=3  et  b=&,  on  devra  retrancher  5  de  3,  ce  qui  ne  se  peut 
pas.  Cependant ,  en  considérant  que ,  pour  soustraire  5  unités 
d'un  nombre  donné ,  il  suffit  d'en  retrancher  d'abord  3  uaiiés, 
puis  de  retrancher  2  unités  du  reste ,  au  lieu  d'écrire  3 — 5 ,  on 
aura  l'expression  équivalente  3 — 3 — 2,  qui  se  réduit  évidem» 
ment  à  — 2 ,  et  ce  signe  —  placé  devant  2  montre  que  c'est  ce 
dont  il  s'en  faut  que  la  soustraction  puisse  s^opérer  tout  entière. 
Hais  s'il  s'agit  de  la  résolution  d'un  problème,  que  signifie  un 
pareil  résultat  :  la  valeur  de  l'inconnue  est  —  2  francs,  —  2  an* 
nées,  — 2 hommes,  etc.?  Pendant  longtemps  ces  expressions, 
que  Ton  a  appelées  des  quantités  négatives^  ont  été  re^^ardées 
comme  n'étant  susceptibles  d'aucune  interprétation,  et  ont  en 
conséquence  été  rejetées  comme  ne  répondant  pas  aux  ques- 
tions qui  y  avaient  conduit. 

22.  Or,  on  conçoit,  avec  un  peu  de  réflexion,  que  l'on  a 
sans  cesse  à  considérer,  dans  les  quantités  de  la  même  espèce , 
non-seulement  leur  valeur  absolue,  mais  encore  leur  wioéU 
d existence.  Par  eisemple ,  si  une  personne  |m»5^  50000'  et  si 
une  autre  dait  ôOOÛO';  si  une  montre  avance  efaaque  jour  de  1% 
secondes  et  si  une  autre  retarde  au  contraire  de  12"  ;  si  un  évé- 
nement est  arrivé  200  ans  après  Jésus-Christ ,  et  si  un  autre  évé- 
nement a  eu  lieu  200  ans  avant  J.  C,  etc.;  on  conçoit  très-bien 
que  ces  nombres  ôOOOO',  12"  et  200*  sont  pris  ici  dans  des  sens 
directement  contraires*. 


*  Renarquoiu  cependant  qu'il  n'en  est  pas  aiasi  pour  toutes  les  srao- 
dfiirs  eoncrèlet ,  mais  que  le  calcul  de  ces  grandeurs  se  ramenaol  io«y  ours  k 
celttidaquaaUléeabsUailes.il  estJMceaMire  de r^;arder  aussi  ces  deraières 
comme  élaot  sosoepUbles  de  croître  dans  deux  sens  contraires.  C'est  ains 
que,  dans  rarithmétique,  on  divise  Tunilé  al>6traile  en  parties  égales,  bien 
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La  science  des  quantités  ne  remplirait  donc  qu'une  partie  de 
son  but,  si  elle  se  bornait  à  les  considérer  sous  le  rapport  unique 
de  leur  valeur  absolue.  11  faut  encore  qu'elle  fournisse  des  sym- 
boles pour  indiquer  que  deux  quantités  ont  des  modes  d'exi- 
stence identiques  ou  directement  contraires.  U  suffit ,  pour  cela , 
de  cette  simple  convention,  savoir  :  que  toutes  les  quantités  de 
la  même  espèce,  gui  ont  le  même  mode  d'existence,  seront  précé- 
dées du  signe  -f ,  et  seront  en  conséquence  appelées  positives; 
et  que  toutes  celles  qui  auront  un  mode  d'existence  directe- 
ment contraire  à  celui-là  seront  affectées  du  signe — ,  et  pren- 
dront ainsi  le  nom  de  quantités  négatives.  De  telle  sorte  que  si 
Ton  convient  de  faire  précéder  du  signe  -f  l'expression  de  la 
fortune  d'une  personne  qui  a,  je  suppose,  ôOÛOOfrancs,  on  afiec- 
tera  du  signe  —  celle  d'une  autre  personne  qui  doit  50000',  et 
on  dira  en  conséquence  que  Ynne possède  -f-  SOOOO'  et  que  l'autre 
possède  —  50000'.  De  cette  manière  les  formules  acquerront 
une  généralité  qu'elles  n'auraient  pas  sans  cette  convention. 

25.  Nous  pouvons  en  donner  immédiatement  un  exemple 
très-remarquable. 

ti sir-A îir^ — M V 

Soient  A  et  ti  deux  points  fixes  situés  sur  la  droite  indéfi- 
nie UY,  H  un  point  qui  se  meut  sur  cette  droite.  Si  l'on  désigne 
par  a,xeiy  les  distances  respectives  AB,  AM  et  BM,  il  est  clair 
que  quand  le  point  M  se  trouvera  à  droite  de  B,  on  aura 

x=La  +  y  [3]; 

mais  que  s'il  vient  occuper  une  position  M' située  entre  A  et  B , 
on  aura 

x  =  a  —  y, 

que  certaines  unités  concrètes  ne  soient  pas  susceptibles  de  cette  subdivi* 
sion.  Seulement,  dans  ce  dernier  cas ,  on  doit  rejeter  les  résultats  fraction- 
naires ,  comme  ne  répondant  pas  à  la  nature  de  la  question  proposée.  C'est 
ce  qui  arriverait  si  Ton  demandait ,  par  exemple ,  combien  U  faut  d'hommes 
pour  faire  en  8  jours  l'ouvrage  que  16  d'entre  eux  ont  fait  en  17  jours. 


et  que  s'il  se  trouTe  en  11%  à  gauche  de  A,  sa  distance  à  ce 
point  sera  donnée  par  l'équation 

x=y  —  a. 

Ainsi ,  il  iaut  trois  équations  pour  déterminer,  dans  tous  les 
cas  y  la  distance  du  point  M  au  point  A.  Mais  si.  Ton  regarde 
comme  positives  les  distances  comptées  dans  le  sens  l]V,  et 
comme  négatives  celles  qui  seront  mesurées  dans  le  sens  con* 
traire  YD,  la  première  formule 

a?=a-fy 

déterminera  la  distance  du  point  H  au  point  A  dans  toutes  les 
positions  qu'il  pourra  occuper,  et  sera  ainsi  devenue  générale. 
En  effet,  si  ce  point  vient  en  M',  x=i-\-kU\  y= — BM\  et 
cette  équation  devient  ainsi 

+AM'=AB— BM\ 

ce  qui  est  vrai.  Car  le  second  membre  de  cette  équation  signifie 
que  le  point  mobile  s'est  éloigné  du  point  A  de  la  quantité  AB , 
dans  le  sens  U V,  et  qu'il  a  ensuite  rétrogradé ,  dans  le  sens 
contraire,  de  la  quantité  BH',  de  sorte  que  la  distance  au  point  A 
est  actuellement  AH',  laquelle  doit  être  précédée  du  signe  -f-  « 
puisqu'elle  est  comptée  dans  le  sens  UY. 

Si  le  point  M  est  en  VL\  on  a  a:=— AM%  y  =— BM',  et  la 
formule  [3]  devient 

— AM'=+AB— BM", 

égalité  identique ,  par  la  même  raison  que  tout  à  l'heure. 

S4.  Lorsqu'un  terme  n'est  précédé  d'aucun  signe,  on  le  re- 
garde comme  précédé  du  signe  -f-- 

3tt.  Il  résulte  des  idées  que  nous  attachons  aux  quantités 
positives  et  aux  quantités  négatives  ^  que  Ton  doit  distinguer 
deux  sortes  de  zéro  :  le  zéro  absolu,  symbole  d'un  pur  néant, 
et  au-dessous  duquel  rien  ne  saurait  en  conséquence  se  trou- 
ver,  et  un  zéro-liiutk  qui  est  le  point  de  départ  des  quantités 
de  même  espèce  soit  positives,  soit  négatives.  C'est,  par  exemple, 
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le  zéro  du  ttermoraètre  ;  c'est  l'époqve  d'où  (lartei^  les  chron»» 
logistes  pour  fixer  la  date  des  événements  posiérieans  el  asti* 
rieurs  à  cette  époque ,  etc.  (Gergonkb,  Annales  de  Mathéma" 
tiques.) 

126.  Cela  posé ,  si  l'on  imagine  toutes  les  quantités  d'une 
mfime  espèce  quelconque  disposées  par  ordre  de  grandeur  sur 
une  même  ligne  depuis  zéro  jusqu'à  V infini  positif,  c'est-à*dire 
jusqu'à  la  limite  des  grandeurs  positives ,  en  allant  de  gauche  k 
droite ,  et  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini  négatifs  en  allant  de  droite 
à  gauche ,  on  reconnaîtra  1*  que  toute  quantité  négative  est 
moindre  que  zéro,  car  elle  est  plus  éloignée  d'une  quantité  po- 
sitive quelconque  que  ne  Test  zéro.  Ainsi,  la  personne  qui  a 
—  40^  est  moins  riche  que  celle  dont  la  fortune  est  zéro. 

2'^  Que  de  deux  quantités  négatives ,  la  plus  petite  est  celle 
dont  la  valeur  absolue  est  la  plus  grande.  — iO,  par  exemple, 
est  plus  petit  que  — 15,  car  ce  premier  nombre  est  plus  éloigné 
d'une  quantité  positive  quelconque  que  ne  l'est  le  second. 


GHAPITM  II. 

DES  OPËEATIOIVS  B£  L'ALGËBIUE. 


27.  Les  expressions  algébriques  re|Mrésentanl  des  qvAntités 

numériques,  doivent  être  soumises  à  toutes  les  opérations  de 
l'arithmétique,  avec  cette  différence  cependant ,  comme  le  dit 
M.  LacrùiXy  que  leurs  résultats  n'étant  jamais  que  des  iihêhon 
tions  de  calculs  à  effectuer ^  ne  présentent  ainsi  que  des  trans^' 
formations  des  opérations,  primitivement  indiquées ^  en  d^ autres 
qui  produisent  le  même  effet  et  dont  Vécriture  algébrique  est 
plus  simple  ou  mieux  appropriée  aux  besoins  de  la  question  que 
Fon  traite.  Nous  allons  exposer  les  règles  que  Ton  doit  suivre 
pour  efléciuer  ces  transformations. 

S  I.  DE  L'ADDITION. 

28.  Dans  toutes  les  opérations  sur  les  quantités  algébriques, 
nous  distinguerons  en  général  deux  cas,  suivant  que  ces  quan- 
tités seront  monômes  ou  polynômes. 

l""  Laddition^des  monômes  se  fait  en  les  écrivant  les  uns  àia 
suite  des  autres  avec  leurs  signes, 

£n  effet,  il  est  évident  que  la  réunion  de  deux  quantités  de 
même  espèce  et  qui  ont  le  même  mode  d'existence ,  produk 
une  troisième  quantité,  ayant  le  même  mode  d'existence  que 
celles-ci,  et  dont  la  valeur  numérique  est  la  somme  de  cellei 
qu'elles  ont.  Ainsi ,  qu'une  personne  ait  deux  dettes ,  l'une 
de  1800(K  et  l'autre  de  ISOOO'  :  sa  fortune  se  composm 
de  — 18000^  et  encore  de  — 12000^,  et  en  conséquence  aura 
pour  expression 

— 18000'—  lîOOO',  ce  qui  fait  —30000*. 

Si  les  quantités  que  l'on  veut  additionner  ont  des  modes 
d'existence  opposés,  l'effet  de  leur  réimion  est  de  détruire  dans 
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la  plus  grande  une  portion  de  cette  plus  grande,  égale  à  la  plus 
petite,  de  sorte  que  l'on  obtient  ainsi  une  troisième  quantité» 
qui  est  numériquement  égale  à  la  différence  de  leurs  valeurs 
absolues  et  est  de  même  sens  que  la  plus  grande.  Par  exem- 
ple ,  si  une  personne  possède  une  propriété  qui  vaut  12000^» 
et  si  elle  doit  ISOOQ',  sa  fortune  se  composera  de  -|- 12000^  et 
de —  ISOCXK,  et  aura  par  conséquent  pour  expression 

+  12000'—  18000S  ce  qui  fait  —  6000^. 

On  a  donc,  en  général, 

(fa)  +  (-ft)  =  +«-^, 
i-a)  +  i+b)  =  -a+b, 

(-a)  +  (-b)  =—a-b; 

et  cela  est  vrai  lors  même  que  Ton  attribuerait  aux  lettres  a  et  6 
des  valeurs  négatives  ;  car  il  est  évident  que  si,  dans  le  premier 
membre  de  la  seconde  égalité  par  exemple ,  on  remplace  a  et  6 
par  ces  valeurs,  et  que  Ton  fasse  ensuite  l'addition,  on  trouvera 
le  même  résultat  que  si  l'on  faisait  immédiatement  cette  substi- 
tution dans  le  second  membre  de  cette  égalité  *. 

89.  L'expression  algébrique  de  la  somme  de  plusieurs  monô- 
mes peut  être  simplifiée,  lorsqu'elle  contient  des  termes  sembla- 
bles (17).  Si  les  termes  sont  tous  affectés  des  mêmes  signes^  on 
donne  à  la  partie  algébrique  qui  leur  est  commune  un  coefficient 
égal  à  la  somme  de  tous  leurs  coefficients,  en  conservant  d'ail- 
kurs  le  signe.  Il  est  évident  en  effet  que + 2c?b+ 6 cPb  +  Uofb 
=  +  18rf6,  et  que— 6rf6— 8rf6  — 12a»6=— 26rfft. 

Si  les  termes  semblables  ont  des  signes  différents,  on  addition- 
nera séparément  les  coefficients  de  ceux  qui  seront  positifs ,  et 

*  Observons  que ,  d'après  la  conTention  du  n*  %,%  le  signe  +  placé  devant 
une  quantité  littérale  indique  qu'il  faut  lui  conserver  le  mode  d'existence 
qui  résulte  des  valeurs  données  aux  lettres  qui  la  composent,  et  que  le 
signe  —  exprime,  au  contraire ,  quli  fout  changer  ce  mode  d'existence. 
Ainsi, pour  a=~2,  on  a  +a=^2  et  — a=  +  2* 
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ceux  des  termes  qui  seront  négatifs^  an  retranchera  la  plus  petite 
somme  de  la  plus  grande,  on  donnera  au  reste  le  signe  de  cette 
plus  grande  et  on  le  fera  suivre  de  la  partie  littérale  commune  à 
tous  les  termes.  Considérons  en  effet  l'expression  2ifb — Sifb 
—  4a^6  +  8rf6  —  7cfb,  11  est  évident  que  Ton  peut  intervertir 
l'ordre  des  termes  de  ce  polynôme,  sans  altérer  sa  valeur;  car 
cela  revient  à  intervertir  l'ordre  dans  lequel  doivent  être  bites 
les  additions  et  les  soustractions  qui  y  sont  indiquées,  ce  qui 
est  permis  ;  car  ajouter,  par  exemple,  3  à  8  et  retrancher  5  de 
la  sonune,  revient  à  retrancher  d'abord  5  de  8  et  à  ajouter  en- 
suite 3  au  reste,  de  sorte  que  84-3 — 5  =  8  —  5+3.  D'après 
cela,  le  polynôme  proposé  est  équivalent  à 

2fl»ft4-8fl»ft— 6a»6  — 4rfft  — 7a»6; 

mai82rf6+8a»6=10rfft,et— 5rf6— 4a»6— 7rfô=— 16^6; 
de  sorte  que  notre  polynôme  se  réduit  à 

+  10(fb  —  16(fb=—6(fb. 

'    90.  ^opération  par  laquelle  on  réunit  plusieurs  termes  semr- 
blables  en  un  seul  se  nomme  BinccnoN. 

51.  2*  Pour  additionner  plusieurs  polynômes  ^  il  suffira  de 
les  écrire  les  uns  à  la  suite  des  autres^  en  conservant  aux  ter^ 
mes  de  chacun  les  signes  dont  ils  sont  affectés. 

Soit,  en  effet,  proposé  d'ajouter  le  polynôme  d—e  au  poly- 
nôme a —  b^c.  Je  suppose  que  l'on  ait  effectué  les  opéra- 
tions indiquées  dans  d — « ,  et  je  représente  le  résultat  par  dz  P. 
La  somme  demandée  sera  donc  équivalente  à  a — b'\'Czhf. 
Mais  on  peut  intervertir  l'ordre  des  termes  de  ce  polynôme  et 
écrire±:P-|-a— &-{~c,  ou,  en  remettante — e  au  lieu  de 
±  p  ^  ^1—6  +  a— b+c.  Or,  si  l'on  intervertit  Tordre  des  ter- 
mes de  ce  dernier  polynôme,  il  viendra 

a — 6  +  ^+^ — ^» 

conformément  à  la  règle  énoncée. 
59.  N'oublions  pas  qn'après  avoir  fait  l'addition,  il  faudra 
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encore  effectuer  la  réduction  des  termes  sembkMeSs  C'est  «m 
soin  qu*on  ne  devra  jamais  négliger  ^  fuand  on  aura  exécuté 
chacune  des  autres  opérations  de  l'algèbre. 

SuKPLi.  Additiouner  les  polynômes 

4aï«—  6aa?+7a*b+3d^ 
— 6a»6+  8a:*  —  94?"  +  ISoa:» 
7c*—  3rf6+8d»— 9a:» 
12aaf—  7cP  — 3a*6 


S  n.  DE  LA  SOUSTRACnON. 

55.  Pour  effectuer  la  soustraction  algébrique^  écrivez  tous 
les  termes  de  laguaniité  à  ^eustraire  à  la  suite  de  celle  dont  on 
veut  la  soustraire^  en  changeant  leurs  signes  :  car,  si  Ton  écrit 
à  la  suite  du  résultat  ainsi  obtenu  tous  les  termes  de  la  quan- 
tité à  soustraire,  ces  termes  se  trouveront  tous  dans  le  poly- 
nôme résultant  avec  des  signes  contndres,  et  par  conséquent 
ils  s'entre^létruiront  ;  de  sorte  qu'après  la  réduction,  il  ne  res- 
tera phig  que  les  termes  de  la  quantité  dont  on  devait  soostraire. 
Le  résultat  trouvé  est  donc  le  reste  demandé,  puisqu'en  lui 
ajoutant  la  quantité  à  soustraire,  on  obtient  celle  dont  cm  doit 
soustraire  {Arithmétique^  19). 

SnMPtBs.  I.  a— (+ft)=a— ft; 

IL  a—i—b)=a+b. 

III.  De     Saai^—iai^X'^a^—abcx 
soustraire    — 2^+4a6»«+2iM5* — 3c*d 


>^-^« 


reste  6aa^ — 2aô*a:-|-c* — abcX'\-2c^ — iat^x — 2ûwb»4"3«^ 

reste  réduit  Zaaf — 6a6*j:-|-3c' — a6ca?+3c*d. 

54.  Remarquons  que  l'emploi  des  signes  -{-et  —  pour  indi- 
quer l'addition  et  la  soustraction  s'accorde  parfaitement  avec 
l'extension  que  nous  avons  donnée  à  ces  signes  au  n*  S9  ;  car, 
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m  une  panonae  a  pour  iSOOCy  de  propriétés  et  pour  ISOÛO'  de 
dettes ,  rexpresaîon  de  sa  fortune  est  (88) 

-f  12000^  —  ISOOC  =  —  6000', 

et  si  des  12000'  qu'elle  possède,  on  retranche  les  18000'  qu'elle 
doit,  il  reste  effectivement  — 6000'  (ô5). 

55.  Observons  encore  qu'en  algèbre  les  mots  additionner  et 
soustraire  n'entraînent  pas  respectivement  l'idée  d* augmentation 
et  de  diminution;  cela  a  lieu  seulement  quand  les  deux  quanti- 
tés que  l'on  considère  ont  le  même  mode  d'existence;  car  s'ils 
ont  des  modes  d'esîstence  opposés,  leur  mddiiio»  produit  une 
âknàmêkm ,  et  Imr  souêtraetion  uae  augmentation. 

C'est  pour  cela  que  l'on  appeUe  somme  algébrique  de  plusieurs 
f  mnrtîtés^  le  lésultet  que  l'on  obtient  en  additionnant  ces  quan- 
tités ,  eu  égard  à  leurs  signes ,  et  que  l'on  conserve  le  nom  de 
sotnme  ariihméi^ue  pour  le  lésultat  de  l'addition  de  leurs 
valeurs  absolues. 

8  ra.  DE  LA  MULTIPUCATION. 

56.  D'après  la  définition  que  l'on  donne  en  arithmétique  de  la 
multipfication  (Arithnétiqve ,  23} ,  le  nmitiplicateur  est  essen- 
tiellement un  NOHBHB  ÀBSTRArr  ABsoLV ,  c'est-à-dire  qui  ne  peut 
être  précédé  d'aucun  signe;  mais  on  comprend  <foe  si  Ton 
veut  que  les  formules  algébriques  soient  générales ,  il  &ot  que 
Ton  ait  le  droit  de  donner  aux  lettres  qui  y  entrent  toutes  les 
valeurs  imaginables,  et  qu'alors  un  multiplicateur  pourra 
bien  devenir  négatif.  Il  est  donc  nécessaire  de  modifier  la  défi- 
nition de  manière  à  l'étendre  à  tous  les  cas.  Nous  dirons  en 
eonséquence  que  la  multiplication  algébrique  a  pour  but  de 
trouver  une  quantité  qui  soit  composée  en  gràiidbur  et  en  sigmi 
avec  le  multiplicande  comme  le  multiplicateur  est  composé  avec 
roinri  POSITIVE  ;  de  telle  sorte  que ,  si  le  multiplicateur  a  le 
signe  -f ,  comme  l'unité,  le  produit  aura  le  même  signe  que  le 
multiplicande,  et  que  si  le  multiplicateur  a  le  signe — ,  c'est-à- 
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dire  un  signe  opposé  à  celui  de  l'unité ,  le  produit  devra  être 
affecté  d*un  signe  contraire  à  celui  du  multiplicande. 
On  pourra  donc  former  le  tableau  suivant  : 


Multiplicande 

Multiplicateur 

Produit 

+ 

+ 

+ 

— 

+ 



+  -      ■         - 

-        •       -  + 

Ainsi  y  dans  le  premier  et  le  quatrième  cas ,  où  les  fiBcteurs  ont 
des  signes  semUables ,  le  produit  est  positif  «  tandis  qu'il  est 
négatif  dans  le  second  et  dans  le  troisième ,  où  ces  fieu^urs  ont 
des  signes  contraires.  De  là  cette  règle  générale  :  Doimez  au 
produit  le  signe  -^-oule  signe  —  selon  que  ses  dbux  facteurs  ont 
des  signes  semblables  ou  différents, 

57.  On  énonce  souvent  cette  règle  de  la  manière  suivante  : 

+       multiplié  par       +       donne       + 

-  +  - 
+                                 -                       - 

-  -  + 

Remarquons  bien  toutefois  qu'il  ne  but  pas  prendre  à  la  lettre 
cette  manière  de  s'énoncer,  car  elle  n'aurait  aucun  sens.  Quand 
nous  disons,  par  exemple ,  que  —  multiplii  par  -f  donne  — , 
nous  entendons  que  le  produit  d^vne  quantité  négative  par  une 
quantité  positive  est  négatif. 

58.  Il  suit  de  la  règle  que  nous  venons  d'établir  que  le  pro- 
duit de  plusieurs  facteurs  négatifs  est  positif  ou  négatifs  suivant 
que  ces  facteurs  sont  en  nombre  pair  ou  impair.  En  efiet ,  si  le 
nombre  des  facteurs  négatifs  est  pair,  on  pourra  d'abord  les 
multiplier  deux  à  deux ,  c'est-à-dire  le  premier  par  le  second , 
le  troisième  par  le  quatrième,  le  cinquième  par  le  sixième,  etc., 
puis  multiplier  entre  eux  tous  ces  produits  partiels  ;  ce  qui  don- 
nera un  produit  positif,  puisque  chacun  d'eux  a  le  signe  -[-• 

Si,  au  contraire,  il  y  a  un  nombre  impair  de  facteurs  néga- 
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U6,  on  pourra  fiûre  le  produit  de  tous  ces  facteurs,  à  l'excep- 
tion du  dernier,  et,  en  le  multipliant  par  ce  dernier  facteur,  on 
obtiendra  le  produit  demandé ,  qui  sera  négatif,  puisque  + 
multiplié  par  —  donne  — . 

S9.  Les  règles  des  signes  étant  ainsi  établies,  nous  allons 
faire  abstraction  des  signes  des  quantités  monômes  que  Ton 
aura  à  multiplier,  et  comme  la  multiplication  de  plusieurs  quan- 
tités dépend  de  celle  de  deux  quantités,  nous  nous  occuperons 
seulement  de  la  multiplication  de  deux  monômes. 

Soit  d'abord  proposé  de  multiplier  af  par  a^.  J'observe  que 
pourftire  cette  opération,  il  n'y  aura  qu'à  multiplier  €f  succes- 
sivement par  chacun  des  q  focteurs  a  dont  o^  représente  le  pro- 
duit {ÂTxihmitique ,  59)  :  mais  le  multiplicande  a^  renferme 
déjà  ji  de  ces  facteurs  ;  donc  le  produit  ai"  x  a«  sera  composé  de 
(p+y)fiicteursa;  donc  il  est  la  (jp+g)*— puissance  de  a;  donc 
c^X(fi  =  d^.  Donc,  pour  faire  le  produit  de  deux  puissant 
ces  d^une  même  quantité ^  il  faut  élever  cette  quantité  à  une 
puissance  marquée  par  la  somme  des  exposants  de  ces  puissances. 
Ainsi  afX(f=of. 

40.  Proposons-nous  actuellement  de  multiplia  entre  eux 
deux  monômes  quelconques,  par  exemple,  5a'6c  par  Mé^df.  II 
fiiudra,  pour  efiectuer  cette  opération,  multiplier  le  multipli- 
cande successivement  par  chacun  des  facteurs  du  mul  tiplicateur, 
de  sorte  que  le  produit  pourra  être  écrit  de  la  manière  suivante  : 

ou,  en  intervertissant  l'ordre  des  facteurs , 

Or,  5 . 9  =  45  ;  multiplier  45  par  a*,  puis  le  produit  par  a*, 
revient  à  multiplier  45  par  le  produit  efiéctué  de  a'  par  a",  c'est- 
à-dire  par  0*  {Arithmétique^  58);  donc  déjà  5.9.a*.a'.& 
=  45a'&.  On  verra  de  même  que  le  produit  de  ce  monôme  par 
r,  puis  par  c*,  est  45 a'ftc',  de  sorte  qu'on  a  enfin 

Sa^bc  X  9rfc«cP  =  tëa^bt^d^. 
c.  2 
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Gomme  ospaul  apfdiqoer  lesniMûii^amâito  qvipiiéoèdeiità 
tek  monômes  qae  t'en  voudra,  oa  eo  oondut  que  pour  faire  k 
produit  de  pkuieurs  menemes^  il  fimi  nmUipUer  leun  coeffi^ 
cients  entre  eux ^  et  écrire  à  la  suite  de  ce  produit  Umles  les  lettres 
différenteê  des  facteurs,  e»  doutuuit  à  ekaque  lettre  gui  est  corn- 
mune  è  plusieurs  d^enire  euœ  un  exposant  égal  àln  somme  de 
ceux  dont  die  y  est  affectée^  et  en  conservant  leurs  exposants 
aux  lettres  qui  n'entrent  que  dans  Vun  des  facteurs. 

ExEMPLB.  —  6  a*6(?  X  +  9  c?c^d^  X — 2  aV^c^^ = + dOcfbV^e^. 

41 .  Pastom  maintenant  à  la  multiplication  des  fpdynomea,  et 
supposons  d'abord  q«e  le  mnlti pUcande  seul  élaat  une  quantité 
complexe,  a-^b — c,  par  exemple,  on  veuille  la  multiplier  par 
le  monôme  positif  d.  W  pourra  se  présenter  trois  cas ,  selon 
<im  d  représentera  un  nombre  entier,  un  nombre  fraction* 
naire,  ou  une  quantité  incommensurable. 

V  Si  d  est  un  nombre  entier,  le  produit  de  a-^-b — e  par  d 

sera  la  somme  de  d  quantités  égales  à  a4-  ^ — e^  de  sorte  qu'en 

faisant  la  réduction  des  termes  semblables ,  on  trouvera  pour 

résultat  ad  +  6d — cd. 

fn 
2^  Si  d  est  une  fraction — :  il  s^agira  de  prendre  une  partie  du 

multiplicande  marquée  par  cette  fraction,  et,  pour  cela,  de 
diviser  ce  multiplicande  par  n,  puis  de  multiplier  le  quotient 
trouvé  par  m  {Arithmétique^  liOj.  Or,  le  quotient  de  la  divi- 

siondea-f  fr— cparnest — | ,  car,  &\  on  multiplie  ce 

polynôme  parn,  on  retrouvera,  d'après  ce  qui  précède  (41,  l**), 
le  dividende  a 4*6 — c\  donc  le  produit  demandé  sera 

^.w+^.w— ^.m  =  a.^4.6. ?!-.(.. ?î(4rtïA., «3  et  116), 

c'est-à-dire  ad  -f  bd — cd. 

S""  Supposons  que  d  représente  une  quantité  incommensu- 
rable ;  soit  d'  une  quantité  commensurable  variable  qui  peut 


f 

' 
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apiHPOclier  ébd  d'aussi  près  que  Ton  voudra.  On  aura,  d'après 
ee  que  nous  venons  de  déuumtrer, 

et  cette  égalité  subsistera  toujours  lorsque  d!  tendra  à  devenir 
égal  à  d.  Or,  lorsque  deux  quantités  variables  restent  constam- 
ment égales  entre  elles  ^  dans  tous  les  états  de  grandeur  par  les- 
quels elles  passent^  leurs  limites  sont  égaies  (Ariih. y  M7)  :  ma«i 
la  limite  du  produit  (a  +  b — c)d*  est (a+  b'-e)d  ;  oelie  de  la 
quantité  ad'  -|-  àd' — ecP  est  évidemment  ad-^-bd — cd;  donc 

(a-\-b — c)d=^ad'\'bd-^od. 

Concluons  donc  que  pour  multiplier  un  polynôme  par  un  mo- 
nôme positifs  il  faut  multiplier  successivement  chaque  terme 
du  multiplicande  par  le  multiplicateur,  en  affectant  chaque 
produit  pariiel  du  signe  -^  ou  du  signe  t-  ,  selon  que  ses  jfac» 
teurs  auront  des  signes  semblables  ou  différents ,  c'est-à-dire 
en  se  eenfermant  aux  règles  données  pour  la  multiplication  des 
tnonomes  (86  et  40). 

4S.  Si  le  multiplicateur  était  un  monôme  négatif  —  d,  les 
raisonnements  qui  nous  ont  conduit  à  la  règle  précédente 
n'aurtieot  plus  de  sens  :  mais  nous  observerons  que,  d'après  la 
déËaitîoQ  de  la  moltiplicatioa  algébrique  (56),  im  produit  se 
bit  quectonçer  de  signe,  lorsque  Toii  change  le  signe  de  i^im 
de  ses  facteurs;  on  multipliera  donc  a-{'b — c  par  le  mo- 
nôme posilif +^,  et  oo  changera  ensuite  le  signe  du  produit 
ad-\'bd-^4!d9  ee  qui  se  fera  évidemment  exk  changeant  les 
signes  de  tous  ses  termes  ;  doue 

ia-\'b—c)X(—â)=—ad^bd-j-cd. 

Or,  c'est  précisément  là  le  résultat  auquel  eonduiraît  l'appii*- 
cation  de  notre  règle  ;  do&ç  die  est  générale. 

43.  Considérons  maintenant  le  cas  où  le  mdtipliçateur  est 
aussi  un  polyaome,  et  soit,  par  exemple,  a — b  à  multiplier  par 
c — d.  Suiqposons  que  Ton  ait  effectué  les  opérations  indiquées 


iO  DBS  OPiEÀTlONS  DE  l'àLGÈBHB. 

dans  le  multiplicateur,  et  désignons  par  P  sa  valeur  :  lepro* 
duit  demandé  sera  donc  équivalent  à 

(a— 6)P=aP— 6P  (4i  et42)=:Pa— P6. 

En  remplaçant  P  par  c — c2 ,  ce  qui  est  permis,  on  aura 

mais  {c — d)a=:ae — ad,  (c — d)b=be — bd;  donc,  en  appli- 
quant la  règle  de  la  soustraction  (55),  il  viendra 

(a — b)(c — d)=ae — ad — bc-i-bd^^ac — be — ad-^bd. 

Or,  ac — be  est  le  produit  de  (a — b)  par  c,  — ad'{-bd  est  le 
produit  de  ce  môme  multiplicande  par  — d  :  donc  pour  nmlti" 
plier  deux  poit/nomes  entre  eux,  on  multipliera  le  multiplicande 
successivement  par  chaque  terme  du  multiplicateur  (40  et  41), 
et  en  fera  la  somme  des  produits  partiels, 

44.  ScHOLis.  Si  Ton  suppose  que  a,  fr,  e^  d,  étant  quatre 
quantités  positives,  on  ait  de  plu8a>&  etc>(I,  les  raisonne- 
ments que  nous  avons  faits  aux  numéros  41  et  45,  prouvent 
rigoureusement ,  en  s'appuyant  uniquement  sur  la  définition 
que  Ton  donne  de  la  multiplication  dans  Tarithmétique,  que 

(a — 6)  (c— d)  =  ae —  bc — ad  +  bd. 

Nous  allons  maintenant  examiner  quelles  conventions  il  faut 
faire  pour  rendre  cette  formule  applicable  à  toutes  les  hypothèses 
que  Ton  pourrait  faire  sur  a,  6,  c,  d,  et,  pour  abréger,  nous 
supposerons  que  ces  quantités  soient  positives,  car,  si  elles  ne 
l'étaient  pas,  il  n'y  aurait  qu'à  mettre  leurs  signes  en  évidence. 
Soit  d'abord  a<C6  et  c<Cd.  Il  suit  immédiatement  de  là  que 
ae<6tf,  que  ad<M,  et  que  par  conséquent  {ae — bc)  et 
{ad^  bd)  sont  des  quantités  négatives  ;  mais  parce  que  ^<£l, 
la  valeur  absolue  de  la  première  est  plus  petite  que  celle  de  la 
seconde,  car  ces  valeurs  absolues  sont  celles  des  deux  produits 
{b—a)c  et  (6 — a)d\  donc  la  différence (a(f — bc) — {ad — M), 
c'est-à-dire  ac — bc — ad-^-bd^  est  une  quantité  positive.  Or, 
(a — 6)  et  {c — d)  sont  au  contraire  des  quantités  négatives; 
donc ,  pour  que  la  règle  du  n""  45  puisse  s'appliquer  au  cas 
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aeiael ,  il  faut  convenir  que  le  produit  de  deux  quantités  né^ 
gatives  est  positif. 

Si  de  même  on  suppose  a<ib  et  c>d^  ou  a>b  et  c<^d^ 
on  reconnaîtra  que  le  produit  de  deux  quantités  affectées  de 
signes  contraires  doit  être  regardé  comme  négatif. 

Ainsi  se  trouve  justifiée  la  modification  quenousavons  fait  su- 
Inr  à  la  définition  de  la  multiplication  arithmétique,  pour  l'éten- 
dre à  tous  les  cas  de  la  multiplication  desquantités  algébriques. 

4tt.  Lorsqu'une  lettre  entre  à  différentes  puissances  dans  le 
multiplicande  et  dans  le  multiplicateur,  on  ordonne  ces  fac- 
teurs ,  c'est-à-dire  que  Ton  dispose  leurs  termes  suivant  Tordre 
de  grandeur  des  exposants  de  cette  lettre,  que  l'on  nomme  la 
lettre  ordonnatrice  ou  principale  \  Alors  les  produits  partiels 
du  multiplicande  par  chaque  terme  du  multiplicateur  seront 
aussi  ordonnés  (59),  de  sorte  que  si  l'on  écrit  ces  divers  pro- 
duits partiels  les  uns  au-dessous  des  autres»  de  manière  que  le 
«  premier  terme  de  chacun  soit  placé  sous  le  terme  qui  renferme 
la  lettre  ordonnatrice  à  la  même  puissance  que  lui ,  dans  le  pro- 
duit précédent ,  tous  les  termes  de  ces  produits  partiels  seront 
rangés  dans  une  même  ligne  verticale ,  sous  ceux  qui  sont  du 
même  degré  qu'eux,  par  rapport  à  la  lettre  principale  (on  sup« 
pose  qu'il  y  a  une  différence  d'une  unité  entre  les  exposants  de 
la  lettre  ordonnatrice  dans  deux  termes  consécutifis  quelconques 
du  multiplicande  :  s'il  n'en  était  pas  ainsi ,  on  laisserait  vide 
dans  ce  multiplicande  et  dans  les  produits  partiels  la  place  des 
termes  qui  y  manqueraient),  ce  qui  facilitera  les  réductions. 

46.  Exemple.  Multiplier  3a V  —  Sar*  —  2a*-|-  io^  par 
—  Sa* + 3aV — Ma?.  J'ordonne  par  rapport  aux  puissances 
descendantes  de  â? ,  et  comme  la  première  puissance  de  cette 
lettre  n'entre  pas  dans  le  multiplicande ,  nous  laisserons  vide  la 


*  Si ,  par  exemple ,  on  veut  ordonner  suivant  les  puissances  décroissantes 
d'une  certaine  lettre  x ,  on  écrira  d'abord  le  terme  où  «  a  le  plus  grand 
exposant ,  puis  celui  de  tous  les  termes  restants  où  «  a  le  plus  grand  expo- 
lanl»  et  atnsl  de  suite. 
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place  da  terme  qur  devrait  eontenir  cette  puiaManoe,  ri  le 
polynôme  était  complet.  Nous  disposerons  en  conséquence  les 
calculs  de  la  manière  suivante  : 

MuUipUeande 4dB«  —  5a5^  +  3aV  —  îet* 

Mtkltiplieateur 3a^ap*—  6a%^—  aa^ 

PfodiUi  for  aaV 12â%^-'tte%'+  9â^  —  Mafi 

Produit  par  — 5a?j^. . .  — aOa^o^-f  35aV^16afti«  -f  IM'i^ 

Produit  par  —3a». . . .  — I2a*j<+i5a^a^^  ao'x»4-«^ 

— — — ■ — ■ —  -  — 

ProduU  total ]2aV--SâaV+Ma4«^r  a^a*+  9#J^+    o^a^+6a» 

Le  premier  terme  — fOéa^  du  second  produit  partiel  éfamt 
semblable  au  second  terme  du  produit  précédent ,  on  Pa  écrit 
soufl  ce  terme  ;  de  même  le  premier  terme  —  i2(f3^  du  troi'- 
sième  produit  partiel  a  été  placé  sous  le  tenne  ^  tM^a^  au- 
qud  il  est  s^fiMable  dans  le  second  produit  partiel.  Enfin  on 
a  obtenu  le  produit  total  en  faisant  la  réduction  de  tous  les 
termes  situés  dans  une  même  colonne.  Ainsi  on  a  dk  : 
—  iSftfaf  —  ^Oê^af  donnent  —  ZMaf^  ete. 

47>.  Les  deux  pùtyncmeê  que  nous  venons  de  fmtltiplier  sont 
dits  HOMOGÉNis  parce  que  la  somme  des  exp&sants ,  dans  ehaqne 
terme ,  est  constante.  Comme  cette  somme  est  4  dans  le  pre^- 
mîer  et  5  dans  le  second,  on  dit  que  le  multiplicande  est  un 
polynôme  du  quatrième  degré ,  et  que  le  multiplicateur  est  du 
cinquième.  Il  est  évident  que  leur  produit  doit  aussi  être  homo^ 
ffhœ ,  et  que  son  degré  est  la  BOtnme  des  degrés  de  ses  facteurs. 
8i  donc  on  trouvait  que  le  produit  de  deux  polynômes  homo^ 
gènes  v^esi  pas  homogène^  se  serait  un  signe  certain  que  ce  pro- 
duit est  fautif  f  et  il  faudrait  en  conséquence  recommencer  la 
multiplication.  Cette  remarque  est  importante. 

4S.  S'il  y  a  dans  Tun  des  facteurs  plusieurs  termes  où  la 
letlre  par  rapport  à  laquelle  on  veut  ordonner  entre  à  la  même 
puissance ,  il  faudra  d*abord  mettre  chaque  puissance  de  cette 
lettre  en  facteur  commun  des  quantités  qu'elle  multiplie  »  or- 
donner le  polynôme  résultant  par  rapport  à  cette  lettre  et  faire 
ensuite  la  multiplication» 

49.  Pour  mettre  une  puissance  d'une  certaine  lettre  en  fœ* 
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ieur  eammtm  éet  ftNwlt^  qu'elle  mmkipUej  em  écrit  enire 
parenthèses  les  termes  dont  il  s'agit  y  abstraction  faite  de  cette 
pmesancCf  et  an  écrit  cette  même  puissance  hors  des  parenthèses; 
ou  mieux  encore  on  ditpose  les  termes  ainsi  préparés  dans  une  co- 
lonne^ en  les  séparant  y  par  un  trait  veriicaly  de  la  puissance  qu'on 
y  a  supprimée.  Ainsi  !e  trinôme  —  8df6V+10a6»a?*+2a^6a^ 
pourra  être  écrit  de  Tune  oq  de  l'autre  des  deux  manières 
suivantes: 

—  8aW 
+  \OaV 

La  quantité  placée  ainsi  entre  parenthèses  ou  dans  une  ligne 
verticale ,  et  que  Ton  a  d'ailleurs  soin  d'ordonner  par  rapport  à 
Tune  des  lettres  qui  y  entrent ,  doit  être  considérée  comme 
un  simple  coefficient. 

80.  Exemple.  Multiplier  a*— ^a?— 3&V-f  3a6«a;— 2ô*+2aV 
par  — &db^X'{'W-\-Za^a?'\'€f—Wx-\'1l^a?.  En  ordonnant  ces 

polynômes  par  rapport  à  a? ,  on  disposera  les  calculs  conune  ci- 
dessous. 


UuUiylicande 

2a' 

x"-^  3ab' 

r+    a* 

--ab» 

-     b» 

—  2b* 

MuUipli€at€wr 

3a> 

»»—  6ab» 

x+    a* 

+2b' 

—  2b3 

+  2b* 

Produit  par     âa'   a^ 

6a« 

j^+  î>rf»b» 

05»+  3tt« 

îT» 

+2b' 

--ha^h' 

—  3a»b» 

+  2a*b» 

—6b* 

+  6ab* 

—  6a»b* 

—  2b» 

—  4b« 

Produit  par  — 6ab*  z 

— 12a>b» 

x3— i8o»b*«'—  6a*baaf 

— 2b3 

—  4a»ba 

+  2b«       —  2a*b3 

+18ab* 

+12crM 

+  6b» 

+  4b' 

Produit  par       o« 

+  2a«    «»+  3a»62 

x+a* 

+2b« 

—  »a*b»   —   a<b» 
^eV       —  2b' 

-4b» 

Produit  total 

60^ 

a?*—  Zc^  «»+  5tf*  l««—  3<rt»f 

«+  <C^ 

— oa»b' 

—  7a»b»    —    a*b»| 

—  ao*b* 

—4  b» 

—6b* 

+24  ab* 

— 20a»b* 

+18ab« 

+  ib» 

—  8b> 

+  2b» 
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On  a  été  conduit  à  effectuer  les  n^  multiplications  partielles 
qui  suivent  : 

(2o*-3é»)(3a*+26*),  (3aé»— é»)(3a«+26»),  (a*— îft*K3a*+26*J; 

(2a«— 36»)  i-Sat^—2V) ,  (3a*«— 6»)  (— 6a*«— 26»), 

(0*— 2ft*)(— 6aô»— 26»); 

(2<^-8y)(a*+2ft*),  (3a6»—é»)  (0*^26*),  (a*— 2ft*)(a*+26*). 

81.  En  appliquant  les  règles  de  la  multiplication  à  la  forma- 
tion du  carré  de  (a±b)  et  à  celle  du  produit  de  (a-^b)  par 
(a — ft) ,  on  trouvera  : 

(a+ft)*=a«4.2a*H-*«, 
(a— *?=a«— 2a6-f6*, 
(aH-*)(a— ft)=a«— 6*. 

En  comparant  chacun  de  ces  produits  avec  ses  (acteurs,  on  en 
conclut  les  théorèmes  suivants  : 

V  Le  carré  de  la  somme  de  deux  quantités  est  égal  à^  la 
somme  des  carrés  de  ces  quantités  augmentée  de  leur  double 
produit. 

-y-    -/"/        Exemple.  (2a*a?-/3aV)'=4a^a:*-^12(ïFa:>+9a*a?*. 

2"*  Le  carré  de  la  différence  de  deux  quantités  est  égal  à  la 
somme  des  carrés  de  ces  quantités  diminuée  de  leur  doubleproduit. 

Exemple.  (5aV— 3rfx»)*=25a*j;«— 30o»a5»+9a*a:*. 

S^"  Le  produit  de  la  somme  de  deux  quantités  multipliée  par 
leur  différence,  est  égal  à  la  différence  des  carrés  de  ces  quan- 
tités. 

Exemple. 

(5a*a:*— 3a»a;*+4a*a?— 2fl»)  (5aV— So^ic*— 4a*j:+2a»). 
Ce  produit  revient  à 

j(6rfa»— 3a^a!»)+*(4o»«— 2«»jj .  {(Se***»— Sa**»)— (4a*«+2«')}, 

&1  verta  de  la  règle  du  n*  33,  et  est  en  conséquence  égal  à 

(SoV— So'a^)*—  (ia*x—  2a')'= 25a*««— 30a'«»+  9o*«» 
—  16o^««  +  16o»a;—  4a". 
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BS.  .Puisque  pour  multiplier  un  polynôme  par  un  autre  poly- 
n<»ne,  il  but  multiplier  chaque  terme  du  multiplicande  succes- 
sivement par  tous  ceux  du  multiplicateur  (45),  on  voit  que  le 
carré  d'un  polynôme  renfermera  :  V  les  carrés  de  ses  différents 
termes  ;  2^  le  produit  de  chaque  terme  par  tous  les  autres. 
Mais  ces  derniers  produits  sont  évidemment  tous  égaux  deux  à 
deux,  car  le  produit  du  3*  terme  par  le  7*,  par  exemple,  est 
identique  avec  celui  du  7*  par  le  3*  :  on  peut  donc  dire  que  le 
carré  d'un  polynotne  se  compose  des  carrés  de  ses  différents 
termes  et  du  double  de  la  somme  des  produits  qu'on  obtient  en 
multipliant  chacun  d'eux  par  tous  ceux  qtU  le  suivent. 

ExKHPiA.  (a»»— Soaî" + 4a*« — îa*)»  =  4r«  +  9a*ar*  +  l6o*a^ 
+ 4flP—  12a«»+  16o?x^—S€fa^— 24cfa^+  l^*a;*—  16rfa?= 4a^ 
— 12fl«»+25a^a?*— 32a»aîH  28aV— 16a»;p+4a«. 

S  IV.  DE  LA  DIVISION. 

SS,  Nous  allons  d'abord  supposer  qu'il  s'agisse  de  diviser  un 
monôme  par  un  autre  monôme.  La  première  chose  à  faire  sera 
de  déterminer  le  signe  du  quotient.  Or,  le  dividende  étant  le 
produit  du  diviseur  par  le  quotient,  on  voit  que  s'il  est  positif, 
le  diviseur  et  le  quotient  auront  des  signes  semblables  (36)  ; 
donc  si  le  diviseur  est  positif,  le  quotient  aura  le  signe  4-  >  et  si 
le  diviseur  est  négatif,  le  quotient  aura  le  signe — .  Au  contraire, 
si  le  dividende  est  négatif,  le  diviseur  et  le  quotient  auront  des 
signes  contraires,  de  sorte  que  si  le  diviseur  est  positif,  le  quo- 
tient aura  le  signe — ,  et  s'il  est  négatif,  le  quotient  sera  précédé 
du  signe -|-  On  pourra  donc  former  le  tableau  suivant  : 

Dividende.  Diviseur.  Quotient. 

+  +  + 

+  -  - 

-  +  - 

-  -  + 

D'où  Ton  voit  que ,  dans  le  premier  et  dans  le  quatrième  cas, 
où  le  dividende  et  le  diviseur  ont  des  signes  semblables ,  le 


qootiatl  est  poMtif,  tMidis  qu'il  est  négatif  dans  k»  deR  aiiCres, 
e'60i-è-dûre  qmnd  le  dnrid^nde  et  le  dÎTiseor  oui  des  signes  éâ- 
Séreats.  I>e  là  cette  r^le  : 

Dannex  on  quotient  le  »igne  *^  <w  fe  signe  -*,  emvmi  gm  le 
dévideikdeet  le  diviseur  Mrant  des  eignee  semblables  eu  différenê9^ 

On  l'éDOOce  encore  en  disam  que 

+  divisé  par  +  donne  -j-, 

+  -  - 

-  +  -, 

-  -  +. 

M.  Cette  rè^e  étant  établie,  {»iopos(msHiotts  ée  diriser  un 
monôme  quelconque  par  un  autre  monôme,  en  faisant  abstrac* 
tion  de  leurs  signes  ;  par  exemple,  AMba^éP  par  Mbc,  T observe 
d'abord  que  le  quotient  de  la  division  de  deux  monômes  ne 
peut  être  qu'un  monôme  (41).  Gela  posé,  il  suit  immédiate- 
ment de  la  règle  donnée  au  n^  40,  V  que  le  coefficient  45  du 
dividende  étant  te  produit  du  coefficient  5  du  diviseur  par  celui 
du  quotient,  on  obtiendra  ce  dernier  en  divisant  le  coefficient 
du  dividende  par  celui  du  diviseur  ;  ainsi  le  coefficient  du  quo- 
tient est  ^=9;  2^  que  la  lettre  a,  ayant  dans  le  dividende  un 
exposant  plus  grand  que  celui  dont  elle  est  affectée  dans  le  di- 
viseur, se  trouvera  dans  le  quotient,  et  que  son  exposant  dans 
le  dividende  est  la  somme  de  ceux  qu'elle  porte  dans  le  diviseur 
et  dans  le  quotient;  donc  cette  lettre  aura  pour  exposant,  dans 
le  quotient,  la  différence  de  ceux  dont  elle  est  affectée  dans  le 
dividende  et  dans  le  diviseur,  c'est-à-dire  qu'elle  y  aura  l'expo- 
sant S —  2=3.  Par  une  raison  semblable,  la  lettre r  entrera 
dans  le  quotient  avec  l'exposant  6 — 1  =  5;  S""  quant  à  la  lettre  b 
qui  est  affectée  des  mêmes  exposants  dans  le  dividende  et  dans 
le  diviseur,  elle  n'appartiendra  pas  au  quotient,  sans  quoi  elle 
aurait  dans  le  dividende  un  exposant  plus  grand  que  dans  le  di- 
viseur; i"*  enfin  la  lettre  d^  qui  n'entre  pas  dans  le  diviseur, 
devra  se  trouver  dans  le  quotient  avec  son  exposuiU  Ce  %aotîMt 
est  doue  9aVd^. 
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)(t(.  Les  raisQCBeniesIs  ijui  préoèdeni  n'étant  peint  partie»- 
lier»  an  moftonea  que  nous  avons  consMéfés ,  on  en  condnl 
la  r^te  gteéral»  rairante  : 

Pomr  êhfker  wn  mmarm  par  nn  autre niMtevrae,  êMsez  te 
eeeffieient  dn  êMdende  par  eeM  in  dhHsewr  et  was  aurez  h 
coefficient  au  quotient;  éerivez  à  la  suite  de  ee  eaeffkient  tofUteê 
Us  lettre  fuient  dane  le  dividende  un  exposant  plw  grand  que 
dau9  lé  diviseur  t  ainsi  que  celles  qui  n'entrent  que  dans  le  divi» 
dendSy  en  donnant  aux  premières  un  exposant  égal  à  la  diffé^ 
renée  de  ceux  qu'elles  ont  dans  le  dividende  et  dans  le  diviseur ^ 
et  en  conservant  aux  secondes  leurs  expostxnts.  Quant  aux  lettres 
qui  portent  le  même  exposant  dans  te  dividende  et  dans  le  divi- 
ssuTy  dtes  ne  doivent  pas  entrer  dans  le  quotient.  Il  est  d^ailleurs 
entendu  que  l'on  appliquera  la  règle  des  signes  donnée  au  vf  t$5. 

86.  Nous  avons  vu  tout  à  l'heore  que  quand  une  lettre  est 
commune  au  dividende  et  au  diviseur^  on  doit  f  écrire  au  quo- 
tient avec  un  exposant  égal  à  la  différence  de  ceux  dont  elle  y 
est  affectée.  La  démonstration  que  nous  avons  donnée  de  cette 
règle  suppose  essentienement  que  cette  lettre  a  dans  le  divi- 
dende un  exposant  plus  grand  que  celui  qu'elle  porte  dans  le 
diviseur,  car  nous  avons  posé  en  principe  que  l'exposant  dont 
elle  est  affectée  dans  le  dividende  est  la  soxMS  de  ceux  qu'elle  a 
dans  le  diviseur  et  dans  le  quoiieni;  el  pour  qu'il  en  soit  ainsi, 
si  l'exposant  du  dividende  ne  surpasse  pas  celui  du  diviseur,  il 
but  que  Texposant  du  quotient  soit  ou  zéro  ou  un  nombre  né- 
galiC,  ce  i|ai  ne  peut  èlre,  d'apvès  l'idée  que  Ton  attache  an  mot 
exposant  (14).  ExanrioMis  cependant  s'il  ne  serait  pas  poaiible 
de  généraliser  notre  règle,  c'est-à-dire  de  la  rendre  appUcaMe 
à  tous  les  cas. 

l""  Supposons  que  la  lettre  a  ait  le  même  exposant  dans  le 
dividende  que  dans  le  diviseur,  et  soit  ainsi  proposé  de  divi-* 
ser  o^  par  0^.  Il  est  évident  que  le  quotient  de  cette  division  est 
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Vunité  :  or,  si  Ton  applique  au  cas  actuel  la  règle  que  Ton  veut 
généraliser,  on  trouvera  âf-'  =  a®.  Mais  cette  expression  cfi  ne 
saurait  avoir  aucun  sens ,  ainsi  que  nous  l'avons  observé  plus 
haut  ;  nous  pourrons  donc  faire  sur  elle  telle  convention  que 
nous  voudrons,  pourvu  qu'elle  ne  soit  en  opposition  avec  au- 
cune de  celles  qui  précèdent,  et  convbnih,  par  exemple,  que 
toute  qttantité  affectée  de  Vexposant  zéro  sera  un  symbok  gui 
désormais  représentera  l'unité^  c'est-à-dire  que  of^  =  1 .  De  cette 

manière,  nous  pourrons  dire  que  -^  s=  a*^,  et  notre  règle  s'é- 
tendra ainsi  au  cas  où  une  lettre  a  des  exposants  égaux  dans  le 
dividende  et  dans  le  diviseur. 

2*  Soit  maintenant  à  diviser  o^  par  a^.  Si  l'on^se  rappelle 
que  l'on  n'altère  pas  le  quotient  d'une  division  en  divisant  le 
dividende  et  le  diviseur  par  une  même  quantité,  nous  diviserons 
a^  et  oi^  par  a^*,  et  nous  verrons  ainsi  que 

ûP  _1 

Or,  si  l'on  applique  la  règle  du  n""  BtS  à  la  division  de  of  par  a>^, 
on  trouvera  a>'-~'^=:a'~^,  expression  tout  à  fait  vide  de  sens  (14). 
Nous  pourrons  donc  faire  sur  elle  telle  convention  que  nous 
voudrons,  et  convenir,  par  exemple,  que  toute  quantité  affectée 
d'un  exposant  négatif  est  un  symbole  qui  rqprésevUe  le  quotient 
de  la  division  de  Vunité  par  cette  quantité  affectée  du  même 

eoûposant^  mais  pris  positivement^  c'est-à-dire  quea~^  =  -^. 

En  conséquence,  nous  pourrons  dire  que-j;:;:^^  aP-*-«  =  a-«. 

Ainsi  la  règle  donnée  (88 j,  pour  diviser  l'une  par  l'autre  deux 
puissances  d'une  même  quantité,  s'étend  maintenant  à  tous  les 
cas  ;  donc  elle  est  générale. 

87.  Il  résulte  de  la  r^le  du  n^"  88  quejpour  qu'un  monôme 
soit  divisible  par  un  autre ^  il  faut  V  que  le  coefficient  du  divi- 
dende soit  divisible  par  celui  du  diviseur  ;  2^  que  le  diviseur  ne 
contienne  aucune  lettre  étrangère  au  dividende  ;  3*  que  l'expo^ 
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sont  d<mi  une  lettre  est  affectée  dans  le  dividende  ne  sùit  pas 
moindre  que  celui  qu^eUe  a  dans  le  diviseur.  Quand  toutes  ces 
eonditioDs  ne  sont  pas  remplies ,  on  exprime  le  quotient  sous 
forme  fractionnaire,  sauf  à  le  réduire  ensuite  à  sa  plus  simple 
expression,  comme  nous  le  verrons  plus  tard. 

S8.  Venons  maintenant  à  la  division  des  polynômes.  Nous  en 
établirons  la  théorie  sur  le  principe  suivant  : 

LnoiB.  Lorsque  deux  polynômes  et  leur  produit  sont  ordonnés 
suivant  les  puissances  d'une  même  lettrSy  le  premier  terme  du 
produit  provient  sans  RÉnucnoN  de  la  multiplication  du  premier 
terme  du  multiplicande  par  le  premier  terme  eu  multiplicateur. 

En  effi»ty  si  Ton  suppose  les  deux  facteurs  ordoQués  suivant 
les  puisiAnces  décroissantes  d'une  même  lettre,  il  est  évident 
que  le  produit  de  deux  termes  pris,  comme  on  le  voudra,  dans 
ces  fiicteurSy  contiendra  la  lettre  ordonnatrice  avec  un  exposant 
moindre  que  celui  qu'elle  a  dans  le  produit  du  premier  terme 
du  multiplicande  par  le  premier  terme  du  multiplicateur  (59); 
donc  il  ne  pourra  ni  se  réduire  avec  lui ,  ni  passer  avant  lui  : 
donc  le  premier  terme  du  produit  provient  sans  réduction  de  la 
multiplication  du  premier  terme  du  multiplicande  par  le  pre- 
mier terme  du  multiplicateur. 

«A  On  démontrerait  de  la  même  manière  que  le  dernier  terme 
du  produit  est,  sans  réduction  ,  le  produit  du  dernier  terme  du 
multiplicande  par  le  dernier  terme  du  multiplicateur. 

89.  Proposons-nous  actuellement  de  diviser  un  polynôme 
par  un  autre  polynôme.  Je  les  ordonne  d'abord  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes ^  par  exemple,  d'une  même  lettre,  et 
je  conçois  que  le  quotient  soit  ordonné  de  la  même  manière. 
Cela  fait,  le  dividende  étant  le  produit  du  diviseur  par  le  quo- 
tient, son  premier  terme  sera  sans  réduction  le  produit  du  pre- 
mier terme  du  diviseur  par  le  premier  terme  du  quotient  : 
donc  en  divisant  le  premier  terme  du  dividende  par  le  premier 
terme  du  diviseur,  on  obtiendra  le  premier  terme  du  quotient. 
Hais  le  dividende  étant  la  somme  des  produits  partiels  du  divi- 
seur par  les  différents  termes  du  quotient,  si  on  en  soustrait  le. 
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produit  4u  dîviiettr  pur  le  peeaûer  taroe  du  qvotîeat,  te  reiÉe 
fiera  te  produU  da  diviseur  par  te  polynoiB6  forafté  des  2% 
iermes  du  quolieni,  et  par  conséquent  son  poemier  terme  aéra 
aana  rédaction  te  produit  du  premier  terme  du  diviseur  par  te 
second  terme  du  quotieut;  done  en  divisant  te  pitemter  terme 
de  ce  premier  reste  par  te  precnier  ieime  du  diviseur,  <m  trou- 
vera te  second  terme  du  quoliwt.  En  rsisoiUia»t  sur  oe  eeeond 
terme etsur  te{»«mier  reste,  comoie  on  vmnt4e  te  faim  sur  te 
premter  terme  du  quotient  et  sur  te  <fivideade  propesé,  on  ob* 
tiendra  te  trotâème  terme  du  quotient  et  par  suiteeon  4*,  soui  5*. .. 
tenues*  On  poursuivra  la  mtâme  sérted'opécali<ms  jusqu'à  «e 
que  l'on  soit  parvrau  à  un  reste  nul,  ou  à  un  reste  iei  que  la 
division  de  son  premier  terme  psr  te  premier  terme  du  draseur 
conduirait  à  écrire  au  quotient  un  terme  dans  lequel  la  leUi« 
ordonnatrice  aurait  un  exposant  plus  petit  que  la  dilEéreftee  de 
ceux  dont  eUe  est  affiaetée  dans  tes  derniers  termes  du  dividende 
et  du  diviseur"^.  Dans  te  premier  eas,  le  polynôme  qu'on  auci 
obtenu  sera  te  quotient  exact,  car  puisqu'on  a  trouvé  zéro,  en 
retranchant  du  dividende  tes  produits  partiels  du  diviseiur  par 
les  termes  successifs  de  ce  polynôme,  il  s'ensuit  que  ledivUende 
est  le  produit  exact  du  diviseur  par  te  polynôme  trouvé,  lequel 
est  par  conséquent  le  quotient  dierché. 

Mais  si  te  reste  dont  il  s'agit  n'est  pas  uul^  le  quoHeni  me  peut 
pas  être  un  polynôme  entier  y  sans  quoi  son  dernter  terme  de^ 
vant  résulter  de  la  division  du  dernier  terme  du  dividende  par 
le  dernier  du  diviseur,  la  lettre  ordonnatrice  y  aurait  pour 
exposant  la  différence  de  ceux  dont  elte  est  aflEeetée  dans  ces 
deux  derniers  termes,  et  par  conséquent  te  reste  correspondant 
à  ce  terme  du  polynôme  tjnouvé  aurait  été  nul,  ee  que  nous  ne 
supposons  pas* 

Pour  obtenir  tous  tes  termes  entters  du  quotient,  on  devra, 
si  l'on  a  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  la  lettre 


♦  Ce  serait  le  coatraire  si  Ton  avait  erdomié  par  rapH^rt  aux  puissances 
croissantes  d'une  même  lettre. 
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priMîptief  anéter  ropération  lorsqu'on  sera  pan^enti  à  un  reste 
dans  le  premier  terme  duquel  la  lettre  ordonnatrice  aura  un 
exposant  plus  petit  que  celui  dont  elle  est  affectée  dans  le  pre* 
mier  teftne  du  diviseur.  On  suppose  d'ailleurs  que  le  coeffi- 
cient du  premier  terme  de  chaque  dividende  partiel  est  divi- 
sible par  le  coefficient  du  premier  terme  du  diviseur. 

Dans  le  cas  où  le  reste  n'est  pas  nul,  on  complète  le  quo- 
tient ,  en  ajoutant  au  polynôme  qu'on  a  trouvé  une  expression 
qui  indique  la  division  du  dernier  reste  par  le  diviseur. 

Pour  faciliter  la  soustraction  du  produit  du  diviseur  par  un 
terme  du  quotient,  on  change  les  signes  des  termes  de  ce  pro- 
duit à  mauve  qu'on  les  Corme ,  et  on  les  écrit  successivemeiit 
M^deasous  des  termes  qui  leur  sont  semlMilee  dans  le  divi- 
dende partiel  correspondant. 

Gomme  le  produit  du  premier  terme  du  diviseur  par  un 
terme  du  quotient  est  identiquement  égal  au  premier  terme 
du  dividende  partiel  correspondant ,  on  se  dispense  d'écrire 
ce  produit  et  on  barre  le  premier  terme  du  divîdâide  partiel. 
On  barre  de  même  tous  les  termes ,  à  mesure  qu'on  en  fait  la 
réduction. 

60.  Exemple  I.  Diviser 

par  3aV  +  <^  — 2a* — iaa?. 

On  ordonnera  ces  deux  polynômes  par  rapport  aux  puis- 
sances décroissantes  de  â;,  et  on  disposera  les  calculs  comme 
ci-dessous  : 

— 12oV+16a3ît«—  9o<«*  +  6aV  |3o»af3— sa»»»— 3a* 

1"  reste  — 20a»a5«+26a*a;*— 27a*«<+15a«a^ 

7*  reste  — 1 2a»«<-f  1  bah^—  9a'x^ 

3*  reste  0 

Exemple  II.  Diviser  ofaf+cfai^—a^ai^'^'X'—Za^x^  par  a^—a^. 
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On  ordonnera  par  rapport  à  â?  et  on  exécutera  ensuite  les 
calculs  qui  suivent  : 


a? — 0* 


ccf" —  cfx^ —  Vx  +  «* 


—  a'itr* — <tx 


S/»4 


— aV 


— a'x*+a*ic' 


—ofx 


-^éa?         — a^x 
±^ 

—  a*a?+tf 

La  différence  des  exposants  dont  x  est  affecté  dans  le  dernier 
terme  du  dividende  et  dans  le  dernier  terme  du  diviseur  étant 
2  (ce  dernier  terme  revient  à  —  o^a/*) ,  on  reconnaît,  à  l'inspec- 
tion du  second  reste ,  que  le  quotient  ne  sera  pas  entier  ;  ear,  en 
divisant  son  premier  terme  — a^a^  par  le  premier  terme  a?  du 
diviseur,  on  est  conduit  à  écrire  au  quotient  un  terme  dans  le- 
qud  l'exposant  de  a?  est  1 ,  c'est-à-dire  plus  petit  que  2.  Tou- 
tefois on  a  continué  l'opération ,  afin  d'avoir  tous  les  termes  en- 
tiers que  le  quotient  peut  contenir. 

Ce  quotient  est  x^ — aV — c?x + a*  -f        ._  ^. 

Exemple  IlL  Diviser  l-j-a?  +  a;*+j:'  par  1 — x.  Le  divi- 
dende et  le  diviseur  étant  ordonnés  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x^  on  s'arrêtera  à  un  reste  dont  le  premier  terme 
sera  d'un  degré  supérieur  à  la  différence  3—1=2  des  degrés  du 
dernier  terme  du  dividende  et  du  dernier  terme  du  diviseur, 
car,  en  le  divisant  par  le  premier  terme  du  diviseur,  on  serait 
conduit  à  écrire  au  quotient  un  terme  où  x  aurait  un  exposant 
plus  grand  que  cette  différence. 


t+x-\-ic*-\-x' 

l—x 

-\-x 

l+2«+3«» 

2x 

+  2*« 

+  3a:' 

+  3x> 

Ainsi  le  quotient  est  1  -f  2a;  -f  3x*  +  :^ « 
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61.  Si  le  dividende  et  le  diviseur,  ou  l'un  d'eux  seulement , 
renfennent  plusieurs  termes  où  la  lettre  ordonnatrice  entre  à  la 
même  puissance ,  on  mettra  chaque  puissance  de  cette  lettre 
en  facteur  commun  des  quantités  qu'elle  multiplie  (49) ,  en 
ordonnant  d'ailleurs  ces  quantités  elles-mêmes  par  rapport  aux 
puissances  d'une  des  lettres  qui  s'y  trouvent  ;  puis  on  oitlonnera 
les  polynômes  proposés  par  rapport  k  la  lettre  que  l'on  a  choisie 
pour  lettre  ordonnatrice ,  et  on  appliquera  ensuite  ia  règle  du 
n*  S8  ;  car  le  lemme  fondamental  (B8)  sera  vrai  encore ,  dans 
le  cas  actuel.  L'opération  ne  présentera  pas  d'ailleurs  de  diffi- 
cultés nouvelles  :  seulement  la  division  du  premier  terme  du 
dividende  ou  d'un  reste  par  le  premier  terme  du  diviseur 
pourra  conduire  à  des  divisions  de  polynômes ,  mais  elles  seront 
plus  faciles  à  exécuter  que  la  proposée ,  car  les  polynômes  que 
l'on  y  considérera  seront  plus  simples. 

62.  Exemple.  Diviser  4bV  +  2b'x  — 6b*x*— 4b*  — 8bV 
+  «a*x*  —  3a*Wx  —  3a«Wx»  +  6a*x«  +  a»  —  3aVx  —  7aVx» 
-H  ISatf  X  —  20a«bhL*  —  5aVx* +24ab*x«— aVx«  par  a*— 3Wx« 
4-  3ab*x— 3b^  -)-  2a*x* — b*x.  Voici  le  tableau  des  calculs  : 


6a« 


+18a&*  3a*|«^— 6a6»|»+  a* 


— ]2a»b> 
—  4aV 
+lSad4 
+  6M 


+  2a« 

«»+  3a»5» 

—  Sa'b* 

—    a*6» 

+  4a»6« 

+  6a^ 

-  W 

—  2b' 

—  30*5» 

+    a*b» 

— «oM 

+  2b' 

a* 

+4b« 


C. 
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1**  Division  partielle. 

2*  Division  partielle. 
3*  Division  partielle. 


2(ï«— 3(ï*6'+4a«6*— 66* 


2a'— 3ft* 


a*+2ft* 

03,  Si  le  4lhFideDde4xmtieiit  une  leUMo;  qui  oê  Miroita 
>sAns  Ie<lmBe«r,  on  pourra  eiicore  applicfuer  la  règle  générale 
&  ce  cas  parlScalier ,  en  orionnaat  les  deux  polyaonea  yar 
rapport  anx  puissances  d'une  lettre  qui  leur  soit  comimme. 
Mais  il  «era  plus  simple  4'ordoiiii«r  \t  divideiide  «it  le  diviseur 
par  rapport  à  oette  lettre  x  qui  n'entre  pas  dans  le  diviseur  ; 
puis  en  divisera  par  ce  diviseur  le  coefficient  de  x^haque  terme 
du  dividende,  et  on  multipliera  le  résultat  par  la  puissance 
de  X  qui  se  trouve  dans  ce  terme,  linaî,  siledividende  est  de 
la  forme 

et  que  le  diviseur  soit  représenté  par  JH ,  le  quottent  sera 


Il  suit,  en  effet,  de  la  règle  donnée  pour  multiplier  un  po- 
lynôme par  un  monôme ,  et  de  oe  principe  connu  que  pour 
multiplier  un  produit  par  une  certaine  quantité ,  il  suffit  de 
multiplier  un  de  ses  facteurs  par  cette  quantité  {Arithmé^ 
ligne j  39),  que  si  Ton  multiplie  ce  polynôme  par  M,  on 
obtiendra  le  dividende,  et  qu'ainsi  il  est  bien  le  quotient 
demandé. 
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64.  Les  termes  du  quotient  que  nous  venons  de  trouver  ne 
peuvent  se  réduire  les  uns  avec  les  autres,  car  ils  sont  tous  dis- 
semblables; ainsi,  pour  que  ce  quotient  soit  entier  (18),  il  faut 
que  chacun  de  ses  termes  le  soit.  Donc, 

f(MT  qu'un  polynôme  entier  soit  divisible  par  un  diviseur 
entier,  indépendant  de  la  lettre  par  rapport  à  laquelle  il  est 
ordonné,  il  faut  kt  il  suffit  que  ce  diviseur  divise  chacun  des 
eœffwieùts  de  ceSte  lettre. 

6it.  JSi  l'on  observe  que  l'énoncé  du  principe  sur  lequel 
nous  avons  établi  la  théorie  de  la  division  des  polynômes  revient 
au  suivant  :  Le  terme  qui ,  dans  le  produit  de  deux  polynômes^ 
renferme  wseterifdne  lettre  avec  un  exposant  plus  grand  oupius 
fetètqne  tem  eeuxqu'eUe  a  dam  ses  autres  termes^  provient 
sam  riéÊOiiùn  de  ia  t»ultiflioaiùm  des  deux  termes  gui^  dans 
ces  polynômes ,  sont  affectés  du  plus  grand  ou  du  plus  petit 
exposant  de  cette  lettre  ^  on  en  conclura  que  Ton  peut  se  dis- 
penser d'ordonner  le  dividende  et  le  diviseur  par  rapport  aux 
pnisBanees  é^une  mdme  lettre  ;  car,  pourvu  que  Toii  êinm  le 
terme  du  «dividende  qui  renferme  le  plus  grand  ou  le  pk»  petit 
exposant  d'une  lettre  quelconque  par  le  tenue  da  dmieur  où 
«Me  lettre  a  le  pURgnmdoule  {rfospetit  exposant ,  on  obftien- 
€ra  «  terme  en  quoUfeat.  Et  si  on  opère  Ae  la  mène  nmaière 
%  rCgwl  Au  reste  qu'on  troHfera,  en tetwmehant  eu  Jl>ideade 
le  ffrodeit  <éa  dMseur  par  œ  terme  du  quotient,  on  nutn  «n 
seeond  terme  de  ce  quotient ,  etainsi  de  suite. 

06.  Théobème.  Si  l'on  divise  un  polynôme 

éBtrdonné  smvant  les  puissances  descendantes  de  a  par  le  binôme 


*  Les  symboles  Ao,  Ai  »  As»...  reiivéieBteBl  des  quanUiés  queleonques  et 
s'énoncent  A t'n«lfoej(#ro,  A  tnckceiw,  K indice deus...,  Qsat  aux  points 
qnenons  avons  -plaeés  entre  A#»^et  +  A«,  -Us  remplacent  les  ternies  ^e 
Ton  sons-entend  et  qne  l'on  sar pose  loonte  à  la  même  loi  de  npInUon 
que  ceux  qui  les  précèdent. 
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X— a,  le  reste  indépendant  de  x  que  ton  trouvera  sera  le  résultat 

même       Ao»*  +  Aia*-*  +  Aia*-**+ ^i***^ . .  • + A. 

de  la  substitution  de  ^à  la  place  de  x  dans  ce  polynôme. 

Supposons ,  en  effet ,  que  l'on  ait  effectué  la  division  du  poly- 
nôme proposé  par  x  —  a,  et  que  Ton  ait  continué  l'opération 
jusqu'à  un  reste  indépendant  de  â?,  ce  qui  est  possible,  puisque 
chaque  reste  est  au  moins  d'un  degré  inférieur  d'une  unité  au 
précédent.  En  le  représentant  par  R,  et  en  désignant  par  Q  le 
quotient  auquel  on  sera  parvenu ,  on  aura  nécessairement 

Aaa?"+Aia:-^«  +  A,«"-*+.,.  +  A«  =  (a:— a)Q+R. 

Cette  égalité  est  vraie ,  quelque  valeur  que  l'on  donne  à  x^  puis- 
que son  premier  membre  n'est  que  le  résultat  des  opérations 
indiquées  dans  le  second  ;  donc ,  on  peut  y  remplacer  x  par  a, 
ce  qui  réduira  le  premier  membre  à 

AoO-  4-  Aïo"^»  +  A,a"^»+ ...-}-  A«; 

mais  le  terme  (x — a}Q  s'anéantit,  à  cause  du  facteur  {x — a) 
qui  devient  zéro ,  tandis  que  Q  acquiert  alors  une  valeur  finie , 
car  ses  termes  sont  en  nombre  fini ,  et  chacun  d'eux ,  ne  ren- 
fermant pas  X  en  dénominateur ,  prend  une  valeur  finie  pour 
x=sa*  ;  donc  le  second  membre  de  notre  égalité  se  réduit  à  B , 
et  cela  indépendamment  de  la  substitution  de  a  au  lieu  de  x^ 
puisque  ce  reste  R  ne  contenant  pas  x ,  «ette  substitution  ne 
peut  pas  s'y  efiectuer ,  et  il  conserve  après  la  valeur  qu'il  avait 
auparavant.  Donc , 

R= A^a- +  Aia— *  +  Ata-^^- . . .  +  A« , 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 
67.  Si  Ton  veut  connaître  le  quotient  de  la  division  du  poly- 


*  On  conçoit  qu'en  donnant  au  diviseur  d'une  division  dont  le  dividende 
est  constant  une  valeur  sufSsaninient  peUte,  on  peut  faire  acquérir  au 
quotient  une  valeur  plus  grande  que  toute  quanUté  assignable ,  de  sorte 
que,  ce  diviseur  tendant  vers  séro^  le  quotient  tend  vers  TinfinL  Noos 
reviendrons  plus  loin  sur  ces  considéralions  (I37}« 
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nome  proposé  par  {x  —  a),  on  calculera  les  premiers  termes 
du  quotient  de  cette  division,  et  on  trouvera 

+A^|      +Aia 
+A.0' 


+Aï(i 


X — a 


«"-* 


A,aj-*-f  A,  |«-»H-A, 
+A,a»  +A«al      +A,a 

+K^<A  +A,aV 

En  comparant  entre  eux  et  avec  le  dividende  les  termes 
trouvés  au  quotient,  on  reconnaît  d'abord  que  le  premier  terme 
$' obtient  en  divisant  le  premier  terme  du  dividende  par  x,  et  que 
l'exposant  de  cette  lettre  diminua  d'une  unités  en  allant  d'an 
terme  au  suivant;  en  second  lieu,  que  le  coefficient  d'u7i  terme 
quelconque  se  forme  en  ajoutant  au  coefficient  du  terme  qui  oc- 
cupe  le  même  rang  dans  le  dividende  le  produit  du  coefficient  du 
terme  précédent  du  quotient  par  a.  Quant  aux  restes,  on  trouve 
chacun  d'eux  en  ajoutant  à  la  somme  des  termes  du  dividende 
sur  lesquels  on  n'a  point  encore  opéré ,  le  produit  du  dernier 
terme  obtenu  au  quotient  par  a.  On  est  conduit,  par  induction , 
à  regarder  comme  s'étendant  à  tous  les  termes  du  quotient  et  à 
tous  les  restes  cette  loi,  que  nous  a  manifestée  la  considération 
attentive  des  trois  premiers  termes  du  quotient  et  des  restes 
correspondants  "*. 

*Pour  le  démontrer,  supposons  celle  loi  vraie  pour  iesn  premiers 
termes  da  quoUent  et  pour  les  restes  correspondanls  :  ce  n**  lerme  du 
quoUenl  sera  donc  (A»-t+A».iO+AiMitt»-|-...  -|-Ata"-')«— " ,  et  le  n-*  resle 
sera  en  conséquence  (  A»  -h  A.-ia  +  k^-^  +  • ..  H-  Ago"  )  «— •  +  A.f ,a*^^ 
-h A»i4X*>-*^  + ....  Or  en  divisant  le  premier  terme  de  ce  resle  par  le  pre- 
mier terme  %  du  diviseur,  on  trouve  que  le  (n  +  l)"*  terme  du  quotient 
est  (A»+ A»-ia  + Aa-^a'-f ... + Aitt")»»-*^'.  En  retranchant  du  n-*  resle,  le 
produit  du  diviseur  ((t— a)  par  ce  lerme,  on  obUendra  le  (n+j)"^  reste, 
lequel  sera  (A,«+A«a+A»-itf  + ...  +Ata"+')«-»-^'H-A»rtap^»-»+  ...,  ce  qui 
s'accorde  avec  notre  loi.  On  voit  donc  que  si  elle  est  vraie  pour  les  n  pre- 
miers termes  du  quoUent  et  pour  les  n  premiers  restes ,  elle  le  sera  pareil- 
lement pour  le  terme  suivant  du  quotient  et  pour  le  resle  correspondant. 
Mab  elle  a  été  vérifiée  pour  les  trois  premiers  termes  du  quotient  et  pour 
les  trois  premiers  restes  ;  donc  elle  l'est  aussi  pour  le  quatrième  terme  du 
quotient  et  pour  le  quatrième  reste  ;  par  conséquent ,  elle  sera  encore 
vraie  pour  le  cinquième  terme  du  quotient  et  pour  le  resle  correspondant, 
et  ainsi  de  suite  :  donc  elle  est  générale. 
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68.  Il  est  bon  toutefois  d'observer  qu'elle  sui^poie  que^  le 
dividende  renferme  toutes  les  puissances  de  »  é/bçnk  l^ml^ 
jusqu'à  la  puissance  zéro,  de  sorte  que,  s'il  n'en  était  pas  ainsi, 
il  faudrait  avoir  bien  soin  de  rétablir  ees  puisBOnees  de  âf  dans 
ce  dividende,  en  leur  donnant  zéro  pour  coefficient. 

69.  Si  Ton  remarque  qu'en  vertu  de  la  loi  que  nous  venons  de 
trouver,  le  dernier  terme  du  quotient  sera(ÂM^i-|-A«H^4~A«»-^ 
-{-••'•+  Aoa**~^),  on  conclura  la  règle  pratique  suivante,  qui  est 
trèS'Commodepcmr  trouver  le  quotient  et  le  reste  de  la  division 

du  polynôme  AoX""+AiX"»"*+AfX"-^ -+-••••  4--^  P<^r  (x — a)  •' 
Multipliez  le  coefficient  du  premier  terme  par  ^^  et  ajoutez  le 
produit  au  coefficient  du  second  terme;  multipliez  la  somme 
ainsi  obtetmepar  a  et  ajoutes  le  produit  au  coefficient  du  troi- 
sième terme;  multipliez  cette  nouvelle  sot^me  par  sLj,  et  ajoutez 
le  produit  au  coefjp4nent  du  quatrième  terme;  et  continuez  ainsi 
jusqu'à  ce  que  vous  ayez  employé  tous  les  termes  du  dividende, 
La  dernière  somme  sera  le  reste  cherché^  et  par  conséquent  la 
valeur  que  prend  le  polynôme  proposé  pour  xr=a  (66);  et  les 
sommes  précédentes^  prises  dans  Vordre  même  oit  on  les  a 
trouvées^  seront  les  coefficients  respectifs  du  deuxième ,  du 
troisième  y  du  quatrième  ....  term^es  du  quotient;  ces  sommes 
en  effet  ont  pour  expression 

Ai+A<,a,  At+Aïa+A^S  Ai+A^-f  Aia*4-Ay,.... 

A«-.i + A«-ia+ A.,-80* +....  + A^a*-» 

et  A«-f-A4i>-i«+Aiii-iû^4*"*«"HA(^. 

Il  ne  fisut  pas  oubliet  de  rétablûr ,  dans  le  pol3Fnooie  proposé, 
les  puissances  de  x  qui  pourraient  ne  pas  s'y^  trouver,  en  leur 
donnant  le  coefficient  zéro,  comme  nous  l'avons  prescrit  an 
n»68. 

70.  EïKimB.  Quels  sont  le  quotient  et  lereête  de  la  dMsim 
rf<î2x»— 6x*+105x"+20p(irx+3? 

Je  rétablis  dans  le  dividende  la  troisième  et  la  première 
puissance  de  x  qui  y  manquent,  et  j'ai  ainsi  pour  dividende 
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isf^e^^O.a^+KAs^+O.x^SÙ,    et,    |nw  diseur, 
X'\'3=zx^^{ — 3).  AÎDsitfiravIiei—a.ODdÂrftdoBC  : 

2X  — 3—     6=— 12; 

—  12X  — 3+     0=+36; 
+  36  X— 3+106=—  a; 

—  3X  — 3^4-    •=+  9; 
+  9X— 3-f  2a=—  7. 

GoAifM  d^iBiifeoTs  te  pfemier  temne  du  quotient  est  —  =  2x^^ 
on  voit  que  ce  quotient  a  pour  eipressfon 

fts^  — 1^21*4- 3&c*—3:r  +  9,  el  que  I»  reste  eBl-*- 7. 

71.  On  déduit  du  théorème  démontré  au  n""  66  plusieurs 
conséquences  importantes,  savoir  : 

1*  Si  a  est  une  quantité  dont  la  snbstitution  à  la  place  de  x 
ainéantit  le  polynôme  AoX"+AiX"-*+AfX"-'+...,-|-A,  ,  or- 
donné suivant  les  puissances  décroissantes  den^  ce  polynôme 
sera  divisible  par  (x  —  a). 

En  effet,  le  reste  Aoa*-fAi^*"*+Ai'^*"*+—-+J'« de  cette 
division  est  nul,  par  hypothfiie. 

2*  Réciproquement  si  un  potgnome  AoX"  + AiX"-*+  AtX"-* 
+ ....  +  An  ordotmê  miffomt  les  puissances  âéeroismntes  de  x 
est  divisible  jMif  x— a,  la  sifbeiitnthn  de  n  à  h  place  de  x 
anéantira  ce  polynôme; 

Car  le  reste  Aoa*'4"Ai<*"*^  +  Ai^*^+ ••••  +  *•  <te  cette 
division  doit  être  nul,  puisqu'elle  réussit. 

9"  La  différence  des  puissances  semblables  et  positives  de  deux 
quantités  est  divisible  par  la  différence  de  ces  quantités;  c'est- 
à-dire  que,  m  étant  un  nombre  entier  et  positif,  (x* — a")  est 
divisible  par  (x  —  n). 

En  efltet  a^—ûT  peut  être  regardé  comme  un  polynôme 
(tfdomié  suivant  las  puissances  décroissantes  daâ;^  de  sorte 
qu'on  peut  ainsi  lui  appliquer  le  théorème  du  nf  66;  donc  le 
reste  de  la  division  de  «•— a*parx— a  cstrf* — a*=sO; 
donc  sbT  — a*  est  divisible  par  «—  a* 
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78.  Si  l'on  forme  le  quotient  de  la  division  de  â?** — a^  par 
x^a^  d*apràs  la  loi  énoncée  au  n""  67,  on  trouvera  : 

sf*  -^  n* 
X  — a 


=x**'*  4"^'^"*~*+^'^*"'+^'^*~*"i~"""l"*' 


On  déduit  de  là  que  le  premier  terme  du  quotient  de  la  division 
de  X"» — a"  par  x — ^  est  le  premier  terme  du  dividende  dont 
on  a  diminué  F  exposant  d*une  unité;  que  l'exposant  de  x  dé^ 
croit  d'une  unité  d'un  terme  au  suivant^  jusqu'au  dernier^  où  il 
est  zéro  y  tandis  que  F  exposant  de  a  augmente  au  contraire 
d^une  unitéj  à  partir  du  premier  terme,  oii  il  est  zéro,  jusqu^au 
dernier,  où  il  est  égal  à  celui  de  x  dans  le  premier  terme  du 
quotient.  Tous  les  termes  sont  d'ailleurs  positifs  et  ont  Vunité 
pour  coefficient. 

Il  est  important  de  bien  retenir  cette  loi  dont  les  applications 
sont  très-fréquentes. 

7S«  Exemples.  I. 


x''  —  d^ 
X  — a 


=a5* -f- oar* -f- a*a7* -)- û'ic'-f- a*a?*  +  a'a:  +  û^» 


X"—  a« 


II.  Quel  est  le  quotient  de  -5 j  ?  Je  remarque  que  le  divi- 

X  — "  a 

dende  est  la  différence  des  quatrièmes  puissances  de  a^  et  de 

a'  :  donc  la  loi  précédente  s'applique  ici,  et  on  a 

^!lZ^  =(a:«)»+a»(a:>)«4^a»)V)+W=ar*+ 
X   ""—  a 

74,  Si  l'on  veut  vérifier  que  a7*-**-f"^*^"*~*  +  ^*^"'+«-- 
+  a*^*i  est  effectivement  le  quotient  de  la  division  de  a?* — a* 
par  X  —  a,  on  le  multipliera  par  â? — a,  ce  qui  donnera 

a?*-|-a«*^*  +  rfâ::*^+ -f-o"^*iC 

—  flj7«-i  —  cfx^'*  — —  cT^^x  —  a*. 

Gomme  les  termes  qui  se  correspondent  s'entre* détruisent,  ce 
produit  se  réduit  au  dividende  x^ — a^. 

7».  X"  —  a"  est'il  divisible  par  x  +  a? 

Pour  répondre  à  cette  question,  il  n'y  a  qu'à  chercher  le  reste 
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de  la  âimoD  deaf*— a*para?4"^-  0**»  comme  iP+a=a? — (— «), 
on  voit  (66)  que  ce  reste  est  ( — àf-^oT.  Si  m  est  on  nombre 
impair,  (— a)*=:— a*  (58),  et  ainsi  ce  reste  se  réduit  à  —  2a*; 
donc  alors  se^ — oT  n'est  pas  divisible  par  â?  -)-  a.  Si  m  est  un 
nombre  pair,  ( — a)**  =  +  û*  (M),  et  ainsi  ( —  o)* — ûT  =  0 ; 
donc  la  différence  des  mêmes  puissances  impaires  de  deux  quan^ 
tités  n'est  pas  divisible  par  la  somme  de  ces  quantités^  mais  la 
différence  des  mêmes  puissances  paires  de  deux  quantités  est 
divisible  par  la  somme  de  ces  quantités. 

On  verra  de  la  même  manière  que  la  somme  des  mêmes  puis- 
sances  impaires  de  deux  quantités  est  divisible  par  la  somme  de 
ces  quantités^  mais  que  la  somme  des  mêmes  puissances  paires 
de  deux  qtiantités  n* est  pas  divisible  par  la  somme  de  ces  quan- 
tités. 

Dans  les  deux  cas,  les  termes  du  quotient  sont  alternative^ 
ment  positifs  et  négatifs ,  et  ont  l'unité  pour  coefficient. 

S  V.  DES  FRACTIONS  ALGÉBRIQUES. 

76.  On  appelle  fraction  ALGteHiQUB  ^indication  d'une  divi- 
sion ^  soit  qu'on  puisse  ou  qu'on  ne  puisse  pas  l'effectuer.  Ainsi 
la  quantité  complémentaire  que  nous  avons  prescrit  d'ajouter  au 
polynôme  trouvé,  en  divisant  deux  polynômes  Tun  par  l'autre, 
pour  obtenir  le  quotient  de  leur  division,  est  une  fraction  algé- 
brique. Telles  sont  les  quantités      ^Z.%    ®^     \—     ^^^^' 

Telle  est  encore  l'expression  ^-^j  • 

77.  Les  deux  termes  d'une  fraction  algébrique  portent, 
comme  dans  l'arithmétique,  les  noms  de  numérateur  et  de  dé- 
nominateur,  mais  il  faut  bien  se  garder  d'attacher  ici  à  ce  mot 
de  fraction  la  môme  signification  qu'en  arithmétique,  c'est-à- 
dire  de  regarder  une  fraction  algébrique  comme  représentant 
une  partie  ou  la  collection  de  plusieurs  parties  égales  de  l'unité, 
attendu  que  les  lettres  qui  entrent  dans  ses  deux  termes  de- 
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vnt  reeefoîr  (ks  vaieun  qisMlcoftqocSy  stt&  auniéninr  et 
dénominalior  peuvent  devenir  des  qiuMkéa  fractioMMiies  oa 
îffOommensimbleSf  pt^sMîTes  e«L  néKathei. 

7S.  Il  suit  de  celte  remafpqae  que  les  raisonnemeftts  par  k»^ 
qaês  on  s  étaMr,  dans  Faritlunéticpie,  les  règles  du  edeal' Ase 
fraetioDs,  étant  fitmdés  sur  hi  déSnition  qn'on  j a  danoée  de» 
fmclionB)  ïaqnelleisiippose  que*  le  nomérafenr  et  le  déneninak 
tenr  senC  des  nombres  entiers  abstraîts-absohn ,  cea  raiaomte* 
ments,  dis-je,  ne  peuvent  pas  s^appliqner  aux  fractksia  algé- 
briqœs ,  et  qu'il  faut  en  eanséqmnee  avorr  refxmrs  k  de 
nouvelles  explications,  pour  savoir  comment  le  eateuf  de  eea 
fractions  devra  s'effectuer. 

Or,  une  fraction  algébrique  exprime  Ta  division  de  son  numé- 
rateur par  son  dénominateur,  et  comme  en  multipliant  ou  en 
divisant  un  dividende  par  une  certaine  quantité,  on  muMpHe  ou 
on  divise  le  quotient  par  cette  quantité,  et  qu'au  contraire  en 
multipliant  ou  en  divisant  un  diviseur  par  une  certaine  quan- 
tité, on  divise  on  Ctt  nmitipUe  le  cpiotient  par  cette  quantité,  on 
reconnaît  immédiatement  que  les  règles  du  n*"  97,  et  par  suite 
ceXhs  des  n**  99  et  107  de  VArUhméHqmf^  s^pfdiquent  aux 
fractions  litténdes. 

Ainsi  !•  powr  nmltiplier  ou  diviser  tme  fineftm  àlgédriqne 
pcar  une  quantité  entière^  opérez  comme  s'il  s'agissait  ^wne 
fraction  arithmétique  et  fun  nombre  entier; 

^  Onne  change  pas  la  valetm  d'une  fructiom  idgéàriçfUùem 
multipliant  ou  en  divisant  ses  deux  termes  par  une  même  quanr 
tité; 

30  Pour  réduire  plusieurs  fractions  algébriques  au  métne  dé" 
nominateur^  multipliez  les  deux  termes  de  chacune  par  le  pro- 
duit des  dénominateurs  de  toutes  les  autres. 

79.  On  dit  qu'uA^  fraction  algébrique  est  irréductible^  lors^ 
que  ses  deux  termes  sont  premiers  entre  eux. 

90.  lï  suit  de  là  que,  pour  réduire  um  frnetiom  ^tgéèrlque  è 
sa  plus  simple  expression  ^  ii  finit  supprimer  tous  k^^fixtems 
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emÊmwu^  à  t»^  deux  termes;  car  son  BaméoiUur  et  aoa  déoo- 
mîMftevr  seront  «lors  ks  plus  simples  *  possibles.. 

Cette  règle ,  qui  peut  entiatnet  dans  des  cikals  très-eoav- 
jMqfÊky  eoosme  oa  le  vetraphis  tard,  quand  le  niKnéfalear 
etledrt— waiilawr  sont  des  polynômes,  est  d'une  applicatioa 
tfèe4«le,kM«|iieIesdeax  tewnes  sont  dea  monômes.  Jtwj^K^ 
en  aftl,  ila  dwiser  lesesefidenU  du  imsmérateur  et  du  déumd^ 
mtkMTfet  lemrplm  grand  emnmun  dwiseusj  de  supprimer  les 
lettres  gui  ont  le  même  eaposanlt  irnss  le  numérateur  et  dans  le 
démmîmateur^  et  décrire  chacune  des  autres  lettres  dans  celui 
âesdeu»  termes  où  elle  a  l&pktsgrmêd  eaipoÊont^  enlui  denmaut 
pmtrexpoemU  la  différence  deceu^çfu'elle  a  dans  le  mmérateur 
et  dans  le  dénomàmteur*  On  verra  amsi  400 

car  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  est  6 ,  et 
a*,  fr,  eFj  sont  les  facteurs  littéraux  communs  aux  deux  termes. 

81.  Veut-on  maintenant  trouver  une  fraction  équivalente  à 

— I ?  on  observera  que  si  l'on  multiplie  ce  polvnome 

m     m     m  »  »    - 

par  m,  on  aura  pour  résultat  a-^b—e  (41);  done^  es  âM^ 
sant  ce  produit  par  le  fiicteur  m ,  on  retrouvent  Tantre  facteur 

-  H :  donc 

m  *  m     m' 

m  'm     m  m      * 


*  On  ne  peut  pas  dire  qu'une  quantité  algébrique  est  plus  petite  qu'une 
aotitr,  parce  que,  si  pour  un  certain  système  de  vateun  données «ox 
letlKS  qireffes  renferment  ^  la  ptmftre  praed  une  ^levr  mehidre  qve  II 
seconde  ;  le  contraire  pourra  arriver,  qa«iM>  on  aMigaen  à  ces  lelliea  un 
antre  système  de  valeurs.  Aiasi«  5a+&<a^— è,  si  l'on  suppose  0=4  et  èse^ 
mais5a+^>a>--6poura=3et5=i. 

QmuUL  mm  dirons  qu'nm$  quamUU  sigibeique  eU  phn  âimpUpk'u$ie 
oulre,  nous  entendrom  qu'eUe  renferme  moins  de  faetewrt  que  cette  autre. 
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Ainsi  l'addition  et  la  soustraction  des  fractions  algébriques,  qui 
ont  le  même  dénominateur,  s'effectuent  d'après  les  règles  dcnr^ 
nées  pour  les  fractions  arithmétiques. 

Si  les  fractions  à  additionner  ou  à  soustraire  n'ont  pas  le 
même  dénominateur,  on  commencera  par  les  y  réduire  (78,  3*). 

82.  Observons  toutefois  que  quand  les  dénominateurs  des 
fractions  que  Ton  veut  réduire  au  même  dénominateur  ne  sont 
pas  tous  premiers  entre  eux,  on  doit,  comme  dans  l'arithmé- 
tique ,  chercher  leur  plus  simple  multiple. 

Si  ces  dénominateurs  sont  des  monômes ,  il  suffira ,  pour  for^ 
mer  leur  plus  simple  multiple  ^  d'écrire  à  la  droite  du  plus  petit 
multiple  de  leurs  coefficients  numériques ,  les  lettres  différentes 
gui  entrent  dans  ces  dénominateurs ,  en  donnant  à  chacune  le 
plus  grand  exposant  dont  elle  est  affectée  (&7).  On  multiplie 
ensuite  les  deux  termes  de  chaque  fraction  par  le  quotient 
trouvé ,  en  divisant  ce  plus  simple  multiple  par  le  dénominateur 
de  cette  fraction. 

Exemple.  Soient  les  trois  fractions 

7a  bb  lie 

406V  '     36c*rf  '     AbV'dy 

Le  plus  simple  multiple  des  trois  dénominateurs  est  2'.  3'.56 VeP  : 
en  le  divisant  successivement  par  chacun  d'eux ,  on  trouvera 

9i*(P,  \Wcd,  8c», 

de  sorte  que  nos  fractions  reviennent  aux  suivantes  : 

63flyd*         50ycrf  88c* 

360èVi/«  '     3606  Vd*  '     3606*c»d'' 

85.  Si  les  dénominateurs  des  fractions  proposées  sont  des 
polynômes,  il  faudra,  pour  obtenir  leur  plus  simple  multiple, 
avoir  recours  au  plus  grand  commun  diviseur  algébrique, 
comme  on  le  verra  plus  loin. 

84.  Soit  maintenant  proposé  de  multiplier  entre  elles  deux 
fractions  algébrique^ ,  par  exemple ,  r  par  -^.  On  observera  que 
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si  Ton  avait  à  multiplier  r  par  c,  le  produit  serait  ^  (78,  V); 
mais  en  supprimant  le  dénominateur  d,  on  a  multiplié  le  mul- 

tiplicateur  ^  par  d;  donc  le  produit  que  Ton  a  trouvé  est  égal 

à  celui  qu'on  cherche,  multiplié  par  d;  donc  on  obtiendra 

celui-ci,  en  divisant  -?  par  d,  ce  qui  donnera  th.;  donc 

On  démontrerait  de  la  même  manière  que 

.  ^e     ac 

Donc  jMmr  multiplier  une  fraction  algébrique  ou  une  quantité 
entière  par  une  fraction  algébrique^  il  faut  opérer  comme  si  les 

facteurs  étaient  numériques. 

a        c 
8tt.  Soit  enfin  proposé  de  diviser  ^  par  ^.  Nous  dirons  :  si 

on  divise  ?  par  c,  on  trouvera  ?-;  mais,  en  supprimant  le  dé- 
nominateur d ,  on  a  multiplié  le  diviseur  par  d  ;  donc  le  quo- 

a        c 
tient  de  la  division  de  t  par  ^  a  été  ainsi  divisé  par  d  ;  donc  on 

obtiendra  ce  quotient  en  multipliant  ^  par  d ,  ce  qui  donnera 

ni    , 

bc  '  ^^"^ 

a    c      ad     a     d  ^ . 

On  verrait  de  même  que 

êt'qu'en  conséquence  pour  diviser  par  une  fraction  algébrique^ 
il  faut  multiplier  le  dividende  par  la  fraction  diviseur  ren- 
versée. 
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8tL  Pmr  réduire  un  entier  et  fine  fractim  m  une  seule 
fraction  9  t>n  ajoute  au  numérateur  le  produit  de  l'entier  par  le 
dénominateur^  et  on  conserve  le  dénominateur.  11  «st  éndent 

Exnmx.  E/fecêmer  letcfUeul  tÊsmant: 

fa b\  /a  +  b  ,  a  —  b\ 

\b     a)\  ^    "•■    26  / 


On  trouvera 
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87.  L'addition  et  la  soustraction  des  quantités  affectées  d'ex- 
posants négatifs  s*-effecttteront  d'après  les  règles  données  au 

««ai. 

88.  Quant  à  leur  multiplication ,  supposons  que  Von  veuille 
multiplier  ar^  par  er^.  Cette  opération  revient  à  multiplier  -- 

1  1 

par  —  (»e,  2«^),  ce  qui  donne  pour  produit  ^,  ou,  en  re- 
venant à  la  notation  des  exposants  négatifs ,  ar^^^  ;  donc 

a'^X(r^  =  (r*-^. 
On  verra  de  même  que  ût*  x«^  =s  û"^'^  ; 

«-*  :  a«  zszor^"^; 
a'  :  a'^  =  a  *+«; 

U  suit  de  ces  résultats  <iœia  multiplication  et  la  division  des 
quantités  affectées  d'exposants  négatifs  s'effectueront  d'après 
les  règles  données  pour  faire  les  mé$msifpéreÊlioins  9ur  êes  'fumh 
Htés  dont  les  exposants  sont  positifs. 

89.  La  notation  des  exposants  négatifs  permet  de  dennerta 
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tonêe  «Dlièie  à  une  expression  fimctiofiimre  ;  carei  l'on  a ,  par 

exemple ,  la  fraction  irréductible  ^-^  (80) ,  elle  revient  à 

00.  Cette  notation  fournit  ainsi  le  moyen  d'ordonner  un  poly- 
nôme qui  renferme  des  termes  où  la  lettre,  qu'on  veut  prendre 
pour  lettre  principale ,  entre  endénominateur.  Soit,  par  exemple, 

le  polynôme ôcf — -j+^û*^  •  on  observera  d'abord  que 

9tP  AcC 

— ^=iicfar^  et  que-^=  ia^ar^;^  puis,  en  se  rappelant  que  de 

Abvk  qonrcilés  négtffives fa  plus  gFaide«st  erfle'quiaUfilhis 
pefiteTaienr  aiwoliie  (M),  on  éernra  ce  polynôme  dek  ma- 
mère  siHVfliue^ 

S  donc  on  vent  mvtttplier  ce  polynôme  par  Ms^ ^*, 

on  ordonnera  pareillement  ce  polynôme  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  â;,  et,  en  ap^tliquant  la  règle  du  n**  45^  on 
exéoul«ra  le  calcul  qui  suit  : 

^x  — 5rf+Sûi»ar*--4a^ar^ 
6aV— Oo*— 2a«ar* 


12a*a;*— 30aV+l  Srfjf-^  W 

.  —  ■ 

Oi.  U  résulte  de  la  règte  du  n''  88  que  la  démonstraftîoii  A\x 
principe  étaUi  au  n""  iS8  convient  à  deux  polynômes  qui  ren- 
fermeraient des  lettres  affectées  d'exposants  négatifs,  et  que, 
par  conséquent,  la  règle  que  nous  avons  donnée  pour  la  divi- 
sion de  deux  polynômes  entiers  s'applique  aussi  au  cas  où  ils 
contiendraient  des  lettres  dont  les  exposants  seraient  négatiCs. 
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Pour  en  donner  un  exemple,  effectuons  la  division  de  sc^ — a^ 
par  a^-^ax.  On  trouvera 


j;*+aa:* 


X — a-|-û*ar* — «"ar* 


— <i?x 

Ainsi  on  voit  que  si  l'on  s'était  arrêté  à  un  reste  dans  le  pre- 
mier terme  duquel  la  lettre  ordonnatrice  aurait  un  exposant 
plus  petit  que  celui  qu'elle  a  dans  le  premier  terme  du  diviseur, 
on  ne  se  serait  pas  aperçu  que  la  division  précédente  pouvait  se 
terminer.  Il  ne  faut  s'arrêter  à  un  pareil  reste  que  si  on  veut  se 
borner  k  calculer  la  partie  entière  du  quotient.  Mais  si  Von  dé- 
sire savoir  si  la  division  se  terminera,  il  faut  contitmer  le  calcul 
jusqu'à  un  reste  tel^  qu'en  divisant  son  premier  terme  par  le 
premier  terme  du  diviseur,  on  serait  conduit  à  écrire  au  quotient 
un  terme  dans  lequel  la  lettre  principale  aurait  un  "exposant 
plus  petit  ou  plus  grand  algébriquement  (26)  que  la  différence 
de  ceux  dont  elle  est  affectée  dans  le  dernier  terme  du  dividende 
et  dans  le  dernier  terme  du  diviseur^  selon  qu'on  aura  ordonné 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes  ou  aux  puissances 
croissantes  de  cette  lettre.  Si  ce  reste  est  nul^  l'opération  est 
terminée,  sinon  elle  ri  aura  point  de  fin. 

L'exemple  précédent  répond  au  cas  d'une  division  numé- 
rique, dans  laquelle  le  dividende  renferme  tous  les  facteurs  pre- 
miers du  diviseur  autres  que  2  et  5  ;  car  un  nombre  décimal 
peut  être  regardé  comme  un  polynôme  ordonné  suivant  les 
puissances  décroissantes  de  10.  Ainsi 

M4.57  =  2.10»+3. 10  +  4  +  5, 10-«  + 7. 10-*. 


CHAPITRE  III. 

DU  PLUS  GRAIVn  COHMUHT  DIVISEUR  ALGËBDIQUE. 


g  I.  DES  QUANTITÉS  PREMIÈRES. 

98.  Théorème  I.  Toute  quantité  première  P  qui  divise  le 
produit  ÀB  de  deux  facteurs  entiers  A  et  B,  divise  Vnn  d'eux  \ 

Cette  proposition  ayant  été  démontrée ,  dans  le  cas  où  les 
trois  quantités  P,  A  et  B  ne  contiennent  aucune  lettre,  c*ost-à- 
dire  dans  le  cas  où  elles  sont  numériques  {Arilh.,  (il),  nous 
allons  prouver  que  si  notre  théorème  est  vrai  lorsque  les  quan^ 
tités  V^ket^ne  renferment  que  n  lettres  au  plus^  il  le  scia  en- 
core quand  elles  en  contiendront  ixï-\-l) y  et  on  devra  pnr  consé- 
quent en  conclure  que  puisqu'il  est  vrai,  lorsque  ces  quantités 
renferment  zéro  lettres ,  il  le  sera  encore  dans  le  cas  où  elles 
en  contiendront  0  4- 1  »  c'est-à-dire  une;  partant  qu'il  le  sera 
encore  si  P,  A  et  B  se  composent  de  1  + 1  =  2  lettres  au  plus, 
et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  sa  généralité  sera  prouvée. 

Nous  distinguerons  quatre  cas,  savoir  : 

P  contient    n    lettres,  B  eu  renferme    n    et  A  en  a  n+1^ 

P  n  B  n+letA  n  +  l, 

P  n-f-1  B  n    etA  w+l. 

P  n+1  B  n+letA  n+U 

!•'  Cas.  V  etB  contiennent  n  lettres  et  A  en  renferme  n  +  1. 
Soit  X  une  lettre  de  A  q^î  ^^  ^  trouve  ni  dans  P  ni  dans  B;  ce 
polynôme  sera  de  la  forme 

A=(M;*-f-6a:*4"^^^  +  *--» 

a  y  byC...  étant  des  quantités  entières  composées  des  mêmes  n 

lettres  qui  entrent  dans  P  et  dans  B.  £n  multipliant  A  par  P,  on 

trouvera 

AB = Bar*+B  ôxt* + BcxT -f . . . 

*  La  démoastralion  de  ce  théorème  esl  due  à  H.  Lefebure  de  Fourey. 

c.  A 
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Puisque  P  divise  AB  «t  qu'il  est  indépendant  de  x^  il  devra 
diviser  tous  les  coefficients  de  cette  lettre  dans  ce  produit,  c'est- 
à-dire  Ba,  Bfr,  Bc;,.-  (M).  Or,  P  et  cbaciA  des  &cleurs  du 
produit  Ba  ne  sont  composés  que  de  n  lettres  :  donc ,  d'après 
notre  hypothèse,  P  doit  diviser  Tun  de  ces  facteurs  ;  s'il  divise  B, 
le  théorème  est  démontré  ;  s'il  ne  le  divise  pas,  il  divisera  a.  Par 
la  même  raison,  il  divisera  6,  ^,...;  donc  il  divisera  À. 

2*  Cas.  A  «^  B  renferment  (n-f-l)  lettres  et  P  n'en  contient 
qîien. 

J'ordonne  A  et  B  par  rapport  aux  puissances  de  la  lettre  x 
qui  n'entre  pas  dans  P,  et  je  désigne  par  A'  la  somme  des  termes 
de  A  qui  sont  divisibles  par  P,  et  par  A'^  la  somme  de  tous  les 
autres  :  on  aura 

A  =  A'  +  A". 

Je  décompose  B  de  la  même  manière,  ce  qui  donnera 

B  =  B+F; 

et  par  suite 

AB  =  A'B'  +  A"B'  +  A'B"  +  k'ïï. 

Les  trois  premières  parties  de  ce  produit  sont  divisibles  par  P  ; 
donc  la  quatrième  A''B"  Test  aussi,  puisque,  par  hypothèse,  P 
divise  AB.  Or,  soient  aaf  et  bx^  les  termes  de  A^  et  de  B^  où  ^ 
a  le  plus  fort  exposant  :  le  terme  abaf^  fera  partie  du  pro<- 
duit  A^'B'^,  et  ne  pourra  se  réduire  avec  aucun  autre  terme  de 
ce  produit  ;  donc  P  divisera  le  coefficient  ab  de  ce  terme  (64), 
et  par  conséquent  il  devra  diviser  ou  a  ou  6,  puisque  a,  6,  P  ne 
sont  composés  que  de  n  lettres  au  plus  ;  mais  P  ne  peut  diviser 
a  9  car  alors  il  diviserait  un  des  termes  asf  de  A'',  ce  qui  est 
contraire  à  ce  que  nous  avons  supposé;  par  une  raison  sem- 
blable, il  ne  saurait  diviser  b  ;  donc  il  ne  peut  diviser  A!'W\  Donc 
il  est  impossible  qu'il  y  ait  à  la  fois  dans  A  et  dans  B  des  termes 
qui  ne  soient  pas  divisibles  par  P;  donc  ce  polynôme  divise 
tous  les  termes  de  A,  ou  tous  les  termes  de  B. 
.  3*  Cas.  fetk  contiennent  (n-(-l)  lettres,  maislil  n'y  en  a  que  n 
dans  B. 
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Bqpiésentopg  par  Q  le  quotient  entier  que  donne  la  diviaion 
de  AB  par  P,  4a  wrt^  que 

AB=:PQ. 

Soient  Ty  F,  F",...  les  facteurs  premiers  de  B  ;  Végalité  précé- 
dente deviendra 

AFFF^.  =  PQ. 

Le  premier  membre  étant  divisible  par  F,  le  second  doit  l'être 

sotti  ;  mais  le  fadeiir  P  coirtient  tn4^  )  lettres,  l'autre  fwtev  Q  ] 

en  renferme  n  ou  (a  + 1),  et  il  y  en  a  n  dans  le  diviaevr  pre- 

mierV  -.noussorame&donc  dans  le  premier  ou  dans  le  deuxiène 

«ae  ;  dtmc  P  ou  <Q  sera  divisible  par  F  ;  mais  P  est  une  quantité 

piemière,  doneQ  est  divisible  par  F;  donc  en  représentaut 

par  Q'  le^quotient  de  la  division  de^  par  F,  «et  eu  divisant  les 

deuz  membres  de  l'égalité  précédente  par  F,  «n  auim 

AFF"...=:PQ'. 

On  prouvera  de  la  même  manière  que  F'  doit  diviser  Q',  et 
en  nommant  Q^'  le  quotient,  et  divisant  les  deux  membres  de 
la  dernière  égalité  par  F',  il  iriendra 

9û  continuant  ainsi  jusqu'à  ee  que  fe  premier  membrene  ren- 
%nne'pln^  que  A,  on  arrivera  à  une  égalité  telle  que 

A  =  PQi, 

eioMuneOtseï»  encore  une  quantité  entière,  il  en  jE:ésidte<queA 
estdiiDsible  par  P. 

4*  CàB.  P,  A«6^  B  renfsrmmt  (n  + 13  'Mires. 

Supposons  que  P  ne  divise  pas  A,  et  ne  soit  pas  d'un  d^gré 
plus  élevé  que  A ,  par  rapport  h  une  certaine  lettre  x  :  ordon- 
nons-les suivant  les  puissances  décroissantes  dexj  divisons  A 
(par  fP*^  et  poussons  4a  Aivision  jusqu'à  ee  qu'on  Irauve  un  veste 


*  81  <^  était  d^m  Uagrémpérieur  à  A,  onde  tfivkeraltiiar  A«;^»(à  tAki 
près,  il  n'y  aurait  rien  de  changé  à  la  démonstration. 
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de  degré  moindre  que  P.  Le  quotient  pourra  contenir  des  coef- 
ficients fractionnaires,  mais  il  sera  entier  par  rapport  à  x.  Soit  M 
le  plus  simple  multiple  des  dénominateurs  de  ces  coefficients, 
multiplions  A  par  M  et  divisons  le  produit  par  P  :  tous  les  termes 
du  nouveau  quotient  seront  entiers,  et  en  l'appelant  Q  et  dé- 
signant par  Ri  le  reste  correspondant,  on  aura 

MA=PQ-fR,. 

Ri  ne  peut  pas  être  nul,  sans  quoi  le  produit  MA.  serait  divi- 
sible par  la  quantité  première  P,  et  comme  M  est  indépendant 
de  X  et  ne  renferme  ainsi  que  n  lettres  au  plus,  on  serait  dans 
le  troisième  cas  de  notre  démonstration,  et  on  conclurait  par 
conséquent  que  P  divise  A  ou  M,  ce  qui  n'est  pas.  Rt,  d'ailleurs, 
est  entier,  puisqu'il  est  la  différence  des  deux  quantités  en* 
tières  MA  et  PQ. 

Cela  posé ,  multiplions  les  deux  membres  de  l'égalité  ci- 

dessus  par  le  rapport  5  ,il  viendra 

Donc ,  puisque  P  divise  AB ,  il  divise  aussi  BRi  ;  de  sorte  que 
si  Ri  est  indépendant  de  x^  P  doit  diviser  B,  car  nous  sommes 
alors  dans  le  troisième  cas,  et  Ri  qui  est  indépendant  de  x  n'est 
pas  divisible  par  P. 

Si  Ri  est  une  fonction  de  or,  nous  diviserons  P  par  Ri. 
Soit  Ml  le  facteur  par  lequel  il  faut  multiplier  P  pour  arriver  à 
un  quotient  dont  tous  les  termes  soient  entiers  et  à  un  reste  de 
degré  moindre  que  Ri  ;  en  nommant  Qi  et  Ri  ce  quotient  et 
ce  reste,  nous  aurons 

MiP  =  RiQi4-Rt. 

Rt  n'est  pas  nul,  car  si  cela  était,  tout  facteur  premier  de  Ri 
qui  serait  dépendant  de  x  devrait  diviser  MiP,  puisqu'il  divise- 
rait RiQi,  et  par  conséquent  diviserait  Mi  ou  P  (3*  Cas),  ce  qui 
est  impossible. 
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Je  multiplie  les  deux  membres  de  la  dernière  égalité  par  le 
rapport  p;  ce  qui  donnera 

Mp     BRi  ^    ,  BRt 

ce  qui  montre  que  P  doit  diviser  BRt,  puisque  nous  avons  re- 
connu plus  haut  qu'il  divise  BRt.  Si  donc  Rt  est  indépendant 
de  x^  P  divisera  B  (3*  Cas)  et  le  théorème  sera  démontré. 

Si  Ri  est  encore  une  fonction  de  x^  on  divisera  P  par  R|,  et  en 
appelant  Mt  le  facteur  par  lequel  il  faut  multiplier  P,  pour  ob- 
tenir un  quotient  entier  Qi  et  un  reste  Ri  de  degré  moindre  que 
Rf,  on  aura 

M.P=R,Q,+R.;  d'où  M3=^Q.+^. 

Cette  dernière  égalité  montre  que  P  divise  BRt  et  par  consé- 
quent divise  B,  si  Rs  est  indépendant  de  or. 

En  continuant  ainsi,  on  parviendra  à  un  reste  R»  indépen- 
dant de  x^  puisqu'à  un  diviseur  qui  est  une  fonction  de  x  ne 
peut  correspondre  un  reste  nul,  ainsi  que  nous  Tavons  prouvé, 
et  que  chaque  reste  est  nécessairement  d'un  degré  moindre 
que  le  précédent.  P  devra  diviser  le  produit  de  ce  reste  par  B, 
et  par  conséquent  divisera  B  (3*  Cas). 

Notre  théorème  se  trouve  ainsi  démontré. 

93.  Théorèmb  il  Toute  quantité  première  P  gui  divise  le 
produit  de  plusieurs  facteurs  entiers  A,  B,  G,  D,  divise  Fun 
d'eux. 

On  peut  regarder  le  produit  ABCD  comme  résultant  de  la 
multiplication  du  produit  effectué  ABC  par  D  ;  de  sorte  que  P 
qui  divise  ce  produit  doit  diviser  ABC  ou  D.  S'il  divise  D,  le 
théorème  est  démontré,  s'il  ne  le  divise  pas,  il  divisera  ABC. 
Mais  ABC  est  le  produit  des  deux  facteurs  AB  et  C  ;  donc  P  qui 
le  divise  doit  diviser  l'un  d'eux.  S'il  divise  C,  le  théorème  est 
démontré  ;  s'il  ne  le  divise  pas,  il  faudra  qu'il  divise  AB,  et  par 
conséquent  qu'il  divise  ou  A  ou  B.  Donc  P  divise  nécessaire- 
ment l'un  des  facteurs  du  produit  ABCD. 
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94.  CcntotLAïKt  I.  î/ynqvtwne  quantité  première  P*  divise 
une  puissance  d'une  quantité  entière  Ly  ells  divise  cette  quan^ 
tité  {Afith. ,  8S). 

98.  Corollaire  II.  Larsqtêa  d&ux  quanéifés  entières  sont  pre-: 
mières  entre  elles ^  leurs  puissances  sont  aussi  premières  entre 
eOêS  (Arith. ,  8S). 

Sd.  TMbRÈMS  Hf .  Chif  quantifié  entière' nepmt' être  dès^M- 
posée  qu'en  «n  sml  système  dé'  facteur»  preatiers  (AritK.y  8S). 

9f.  TtftoRÉHE  IV.  Toute  quantité  entière  P  qui  âiviise  lepro- 
duit  19  ék  deux  quantités  entières  k  etB  et  qui  est  première 
a^m  twne  d'elles  A  diûiëe  Vautre  B. 

Soient  F,  FF"...  les  facteurs  premiers  de  A,  et  Q  te^quOtSeiiC 
de  la  division  de  AB  par  F^  lequel  est  entier;  |^  h]^thèse  ; 
on  aura 

BFFT'...=îtfQ>. 

Le  premier  membre  étant  divisible  par  t,  le  deuxième  doit 
rétre  aussi,  et  par  conséquent  ce  facteur  qui'  ne  peut  diviser  P, 
puisque  P  est  supposé  premier  avec  A ,  devra  diviser  Q  (92)  ; 
donc  en  représentant  par  Q^  le  quotient  de  la  division  de  Q 
par  V,  et'  en  divisant  par  F  les  deux  membres  de  Tégalité  pré- 
cédente, on  aura 

BF'r...=PQ'. 

On  prouvera  da  la  même  manière  que  F'  doit  diviser  Q',  %V  en 
nonmumt  Q'^  le.  quotient,  et  divisant,  les  deux  mambnes  da  la. 
dernière  égalité  par  F\  il  viendra 

En  contfnuant  ainsi  jusqu'S  ce  que  le  premier  membre  ne 
renferme  plus  que  B,  on  arrivera  à  une  égalité  telle  que 

eflf  comme  Qi  sera  une  qfiantité  entière,  il  en  résoUe que  Best 
dMttikI&iMrP; 

Ml  TatORÈHt  V.  Jjmqtfun»  quantité  rnittère  N  est  cM^Miife 
par  plusieurs  quantités  dnttètetf  A,  B,  G,  D,  qui  mmt  premières 
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enêre  êtks  Ususp  à  deux ,  ette  est  divisible  par  leur  produU 
(Arith.,34). 

8  ff.  DU  PLtJS  GRAND  CœiMUN  DIVISEUR. 

W«  On  ofpelle  pi.u&  6&and  commun  biviskua  de  plusieurs 
quantités  atgébtnques^  k  produit  de  tous  leurs  facteurs  première 
CÊmamm  ^  afeetés^  ehacun  du  plus  petit  exposant  qu'il  a  dans 
ee»  çumMés» 

iftO.  Ncmft  difltîBgMfons  deux  cas ,  dans  la  Aéorie  du  plus 
grand  commun  diviseur  algébrique,  selon  queJes  quantités  entre 
Itfquelkw  on  le  efeercharaïaôronl  monomefi  ou  polynômes. 

Si  les  guaniités  proposées  sont  monômes ,  on  cherchera  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  leurs  coefficients  y  et  on  le  fera  suivre 
de  toutes  les  lettres  communes  à  ces  monômes  ^  en  donnant  à 
ehaemie  ételles  le  plus  petit  exposant  dont  elle  s*y  trouve 
affectée.  Ce  produit  sera  le  pfas  grand  commun  diviseur  de^ 

f  M.  Exanmons  actuellement  le  cas  oà  les  quantités  propo- 
sées sont  polynômes ,  et  d'abord  nous  observerons  qu'il  suit 
immédiatement  de  la  définition  (99)  que  la  recherche  du  plus 
granictmmun  êMseur  de  plusieurs  polynômes  ne  dépend  que 
detaététerminationdleeehri  de  deux  polynômes. 

Soient  ea  effet  les  quatre  polynômes  Â ,  B,  C ,  D.  Opérons 
commeil  ewt premrH  an  nrW  de  nos  Lbçons  d'Abithmétiocb , 
et  désignons  en  ooméquence  par  E  le  plus  grand  commun  divi* 
senr  estie  k  etS,  pet  I  eel»  de  E  et  de  C,  et  enfin  par  6 
oAh  de  fl  tide^I^;  6  sera  le  pins  grand  commun  diviseur  de& 
quatre  polynômes  k^  B,  C,  I>,  ear  il  est  évidenmient  le  pro- 
duit de  tous  leurs  facteiurs  premiers  communs ,  tant  égaux 
qu'inégaux. 

MMI.  SœuB^  Dans^  la  praliqme y  oft  devra,  après  avoir  or^ 
draoié  ks  polynomea  proposés  parrapporliinxpcinsaneesd'one 
TaÊtm  lettra,  cberdier  d'abord  le  ploa  grand  eommun  divisenr 
emre ie»è0«x  potynoraes  dix  pim  Mbk  degré,-^  puis  celui  de 
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ce  plus  gcand  commun  diviseur  et  du  plus  simple  des  poly- 
nômes restants,  et  ainsi  de  suite. 

105.  Lemme.  On  n'altère  peu  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  deux  quantités  k  et  B  en  multipliant  ou  en  divisant  l'une 
d'elles  par  un  facteur  premier  avec  f  autre. 

En  effet,  si  M  est  une  quantité  première  avec  B,  le  produit  MA 
n'ayant  pas  d'autres  facteurs  premiers  que  ceux  de  M  et  de  A 
(96),  les  facteurs  premiers  qui  sont  communs  à  MA  et  à  B  sont 
ceux  môme  qui  Tétaient  à  A  et  à  B  ;  donc  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  HA  et  de  B  est  le  môme  que  celui  de  A  et 
de  B  (09). 

On  verrait  de  môme  qu'en  supposant  A  divisible  par  M ,  le 

plus  grand  commun  diviseur  de  n  et  de  B  est  identique  avec 

celui  de  A  et  de  B. 

104.  Ce  lemme  étant  ainsi  établi ,  occupons-nous  de  la  re- 
cherche du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes, 
et ,  pour  considérer  d'abord  le  cas  le  plus  simple ,  supposons  que 
les  deux  polynômes  ne  renferment  qu'une  seule  lettre  ^  et  que  de 
plus  tous  les  termes  de  chacun  soient  premiers  entre  eux. 

Désignons-les  par  A  et  par  B ,  et  admettons  que  B  soit  au  plus 
du  môme  degré  que  A.  D'après  la  définition,  le  plus  grand 
commun  diviseur  demandé  est  le  produit  de  tous  les  focteurs 
premiers  communs  à  A  et  à  B  ;  donc  si  B  divise  exactement  A , 
ce  polynôme  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et  de  B, 
puisqu'un  polynôme  ne  peut  être  décomposé  qu'en  un  seul 
système  de  facteurs  premiers.  Effectuons  donc  la  division  de  A 
par  B ,  et  continuons-la  jusqu'à  un  reste  de  degré  inférieur  à  B; 
soient  Q  le  quotient  et  Ri  le  reste;  nous  aurons 

A  =  BQ  +  Ri: 

or,  je  dis  que,  si  le  quotient  Q  ne  renferme  que  des  termes 
entiers,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et  de  B  est  le 
même  que  celui  de  B  et  de  Ri.  En  effet ,  tout  facteur  commun 
à  A  et  à  B  divise  A  et  BQ ,  et  par  conséquent  leur  différence  Ri  ; 
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de  même  tout  facteur  commun  à  B  et  à  Ri  divise  k  ;  donc  les 
facteurs  premiers  communs  à  A  et  à  B  sont  les  mêmes  que  ceux 
qui  sont  communs  à  B  et  à  Bi ,  et  par  conséquent  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  B  et  de  Ri  est  le  même  que  celui  de  A 
et  de  B. 
Donc  lorsque  la  division  de  deux  polynômes  s'effectue  saks 

ADMXTTRS  DE  TERMES  FRACTIONNAIRES  AU  QUOTIENT  y  le  plUS  ffTOnd 

commun  diviseur  de  ces  deux  polynomss  est  le  même  que  celui 
qui  existe  entre  le  reste  de  leur  division  et  le  polynôme  qui  a 
servi  de  diviseur. 

La  question  est  ainsi  ramenée  à  chercher  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  entre  les  polynômes  B  et  Ri.  On  divisera  donc  B 
par  Ri;  si  la  division  réussit,  Ri  sera  le  plus  grand  commun 
diviseur  demandé  ;  sinon ,  ce  plus  grand  commun  diviseur  sera 
le  même  que  celui  de  Ri  et  du  reste  Rt  de  cette  deuxième  divi- 
sion (on  suppose  toujours  que  Ton  n'ait  écrit  que  des  termes 
entiers  au  quotient).  On  divisera  donc  Ri  par  Rs,  puis  le  reste  Rt 
par  celui  Ra  de  la  troisième  division ,  puis  R«  par  le  reste  R4  de 
la  quatrième,  et  on  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  que  l'on  soit 
arrivé  à  un  reste  indépendant  de  la  lettre  ordonnatrice.  Si  ce 
reste  est  nul,  le  dernier  diviseur  est  le  plus  grand  commun  di- 
viseur demandé;  sinon,  les  polynômes  proposés  sont  premiers 
entre  eux,  sans  quoi  le  plus  grand  commun  diviseur  qui,  s'il 
existe,  est  dépendant  de  cette  lettre  (64),  puisque  tous  les 
termes  de  chacun  sont  premiers  entre  eux ,  par  hypothèse ,  de- 
vrait diviser  ce  dernier  reste,  qui  est  indépendant  de  cette 
même  lettre. 

lOtf .  La  démonstration  du  principe ,  sur  lequel  est  fondée  la 
méthode  que  nous  venons  de  développer,  suppose  essentielle* 
ment  que  les  quotients  successifs  aient  tous  leurs  termes  entiers, 
car,  si  le  quotient  Q  de  la  division  de  A  par  B  était  fraction- 
naire ,  on  n'aurait  pas  le  droit  de  dire  que  tout  facteur  qui 
divise  B  divise  BQ.  Or,  on  sent  qu'il  arrivera  très-souvent  que 
la  division  du  coefficient  du  premier  terme  d'un  dividende  par- 
tiel par  celui  du  premier  terme  du  diviseur  ne  s'effectuera  pas 
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eiactanent  Dws^  ce  cas ,  on  in«i)tipffera  le  dividende  par  un 
faeten  tel  que  le  terme  coprespondant  do  qnotioit  soit  entier 
(MM  iodifiiereM  tDoi  à  l'heure  (106)  oomment  on-  peut  dé^ 
tirai&er  œ  ftMMaf)^  et  eeMe  opératibii  n^altérera  pas  le  plus 
grand  commun  diviseur  que  Ton  cherche,  si  ce  facteur  est  pre- 
mier atee  te.  dÎTÎsenr  (iOB).  Or,  pour  que  le  fhcteur  que  Ton 
îiilKHioîf  ainsi  soit  eertaiMOient  premier  avec  le  divtiseur,  9 
sofllt  qm  lescœflScients  de  tous  les  termes  de  ce  diviseur  soient 
pvenîers  entre*  eux ,  puisque  notre  flicteur  est  indépendant  ite 
la  lettre  ordonnatrice.  En  conséquence,  avant  deprendreunreste 
ptmr  dwfyêur,  on  aura  soin  de  chercher  le  plus  grand  comnmn 
âhnsettr  des  coefficients  de  tous  ses  termes^  et  dé  le  diviser  par 
cepkês  grand  commun  diviseur ^  ce  qt^il  est  permis  de  faire  (tOSjf,^ 
puisque  te  dividende  correspondant ,  dans  la  division  suivante^ 
a  dlffà  t&us  ses  termes  premiers  entre  eux. 

f  99.  Si  h  coefficient  du  premier  terme  d^un  dividende  partiel 
est  premier  avec  lé  coefficient  du  premier  terme  du  diviseur  j  on 
n*aura  qu'à  multiplier  ce  dividende  par  ce  coefficient  ^  et  eUors 
le  coefficient  du  term»  correspondant  du  quotient  sera  évidem'^ 
ment  entier.  Mais  si  les  deux  coefficients  dont  il  s^agit  ne  sont 
pas  premiers  entre  eux  y  il  vaudra  mieux  chercher  leur  plus 
grand  commun  diviseur ^  et  multiplier  le  dividende  partiel  par 
le  quotient  obtenu ,  en  divisant  le  coefficient  du  premier  terme 
du  diviseur  par  ce  plus  grand  commun  diviseur.  On  conçoit  en 
effet  qu'en  opérant  ainsi,  on  aura  rendu  le  coefficient  du  pre- 
mier terme  du  dividende  divisible  par  celui  du  premier  terme 
du  diviseur,  et  que  le  facteur  introduit  de  cette  manière  dians 
ce  dividende  sera  le  pTus  simple  possible  {Arithm.y  93). 

197.  Ou  voit  donc  que  pour  trouver  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  deux  polynômes ,  il  faut  leur  appliquer  la  m&hode 
des  divisions  successives^  comme  on  le  fait  dans  Tarithmé- 
tique ,  avec  les  modifkations  nécessaires  pour  que  les  termes  des 
quotients  successifs  que  Von  obtiendra  soient  tous  entiers  (196), 
et  avoir  bien  soin  de  diviser  chaque  reste  par  le  plus  grand  comi- 
mun  diviseur  des  coefficients  de  tous  ses  termes ,  avant  de  fe 
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prendre  pour  dmseur.  On  arrêtera  eetfe  série  d'opéroHons 
quand  en  sera  parvenu  à  tin  reat&indépendmt  dé  lé  kttte  or*- 
êmmiMee  :  si  ee  reetef  e$$  iimi  y  le  ékm&Êr  éMsenr  est  ieplmi 
grand  commun  diviseur  demandé;  sinon  les  polynômes  prêpaeéÊ 
sont  premiers  entre  eux. 

108.  L'application  de  cette  règle  ne  saurait  présenter  de  dif- 
ficultés ,  dans  le  caa  particulier  où  Boua  noua  fommes  placés  ; 
car  les  coefficients  du  polynôme  Bv  étani  supposés  être  to\is 
premiers  entre  eux,  le  facteur  pas  leqwl  on  devra  miUtiplier 
Â  pour  rendre  la  division  par  B  possible  en  termes  entiers,  sera 
nécessairement  premier  avec  B,  de  sorte  que  Tintroduction  de 
ce  focteur  n'altéceca  pas  le  plus  grand  commun  diviseur  cher- 
ché. D'un  autre  côté ,  les  coefficients  des  différents  termes  de 
chaque  reste  sont  numériques ,  et  là  recherche  de  leur  plus 
grand  commun  diviseur  se  réduit  par  conséquent  à  une  simple 
opération  d'iarithmétique. 

109.  ExbmpleI.  Chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
po/ywo»i^s20x*+8x«-23x*+13x-3  et  12x*-8x»-21x*-f  23x-6. 

1"  Division. 

5  . 

6(te*+24a:*—  69a?'+  39a;— 9   l2aî*— 8ar»— 21a;*+23j:— ff 
•fJQg'+lOSj;»— 1 15a?+30 
64«»-j-  36a;*—  76a?+21 
On  a  multiplié  le  dividende  20a:*+S^— >  ®t<^-  P^**  ^  '  V^^^ 
que  le  quotient  et  le  reste  soient  entiers.  6e  facteur  3  est  lé 
quotient  que  Ton  trouve,  en  divisant  12  par  le  pHis  grand  com- 
mun diviseur  de  20  et  de  17. 

2*  Division. 

3a?— 59 

12.16a:*— 128te*-  93ftr»+  38^^-9»     64^^+860*— 76a?+21 
— 108a:*+  228a;*—    63a: 
—236a;*—  108a:*+  305ar 
—236.16a;»— I726a;*-f4880ûf— 1536 
+2124a:'— 4484a?+1239 
386a;*+  396a^-  297 
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On  a  multiplié  le  premier  dividende  et  le  second  chacun  par 
16.  Avant  de  prendre  le  reste  pour  diviseur,  on  divisera  tous 
ses  termes  par  le  plus  grand  commun  diviseur  9. 1 1  de  tous  ses 
termes. 

3*  Divisùm. 

16a?— 7 
64a:*-f3&r^— 76a?+21   4a^+4x^-^ 
— 64a:*4-48a? 
— 28a:*— 28a?+2l 

+28a?— 21 
0 

Le  plus  grand  commun  diviseur  est  ainsi  43^'\-Ax — ^3. 

liO.  Passons  actuellement  au  cas  général,  et  considérons 
ainsi  deux  polynômes  entiers  quelconques  À  et  B.  Représentons 
par  Ai  le  plus  grand  commun  diviseur  monôme  des  différents 
termes  de  A ,  et  par  A'  le  quotient  de  la  division  de  A  par  Ai  ; 
nous  aurons 

A  =  AiA'.  I 

Désignons  de  même  par  Bi  le  plus  grand  commun  diviseur  mo- 
nôme de  tous  les  termes  de  B ,  et  par  B'  le  quotient  de  la  divi- 
sion de  B  par  Bi ,  de  sorte  que 

B  =  BiB'. 

Cela  posé,  supposons  que  Ton  ait  ordonné  les  polynômes  A'  et 
B^  par  rapport  aux  puissances  d'une  même  lettre ,  et  appe- 
lons At  le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous  les  coefficients 
de  cette  lettre  dans  A' ,  et  As  le  quotient  de  la  division  de  A'  par 
At,  nous  aurons 

A'  =  AiAs ,  et  par  conséquent  A  =  AiA|Aa. 

Supposons  que  l'on  ait  agi  sur  B'  comme  on  a  fait  sur  A',  et  soit 

B'  =  BiBs,    et  partant    B  =  BiBiB,  : 

je  dis  alors  que  si  l'on  cherche  le  plus  grand  commun  divi  - 
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seur  di  de  Ai  et  de  Bi;  celui  ck  de  Ai  et  de  Bs,  et  celui  dt  de  At 
et  de  B|,  le  produit  ' 

dtdiiit 

sera  le  plus  grand  commun  diviseur  des  quantités  A  et  B.  En 
effet ,  tout  facteur  polynôme  premier,  dépendant  de  la  lettre 
ordonnatrice,  qui  divise  A—AïAïAs  et  B=BiB|B| ,  ne  pouvant  di- 
viser aucune  des  quantités  Ai ,  As ,  Bi ,  B|,  divise  nécessairement 
At  et  Bs  (93) ,  et  est  par  conséquent  un  facteur  de  leur  plus 
grand  commun  diviseur  dz  (99)  ;  donc  d^  est  le  produit  de  tous 
les  &cteurs  polynômes  premiers,  fonctions  de  la  lettre  ordon- 
natrice ,  qui  sont  communs  à  A  et  à  B.  On  démontrerait  de 
même  que  di  et  d%  sont ,  l'un  le  produit  de  tous  les  facteurs 
monômes  premiers  communs  à  A  et  à  B ,  et  l'autre  celui  de  tous 
les  facteurs  polynômes  premiers,  communs  à  A  et  à  B,  qui  sont 
indépendants  de  la  lettre  ordonnatrice.  Donc  did^  est  bien  le 
produit  de  t(ms  les  facteurs  premiers  communs  à  A  et  à  B  ;  donc 
il  est  leur  plus  grand  commun  diviseur. 

Occupons-nous  de  la  recherche  de  ces  différents  plus  grands 
communs  diviseurs.  La  détermination  de  Ai,  de  Bi.et  de  di  ne 
présente  aucune  difficulté  (100)  :  quant  aux  autres,  je  dis  que 
si  l'on  savait  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  des  poly- 
nômes A'  et  B',  qui  ne  renferment  plus,  chacun,  de  facteurs  mo- 
nômes communs  à  tous  leurs  termes ,  dans  le  cas  où  ils  sont 
composés  de  n  lettres  au  plus,  il  serait  possible  de  le  déterminer 
aussi ,  dans  le  cas  où  ils  en  contiendraient  n-fl  •  En  effet ,  les 
coefficients  de  la  lettre  ordonnatrice  dans  A'  et  dans  B'  ne  ren- 
fermant alors  que  n  lettres,  on  pourrait,  d'après  notre  hypothèse 
et  en  vertu  du  principe  du  n*"  iOi ,  calculer  At  et  B| ,  et  par  suite 
leur  plus  grand  commun  diviseur  o^,  ainsi  que  les  quotients  A, 
et  B3.  Cela  posé,  j'observe  que  les  différents  termes  de  chacun  de 
ces  quotients  étant  premiers  entre  eux ,  on  pourra  appliquer  à 
A,  et  à  Bs  la  méthode  du  n""  107  ;  car,  dans  les  raisonnements  sur 
lesquels  nous  l'avons  fondée,  nous  ne  nous  sommes  nullement 
occupés  du  nombre  des  lettres  qui  pourraient  entrer  dans  les 
polynômes  proposés  (103,  104,  lOS  et  106).  Ainsi»  pour 


jreadrB  poesible  la  première  dwiâîon  pariidle,  oa  muKiiflien  1« 
par  une  certaine  quantité  M ,  qui  sera  un  firoduit  de  faoteoffs 
premiers  du  coefficient  du  promier  terme  de  B»  (106),  et  cette 
opénation  ne  saurait  altérer  leplusgrand commun  diviseur  4es 
jpûlynûmas  Â«  et  B|^  puisque  tous  les  .eoefficients  de  la  lettee 
ordonnatrice  dans  U$  étant  premiers  entre  »eux,  le  DACIeur  pair 
lequel  on  multiplie  As  est  néceasairement  premier  avec  Jk  (M)  • 
Ayant  ainsi  effectué  entièrement  la  division  de  kt  par  Qi«  on 
pourra  supprimer,  dans  le  reste  de  cette  division,  tous  les  fac- 
teurs monômes  qu'il  renfermera  (i 00),. amsi  fue  les  {adeuvs 
j)olynomes  indépendants  de  la  lettre  ordonnatrice  ^ui  leur.so- 
raient  communs,  car  il  suffira,  pour  cela,  de  chercher  le  |tos 
grand  commun  diviseur  de  plusieurs  polynômes  de  n  lettres  au 
plus  (101).  On  procédera  ensuite  à  la  seconde  division,  en  pre- 
nant pour  diviseur  ce  reste  ainsi  modifié^  et  on  cûolinuera  de 
la  môme  manière.  Donc,  on  arrivera  à  la  valeur  de  ^. 

La  détermination  du  plus  grand.commun  diviseur  ile  deux  j)o- 
lynomes  A'  et  B',  qui  contiennent  un  certain  nombre  de  lettres, 
et  qui  sont  tels  que  Jes  .termes  dei^cunfli'ont  d'aiUeucs  aucun 
facteur  monôme  commun.,  dépend  donc  seulement.de  celle  du 
j>lus.grand  commun  diviseur  depareilspolynomes  qui  renferme- 
raient une  lettre  de  moins*  Or,  jaous^vons  donné  «lae  méthode 
complète  pour  calculer  le  plus  grand  <^mmun  diviseur  de  deux 
polynômes  d'une  seule  lettre,  tels  que  tous  les  termes  de  cha- 
cun seraient  premiers  enire  eux  (1 07)  ;  donc,  on  pourra  trouver 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes  qui  renfer- 
meraient deux  lettres ,  puis  trois^  puis  quatre ,  et  en  général 
un  nombre  quelconque  de  lettres. 

11 1.  Règle  général^.  Pour  trouver  le  plus  gnand  irmneMfi 
diviseur  de  deux  polynômes  A  et  B,  cherchez  le  plus  grand  a^wh- 
mun  diviseur  monôme k^de  tous  les  termesde  A  (100);  ûshtiB^de 
tous  les  termes  de  B  ;  puis  ieplus  grund  commun  diffiseurd^  ieJki 
et  de  Bi.  Mettes  di  de  cùté^  et  divisez  XetH  raspectivemenipar  A^ 
et  par  Bi  :  vous  obtiendrez  des  quotients  A!  et  F,  guevom^mkmr- 
nierez  par  rapport  aux  puissances  d'une  même  lettre.  Calculez  le 
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plus  grand  eawmun  divismr  At  dm  coe^kimts  imfohgÊ»mmJL\ 
cehd  Bft  des  coefficients  du  polynôme  W^etie  plus  grumdjoonmun 
diviseur  d^dek^etde^.  Mêliez  d« de  côté,  ei  dhâses  à!  et W 
re^peetwemeuÈ  par  k%  et  par  Bt,  ce  qui  vem  dmmera  des  fsi^ 
iiétUs  As  et  Bs  dont  tous  lês  termes  seront  premiers  entre  >euaL 
Cherchez  enfin  le  plus  grand  commun  diviseur  ds  de  ces  deux 
fuatients^  d'après  in  règle  dun"*  107,  etit  ne  e'oginn  ptusteÊ^ 
suite  que  de  multiplier  centre  elles  ies  trois  fuentUés  dt ,  it  «^  ^ 
££ur  produit  résoudra  la  question» 

112.  fians  le  cas  où  les  deux  polynômes  A'  el  B' tse  xesin^ 
SMKoat  xfuedeax  lettres  x  et  y,  et^'estce  cas  quiise  pTésentera 
la  flus  SQBvent,  en  pourra  simplifia  les  ealcals  da  la  mantère 
suvante.  On  ordonnera  A'-et  V  par  rapport  à  jr,  par  exemple,  et 
on  obercheca  le  plus^raad  coimamn  dtofiaaex  X  iescoefficienletle 
cette  lettre  dans  A';  pois  on  dirâera  A'  par  X.<hi  ordonBeraie 
quotient  A'^  par  rapport  à  â;,  et  on  chercbera  le  ph»  grasd 
common  difiseur  T  des  coefiKcieDts  des  diiKrents  teraaes  de  A''; 
4m  divisera  A''  par  T,  et  an  aiq>elant  A'  le  cpiotîeot  de  calte  d»- 

nsioD,  onaur^ 

A'  =  XYA". 

On  mettra  de  même  le  polynôme  B'  isous  la  forme 

et,  en  fbrmant  ensuite  le  produit  des  plus  grands  communs  di- 
viseurs des  quantités  X  et  X\  T  et  T',  A'*  et  B',  on  obtiendra  le 
yloB  grand  oommnn  diviseur  de  A'  et  de  B',  comme  9  est  facile 
da  le  démontrer^  à  l'aide  de  raisonnements  andognes  à  ceux 
qn'oa  n  employés  au  n""  t  iO. 

L'anrantage  de  cette  niéthode  conaste  à  firire  appliqaer  la 
aèg^e  du  n*  107  à  des  polynômes  de  degré  plus  fiûMe  que  ceux 
aHr  lesquels  on  devrait  opérer  d'après  celle  du  n"  441. 

lis.  fl  y  a  enowre  un  cas  particulier  ^ne  Ton  peut  traiter 
fiu8  simplement  cpie  par  la  règle  générale;  c'est  celui  où  Tun 
ées  deux  polynômes  ^  A',  par  exemple,  renfermera  une  lettre  x 
qui  ne  se  trouvera  pas  dans  l'autre  V.  On  ordonnera  alors  h! 
par  rapport  à  x,  et  le  plus  grand  commun  diviseur  demandé 
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sera  celui  même  qui  existera  entre  V  et  les  coefficients  de  cette 
lettre  x.  Il  est  évident,  en  effet,  que  B'  étant  indépendant  de  x^ 
le  plus  grand  commun  diviseur  demandé  ne  peut  contenir  cette 
lettre,  et  divise  en  conséquence  tous  les  coefficients  de  x  dans 
le  polynôme  A'  (64),  qui  est  de  la  forme 

aa;«^teP-[-ca:T-|-etc.  : 
donc  en  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  quantités 
B',  a,  6,  c,...  on  aura  celui  de  S!  et  de  B'. 

114.  ExEMPLB.  Chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
deux  polynômes  AssîOyht' — lOyV  —  A'fx!  —  2y'x* — 4y*x' 
— 32yV— 28y*x»+2y«x*+5yhL«+32y»x»+8y«x'+24yV+4y»x^ 
+6y«x*— 16y»x»+12y^»— 2y^*— 8yV— 12y«x»— 4yV— 2y*x« 
+2y«x*+4y»x*  et  B=12y*x«— 64yV-f-6y^»— I32y»x*+144y»x» 
— 30y«x*— t2yV— Boybi»— 12yV— 48y»x*+ 108yV— 12y«x* 
— 78y«x* + 48y^'— 6y^» + 222yV + 24y»x»— 1 80y^*— 6y  V 
+  12yHL«+24yV. 

On  verra  d'abord  que  Ai  =  %^a? ,  Bi  =i  %t^a?  ;  par- 
tant di  =  2y*x'.  En  divisant  A  et  B  respectivement  par  Ai  et 
parBi,  et  ordonnant  les  quotients  par  rapport  à  a?,  on  trouvera 
A'={2y»— 2y)a:*+(— y*4-5y«— 4)a:»4-(— 22^— 2y*— 8y»— 14^ 
+10y— I6)x«+(y«— y»4-3y*— y»-.16y»-f2y+12)a:4-y«+4y* 

+6y»'-6y«-6y,  et  B'=(2y«+2y)a;*+(— y»— 5y»+4)^4-(— V 
— 2y»— 8y*— 30y  —  22)j:^ +(y»-h4y*+ 8y»-f  24y*+ 37y +18)a? 
— y»_2y*— Sy*— 13y»— 9y. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  de  x  dans 
A'  est  T = y*  —  1 .  On  le  trouve  plus  siiAplement  que  par  la  règle 
du  n""  toi,  en  observant  que  le  plus  simple  de  ces  coefficients 
est2y'— 2y=2y(y — l)(y4-l).  Or,  en  faisant  soit  y=l,  soit 
y  =7 — 1,  dans  tous  les  autres,  ils  deviennent  nuls;  d*où  l'on 
conclut  qu'ils  sont  divisibles  par  y — 1  et  par  y-j-l  (71, 1"*),  et 
partant  par  leur  produit  y*  —  1  (98).  Quant  au  facteur  mo- 
nôme y,  il  ne  peut  pas  diviser  tous  les  autres  coefficients.  Si 
on  remarque  de  môme  que  le  coefficient  de  a^  dans  B'  revient 
à  2y(y+l),  on  verra  que  pour  y^= — 1  tous  les  autres  coeffi- 
cients de  X  dans  B'  s'évanouissent ,  et  qu'ainsi  le  plus  grand 
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eommun  diviseur  des  coefficients  de  B'  est  Y'=  y-f"^  •  Donc,  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  Y  et  de  T'  est  d| = ^ + 1  •  ^^ 
divisant  À'  et  B'  respectivement  par  T  et  par  T',  on  aura  pour 
quotients  A"= 2ya?*+ (— y« + 4>i:»+ (—2y»— 2y*—10y— 16)aî* 
+  (y*— y'  +  V  — 2y  — 12)a?  +  y*  +  5î^  +  6y,  et  F  =  2ya:* 
+(-y*-4y+4)iB*+(-2y»-8y-  22)a;«+(y*+3y»+5y«+19y 
+  18)a:— y*— y»— V— 9y. 

J'ordonne  actuellement  ces  polynômes  par  rapport  à  y,  ce 
qui  donne 

A"=(a:+l)y*+(— 2i?*— a?)y*+(— a?»— 2a;*+4x  +  6)y* 
+  (2a:  *— lOic* — 2a;  +  6)y  +  4a;» — l&c* — 12a? , 

et  B"  =  (a:— l)y*+(— 2x»  +  3a?— l)y»  +  (— a:»  +  6a?— 4)y» 
+  (2a:* — 4a:' —  8x*  +  19a? — 9)y  +  4a;»  —  22a:*  + 1 8a?. 

On  voit  immédiatement  que  l'hypothèse  de  a:= — 1  n'anéantit 
pas  le  coefficient  de  y»  dans  A",  et  que  par  conséquent  ce  poly- 
nôme n'est  pas  divisible  par  le  coefficient  a:  -|- 1  de  son  premier 
terme.  Au  contraire,  en  faisant  a:  =  1  dans  B^,  tous  ses  termes 
s'évanouissent,  de  sorte  que  ce  polynôme  est  divisible  par 
X — 1.  Ainsi  ,X  =  1,  'X!  =  x — 1,  et  leur  plus  grand  com- 
mun diviseur  ds=  1.  J'efiTectue  la  division  de  B'^  par  X',  et  je 
trouve  pour  quotient  B^'zzsy^+f — 2^+l)y*+( — ^ — ^+%* 
+(2a*— 2a:*— 10a:+ 9)y + 4a;«— 18a:. 

Il  s'agit  actuellement  d'appliquer  la  méthode  des  divisions 
successives  (107)  aux  deux  polynômes  A"  et  B^. 


l'*  Division, 


+  l|   —«I   -2«» 
+Ax 

4-5 

+  X 
—1 


—  2x 
+  6 


!/+  ^x' 
—12a; 


a? -fi 

quotient. 

y*— 2jr  y^— x* 

»/+  2a;» 

y+  4a? 

4-1      —X 

—  2ff» 

-J8ff 

+4 

— lOa; 

+  •-' 

1^4-  3^\if*—  2a;* 
4-2a;»l  4-»  2a;» 
—3a;  1  4-  X 
—4—9 


y— 4flf* 

4- 14a;» 
4-18a; 


— y»4-  X  ly»4-  2a;» 

4-1    I  -« 
—3 


y—  2«» 

4-  Gx 


C. 
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a^  DMnon: 


+2 


^1  I    —  flc     4-6» 


tf+  4'a;*y—  aplv*— 2*2 


— 1«« 


y 


+  3 


y+2«=' 


—  a;ly»+  «'|y'+2a3|y 
+2  I   —2*     — 4a?| 

+9 


+2 


y»-2«» 
—6 


y+  20^' 

+12» 


—  flpi|^+  ajnv-h2«^ 


+3   1   —3a; 
+3 


—  6« 
3*  IH'vùton. 


y—  « 
+«' 


quoltent. 


«ly**-  «* 


y— 2«? 

+60^ 

+6âB 


yS—  jB  ly^—  2fl?|îl4-  2*J» 

_t   j,  4-  »      —  6»    — 3|    +3ar 

+  3   I  -8       .  ^ 

»    »ll^  a^|y»—  2a»|y4-  2»*  *t)tt  a multlpliéle  dividende  parr— 3. 

— 3|    +2«      +  lA  —12x4 
+3,  I    —  9   1  +t8x|. 


+3 


2«^î 

(1x4 

6x1 


—  X  ly'+    a^iy 
+6    1  —  6x 
—  9  I 
^  «l—  X  ly'H-    x3  y  +  2«<   *  Où  a  multiplié  le  reste  par  x— S. 

—31+6  I  —  9x"j  —tBx» 
+  9x1  +&4a? 
+27   I  — &4x 


—  X» 
+  9x» 
— 21x 
+18 


y— 2x* 
+18x3 
— 30x" 
— 36x 


+45  1  —90»  i        ^  ^ 
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Ce  dernier  reste  revient  à  —  3(4a? — 16)  (y — 2x).  On  supprime 
donc  le  facteur — 3(4a? — 16),  et  il  s'agit  de  diviser  le  polynôme 
diviseur  par  +  V — ^*  Mais,  au  lieu  d'efièctuer  cette  division, 
il  sera  plus  simple  de  faire  y=2x  dans  ce  polynôme.  Comme 
on  trouve  qu'il  se  réduit  à  zéro  par  cette  substitution,  on  en 
conclut  qu'il  est  divisible  par  y — 2â?  (71,  P),  et  qu'ainsi  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  A"  et  de  B*  est  d^=:y — 2â?.  Le 
plus  grand  commun  diviseur  demandé  est  dono 

iUk  Pom  réduire  une:  fraetiM  algébrique  à^sa^plus  simple 
êxpreuien^  en  di/viserot  ses^  deuœ-  termes  par  leur  plus  grmâ 
cammfanâlMseur  (79).  On  verra  ainsi  que 

le  plus  grand  commun  diviseur  de  ses  deux  termes  étant 
4a?'  +  4ar— 3a*. 

il6.  PaoBLÈMS.  Trouver  le  plus  simple  multiple  de  plusieurs 
quantités  données  Â,  B,  C,  D. 

On  cherchera  le  plus  grand  commun  diviseur  d^  A  et  de  B^ 
on  divisera  B  par  ce  plus  grand  commun  diviseur,  et  en  multi- 
pliant A  par  le  quotient  B'  de  cette  division ,  on  obtiendra  un 
produit  AB',  qui  sera  le  plus  simple  multiple  de  A  et  de  B.  En 
cherchant'  de  même  le  plus  simple  multiple  de  AV  et  de  G,  on 
aura  le  plus  simple  multiple  des  trois  quantités  A,  B,  €,  et 
ainsi  de  suite  {ArUH.^  93). 

il7.  Dans  la  tUéarie  générale  des  équations^  on  restreint  la 
définition  que  nous  avons  donnée  des  quantités  entières.  On  y 
regarde  comme  entière  toute  quantité  daim  l'expression'  de  lor 
quelle  lt3»u(ciomCËs  n'entrent  dans  aucun  dénominefteur^  ni  som 
aucun  radical,  et  pour  qu'une  quantité  soit  dite  divisible  par 
une  autre  y  il  suffit  que  leur  division' ne  donne  pas-  de  r&fle^  et 
que  lèquoHent  soit  eniier  par  rapport  aux'  inmmueSf  de  mime 

que  les  quantités  proposées.  Ainsi  aï* +^ — 6yS  fonction  en- 
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tière  de  x  et  de  y,  est  divisible  par  -^x — yv^2,  parce  que  le 

3  - 

reste  de  cette  division  est  nul ,  et  que  le  quotient  -2; -f-Syy^â 

est  aussi  une  fonction  entière  de  x  et  de  y. 

En  partant  de  ces  définitions,  on  démontre  facilement  les 
propositions  suivantes  : 

118.  Thêorâmb  I.  Tout  facteur  du  premier  degré  x — a,  qui 
divise  le  produit  kS  de  deux  fonctions  entières  de  x,  divise  ne- 
cessairetnent  l'une  d'elles. 

Supposons,  en  effet,  que  le  binôme  a;  —  a  ne  divise  pas  A  , 
j'effectue  la  division  de  ces  deux  quantités,  et  je  pousse  Topé- 
ration  jusqu'à  ce  que  je  trouve  un  reste  indépendant  de  x. 
Soient  R  ce  reste  et  Q  le  quotient,  lequel  est  ainsi  une  fonction 
entière  de  x  ;  nous  aurons 

^    =Q+    ^ 


X  —  a  X — a 


Je  multiplie  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  le  rapport 
^,  ce  qui  donne 


AB     _BQ  , B_ 


OVy  puisque  AB  est  divisible  par  j?  —  a,  et  que  R  est  indé- 
pendant de  Xy  on  voit  que  le  premier  membre  de  cette  égalité 

BO  B 

est  entier;  il  en  est  de  même  du  terme  -s^;  donc est 

R  X — a 

aussi  entier,  donc  B  est  divisible  par  a?  —  a. 

il9.  Théorème  II.  Si  un  binôme  du  premier  degré  x — a 
divise  un  produit  de  plusieurs  facteurs  entiers  par  rapport  à  x, 
il  divise  Pun  deux. 

Démonstration  du  n*  85. 

iilO.  TiiORÈMB  m.  Toute  fonction  entière  dexne  peut  être 
décomposée  qu'en  un  seul  système  de  facteurs  binômes  dupre^ 
mier  degré  par  ropport  à  cette  lettre. 
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Soient  A  (x—a)  (x—b)  (x—e).,.  et  A'(:r— a')  (x—V)  (x—e'y.. 
deux  expressions  de  la  fonction  proposée ,  A  et  A'  désignant 
des  quantités  indépendantes  de  x  :  puisque  le  binôme  du  pre- 
mier degré  x — a'  divise  le  produit  A'(jr — af)  (x — b')  (x — c')...,  il 
doit  diviser  son  égal  A(ar — a)  (x — b)  (x—e). . . ,  et  par  conséquent 
un  de  ses  facteurs  x — a,  x — 6,  x— c,...  (1 19)  ;  mais  comme  ils 
sont  du  premier  degré,  il  faudra  qu'il  soit  égal  à  l'un  d'eux.  Sup- 
posons X — a'=x — a.  Les  deux  produits  K{x — a)  (x — b){x — c)... 
et  k'{x — a')  (x — 6*)  (x — c'). . .  étant  égaux,  si  on  les  divise  respec- 
tivement par  jp — a  et  par  x — a',  les  quotients  A(a: — b){x — c).- 
et  Il\x — 6')  {X — c'j...  devront  être  égaux.  Or,  x — 6'  divise  le 
second  ;  etc.  (Voyez  Y  Arithmétique,  n*"  88.) 

iSi.  On  appelle  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs 
fonctions  entières  de  x  le  produit  de  tous  les  facteurs  du  premier 
degré  en  x  qui  leur  sont  communs^  chacun  d'eux  étant  affecté 
du  plus  petit  exposant  qu'il  a  dans  ces  fonctions. 

182.  Si  Ton  applique  à  deux  pareilles  fonctions  les  rai- 
sonnements du  n*"  104,  on  verra  que  peur  trouver  leur  plus 
grand  commun  diviseur,  il  faudra  les  soumettre  à  la  méthode 
des  divisions  successives ,  telle  qu'on  la  pratique  dans  l'arith- 
métique, en  arrêtant  l'opération ,  quand  on  sera  parvenu  à  un 
reste  indépendant  de  x  ;  de  telle  sorte  que^  si  ce  reste  est  nul,  le 
dernier  diviseur  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  demandé, 
et  que,  s'il  n'est  pas  nul,  les  fonctions  proposées  n'ont  pas  de 
diviseur  commun  en  x. 

123.  Remarquons  qu'il  ne  sera  pas  nécessaire  d'avoir  recours 
aux  modifications  prescrites  dans  le  n°  i05,  parce  que  la  dé- 
monstration du  principe  fondamental  {le  plus  grand  commun 
diviseur  de  deux  fonctions  entières  de  x  est  le  même  que  celui 
qui  existe  entre  le  reste  de  leur  division  et  celle  qui  a  servi  de 
diviseur)  n'exige  pas  que  le  quotient  Q  soit  entier  par  rapport 
aux  coefficients  de  x;  il  suffit  qu'il  le  soit  par  rapport  à  cette 
lettre.  Toutefois,  il  sera  plus  simple  de  réduire  tous  les  termes 
des  deux  fonctions  proposées  au  même  dénominateur,  de  cher- 
cher ensuite  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  numé- 
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rateurs,  d'après  la  règle  du  n""  107,  ei  enfin  de  àmoi^r  le  plus 
grand  commun  diviseur  trouvé  par  le  dénomin^ur  conunun , 
paroe  qu'en  le  supprimant,  daos  les  fonctions  proposées,  on  les 
a  multipliées  par  ce  dénominateur.  Dans  la  plupart  des  appli- 
cations^ il  sera  utile  de  tenir  compte  de  ce  dénominateur. 


CHAPITIUE  Vf. 

BÉSOLUnOV  DES  ËQUJLTIOIVS  DU  iPB£]IIEE .  DEOIUE. 


g  I.  DES  ÉQUATIONS  Â  UNE  SEULE  INCONNUE. 

iM.  Si  ron  isonsîdère,  avec  un  peu  d'attention, 'la  méthode 
que  nous  avonesuivie  pour  résoudre'Ies  problèmes  des  n*^  etS, 
on  'verra  qu'elle  «e  composetle  deux  parties  distinctes  :  8ans% 
première,  nous  avons  fnis  h  probtème  m  équation,  d'est -iKtire 
que  nottô  avons  exprimé,  à  l'aide  des  symboles  algébriqtœs,  les 
rektiimês  que  l'énoncé  établit  entre  les  données  et  VHnconnue,  ce 
qui^-pour  lepremier  de  eesproUèmes,  "nous  a -conduit  à<égaler 
entre  elles  les  deux  quantités  ^X'\^d  et  s\  dans  la  fletixième 
partie,  nous  UTons  lire  'de  l'équation  ainsi  formée  lardleur  de 
rineomae,  ce  qil'on  appelle  fcfsovrfre  cette  équation, 

i5fô.  Il  n'y  a  pas  de  règle  fixe^^nvr  mettre  un  problème  en 
éqmaféên  :  tout  ce  qu'on  «peut  dire  de  '[ilufi  général  à  ce  sujet 
revientau  préoepte  suiTant*: 

JSœammez  d**aborë,  avec  soén,  qmlks  *80f^de9^q7mniïilis  êortt 
la  éétarmiwee^êên  ypowraU  eanduJire*à  *ki  eonnaissanee  de  toutes 
celles  que  l'on  cherche ,  et  ce  seront '4à^es  mérilaMes  ineonmtes 
de  fia  iquetftitm.  Représentez  ces  dneemmee  vhaeune  par  une 
lettre  dtfférenêe  (on  emploie  ordinairement,  pour  cela,  les 
dernières  lettres  de  l'alphabet);  puis,  8iai8:nântBAUC0NB. distinc- 
tion ENTBE  LES  DONNÉES  ET  LES  IKCONNUES,  effectuez  SUr  IcSUnCS 

et  sur  les  autres  les  mêmes  opérations  qu'il  faudrait  faire  pour 
vérifier  lesivaleurs  tneonnues,  ei  elles  éiaieut  trowims,  etvam 
itbtêênAfeztainsitautant^d'équatians  >que  d\énmœé  é»  puaUème 
en*eomparte, 

(I&6.  Cas  équatians  pe(i»rant  âtre  pIu»ou  moinstoomplîquéea, 
on  las  a  partagées  en  pluiûraie  daases  411e  JloD«di8tîBgue  par 
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leur  degré.  Lorsqu'on  a  ramené  une  équation  à  ne  contenir  que 
des  termes  entiers ,  et  on  verra  bientôt  (159)  que  la  chose  est 
toujours  possible,  on  prend  pour  valeur  de  son  degré  la  plus 
forte  somme  des  exposants  des  inconnues  dans  chacun  de  ses 
termes.  Ainsi  l'équation  x* — 6a^*+y — 3  =  0  est  une  équa- 
tion du  quatrième  degré  à  deux  inconnues.  L'équation  2X'\-d=s^ 
trouvée  au  n""  4,  est  une  équation  au.  premier  degré  knne  seule 
inconnue. 

127.  Résoudre  des  équations,  c'est  trouver  tous  les  systèmes 
de  nombres  quij  substitués  dans  ces  équations  à  la  place  des 
inconnues,  y  satisfont,  c'est-à-dire  rendent  identiques  les  deux 
membres  de  chacune  d'elles.  Ces  nombres  sont  ce  qu'on  appelle 
les  valeurs  des  inconnues^  ou  les  solutions  des  équations  pro- 
posées. 

II  est  clair  que  les  équations  proposées  seront  résolues,  lors- 
que ,  par  une  suite  de  transformations  exécutées  sur  elles ,  op 
sera  parvenu  à  des  équations  dont  un  des  membres  ne  ren- 
fermera qu'une  inconnue  seulement ,  et  dont  l'autre  membre, 
ne  contenant  que  des  quantités  connues,  sera  par  conséquent 
la  valeur  de  cette  inconnue. 

188.  Il  existe,  pour  résoudre  les  équations,  des  méthodes 
générales  dont  l'exposition  est  un  des  objets  principaux  de 
l'algèbre  :  pour  prendre  d'abord  le  cas  le  plus  simple ,  nous 
supposerons  que  l'on  veuille  résoudre  une  équation  du  premier 
degré  à  une  seule  inconnue. 

Il  y  a  deux  cas  à  considérer,  selon  que  l'équation  aura  tous 
ses  termes  entiers  ou  qu'elle  en  renfermera  de  fractionnaires. 

1*'  Cas.  Considérons  l'équation 

ax  —  6  =  ea?  +  d  [l]. 

Puisque  cette  équation  sera  résolue  lorsque  nous  lui  aurons 
fait  subir  une  transformation  telle  que  Tinconnue  sera  seule 
dans  un  membre  et  que  l'autre  membre  ne  contiendra  que  des 
quantités  connues  (127),  il  convient  de  faire  évanouir  le  terme 
— ft  du  premier  membre  et  le  terme  cz  du  second ,  ce  qui  se 


r 
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fera  en  ajoutant  -\-b — ex  h  ces  deux  membres,  et  cette  opéra- 
tion n'altérera  pas  Féquation ,  car  il  est  clair  que  les  valeurs 
de  X  qui  vérifiaient  Téquation  avant  ce  changement ,  la  véri- 
fieront encore  après.  On  trouvera  ainsi 

(ix — ô  +  ft  —  cx  =  cx-\-d-\-b — cx^ 

ou ,  en  réduisant  ^^99) , 

ax  —  ca?=ft-{-rf  [2]. 

Or,  si  l'on  compare  cette  équation  à  la  proposée,  on  reconnaîtra 
que  le  terme — b  a  passé  du  premier  membre  dans  le  second, 
en  y  prenant  le  signe  -}-,  et  que  le  terme  ■:\-cXy  qui  était  dans 
le  second  membre,  se  trouve  maintenant  dans  le  premier  avec 
le  signe  —  ;  donc 

Pour  TRANSPOSER  UH  terme  d'un  membre  dans  un  autre ^  il  faut 
le  supprimer  y  dans  le  membre  ofU  il  se  trouve  ^  et  l'écrire  dans 
l'autre  avec  un  signe  contraire  au  sien. 

Reprenons  maintenant  Téquation  [2];  en  y  mettant  x  en 
facteur  commun  des  quantités  qu'elle  multiplie,  il  viendra 

Mais  celle-ci  signifie  que  &  -f*  d  est  le  produit  de  (a  —  c)  par  Xy 
et  qu'ainsi  on  aura  la  valeur  de  x  en  divisant  6  -|-  d  par  a —  c, 

de  sorte  que 

b  +  d 


x  = 


a —  e 

D'où  Ton  voit  que  quand  un  des  membres  d'une  équation  est 
un  monôme  qui  contient  x,  et  que  Vautre  ne  renferme  que  des 
quantités  données ,  on  dégags  cette  inconnue  de  son  coefficient, 
en  divisant  l'autre  membre  par  ce  coefficieni. 

1S9.  L'équation  [1]  ne  peut  être  vérifiée  que  par  la  seule 
valeur  de  x  que  nous  venons  de  trouver,  car  toute  valeur  de  x 
qui  y  satisfait  doit  satisfaire  aussi  à  toutes  les  équations  trans- 
formées que  nous  en  avons  déduites,  et  la  dernière  de  ces  trans^ 

b  +  d 
formées  ne  peut  être  vérifiée  qu'en  y  remplaçant  x  par    _  » 
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h    I    W 

tSO.  SiU'on  veut  ^'assurer  apewfef^on  que    "T    etttbienla 

valeur  de.â:,  on  substituera  cette  quantité  dans  l'équation  [1], 
et  il  faudra  que  ses  deux  membres  deviennent  ainsi  identiques. 
En  effectuant  cette  substitution ,  on  trouvera  successivement 


a — c  a — c     * 

ab  +  ad  —  ab  4-**^      hc^ed  +  «^  —  cd 
a — c  a — c 

ad-^-bc bc-^-ad 

a  —  c         a — c  * 


(86), 


égalité  identique. 

131.  2<'  Cas.  Considérons  actuellement  le  cas  général,  et 
prenons  pour  exemple  Féquation 

cf^.bc'^^  Mr 

Si  tous  les  lermes  de^cette  équation  étaientâes  fractions  de 
même  dénominateur,  il  suffirait  de  le  supprimer  pour  rentrer 
dans  le  cas  précédent,  etcetle suppsesaion n'altérerait  pasTé- 
quation ,  puisqu'on  ne  faisant  ainsi  que  multiplier  ses  deux 
membres  par  ce  dénominateur,  les  valeurs  de  x  qui  la  vérifiaient 
avant  cette  multiplication  la  vérifieraient  encore  api^ès"^.  'Réddi- 

*  Pour  gu'une  ëquaiion  ne  soit  pas  àUérée  par  la  multiplication  de  ses 
deux  membres  par  une  même  quantité ,  t{  faut  que  cette  quantité  soit  indé- 
pmdaniedeXf^mBaqaolaa  luifemiiaeauérir.des^oiirt»oii»ii|u'««Ue  niavait 
pas.  Ainsi. i;i64iHitUui  «;~l=:^2,  n'a  pas  d'aubre  solution  gue  x=Z\  mais 
si  l'on  multiplie  ses  deux  membres  par  «  —  4 ,  on  obUent  une  équation 
(op  ^  1  ]  (s — 4) = 2  (âs  *  4  j,  qui  est  encore  vérifiée  par  a = 3 ,  mats  qui  Test 
en  outre  par  a; =4. 

tll  est  (3s méme'permk  tl»di«tf«r  Us  ^kimtrmiribfm  ii!<Mé  ég^aibm'par 
WM^néme  quantité^  (paurau  gue  xceMe  quoeUité  «oit  indépendasite  tde  x. 
Ainsi  L'équalion  {»^  i)  (x— 4)=2  («—4)  est  vérifiée  par  £=3  et  parx=:4; 
mais  si  l'on  supprime  le  facteur  s— 4 ,  L'équaUon  résultante  s^  i  :=  2  ne 
l'est  plus  que  par  «=^. 

Dans  aucun  cai,  le  facteur  par  liquel  o»  multiplie  ou  divise  Us  deux 
membres  d^une  équcuion  ne  doit  être  nul;  en  effet ,  par  la  première  opéra- 
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sons  donc  tous  les  termes  au  même  dénominateur.  H  viendra, 
d'après  la  règle  connue  (88), 

bd   .  *afx bûfg edx 

et,  en  supprimant  le  dénominateur  commun  bcfy 

M+  afaiz=z  bçfç — cdx, 
équation,  d'oîi  Ton  tirera  successivement 

<^fiP'\'  cdx  =  hefg — M, 

en  transposant  les  termes  6d  et-^oilzr; 

{ar-\-t;â)x=b{efg—d), 

en  mettant  x  et  6  en  facteurs  communs;  et 

b{cf9—d) 

1*77*777    «» a 

en  dégageant  x  de  son  coefficient. 

132.  En  résumant  les  opérations  que  nous  avons  effectuées, 
pour  résoudre  les  deux  équations  que  nous  venons  de  prendre 
pour  exemples,  on  formera  la  règle  générale  suivante  : 

Pour  résoudre  wie  égmtion  du  premier  degré  aune  seule  in^ 
connue ,  commencez  par  faire  évanouir  les  dénominateurs^  en 
multipliant  chaque  terme  entier  par  leur  plus  simple  mtdtiple^  le 
numérateur  de  chaque  fracHonpar  le  quotient  obtenu  en  divisant 
ce  plus  simple  multiple  par  son  dénominateur  ^  et  en  n* écrivant 
aucun  dénominateur.  Effectuez  ensuite  les  opérations  qnipour- 
'raient  être  indiquées  y  puis  exécutes  toutes  les  simplifications 

• 

tion,  elle  cbange  tout  à  fait  de  nature ,  puisque  cette  é<iuaUon ,  qui  avait 
seulement  un  nombre  limité  de  solutions ,  devient  ainsi  susceptible  d'être 
vérifiée  par  tous  lesnombres.possIMes.  'Telle  est  Téquatlon  x^  l  s&  2 ,  qui 
ne  peut  être  vérifiée  que  par  x=3 ,  tandis  que  si  Ton  multiplie  ses  deux 
membres  par  zérp ,  on  trouve  l'équation  0 .  («—  1)  =0 ,  qui  est  satisfaite 
par  tel  nombre  que  l'on  y  meUra  au  lleu^de  x*  Et  il  Ton  iKvise  les  deux 
membres  d'une  équatton  par  un  facteur  nul«  elle  tfa  plus  aucun  sens. 
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dont  l'équation  est  alors  susceptible^  soit  en  faisant  les  réiuc^ 
lions  dans  chaque  membre ,  s* ils  contiennent  des  termes  sem- 
blableSy  soit  en  les  divisant  l'un  et  l'autre  par  leurs  facteurs 
communsy  s'ils  en  ont.  Transposez  tous  les  termes  affectés  de 
Finconnue  dans  un  même  membre,  et  tous  ceux  qui  en  sont  in- 
dépendants dans  Vautre  :  faites  encore  la  réduction  des  termes 
semblables,  ce  qui  réduira  chaque  membre  à  être  un  monôme, 
si  l'équation  est  numérique,  Sicile  est  littérale,  mettez  t incon- 
nue en  facteur  commun  des  quantités  qu'elle  multiplie,  et  dégon 
gez-la  enfin  de  son  coefficient.  Vous  obtiendrez  ainsi  la  seule 
valeur  que  puisse  avoir  cette  inconnue. 

153.  Exemples.  I.  Résoudre  l'équation 

1 7£_75 La.?? 

*       100       15  ""20      540*^45' 

On  trouve  (^ae  le  plus  petit  multiple  des  dénominateurs  est 
2\  3'.  5' =2700,  et  qu'en  faisant  évanouir  les  dénominateurs, 
il  viendra 

2700jr— 27 —180.7a?  =  136.70?— 5  +  60.  ar, 

ou  bien 

2700a: — 27  — 126057  =  945j?  —  5  +  480^-, 

ou  encore,  en  réduisant, 

1440a:— 27  =  l42&r— 5; 
puis 

1440X  — I425a?=27— 5, 

15a:  =  22, 

_22_    2. 
'^■~15""S5* 

22 

Vérification.  Je  remplace  x  par  —  dans  la  proposée,  ce  qui 

10 

donnera 

22        1         154         77  1      ,     176 


r. 


15       100       15*       15.10      640^15.45' 
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En  réduisant  au  même  dénominateur,  on  trouvera 

3960  —  27  — 1848  _  1386—  5  +  704 

2».  3'.  5»  ""        2^3^5•       ' 

puis 

2085     _     2085 

2«.3».5*""2*.3».5«' 

IL  Résoudre  VéqmtUm 

ax  ax      bx  Sab 

2a  —  *  ""  6(a  +  6)  ""  2a(a  —b)~^+b 

bx        ,  5ft(2tf  —  b)         ax 

~~2a(a+b)'^     a^—b"    ~ b{a—by 

Le  plus  simple  multiple  des  dénominateurs  est 

2aJ(2a  —  ô)(2a  +  b^a^—V)  ; 

en  les  faisant  évanouir,  il  viendra  : 

(2fl  -|-6){2a«*(a*—  6«)-.2a*(2a  —  ft)(a—  6)+6«(2a—  »)(a+  b) 
+  ô»(2a— &)(a— ôj  +  2aV2a— 6)(a  +  *}a: 

=  10ab*Çia—b)  (a(a*— 6«)  +  (2a— 6)  (2a+  *)  ]. 

En  mettant  (2a — b)  en  facteur  commun  dans  le  coefficient  de  x^ 
on  trouvera,  après  diverses  transformations, 

2a6(2a-|-ft)ja(a*— ft»)+(2a— 6)2o+ôj}ar 
i=10aft»(2a  — 6){a(a»— ft»)+(2a— ô)(2a+ô)!. 

En  supprimant  le  facteur  2a6{a(o"— 6')+(2a— ô)(2a+6)l 
commun  aux  deux  membres  de  cette  équation,  et  dégageant 
ensuite  x  de  son  coefficient,  il  viendra  enfin 

56(2a— ft) 
^—     2a+b    • 

134.  Problème  L  Un  père  ordonne,  par  son  testament,  que 
rainé  de  ses  fils  prélèvera  sur  sa  succession  une  somme  de  a 
francs  et  prendra  en  outre  la  n»«  partie  de  ce  qui  restera;  que 
le  second  prendra  ensuite  2a'  et  la  n-«  partie  du  reste;  que  le 
troisième  prendra  3sf,plus  la  tripartie  du  reste^  et  ainsi  de 
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suite.  Il  se  tfùuveque  de  cette  manière  les  enfants  reçoivent  des 
parts  égales.  On  demande  quel  était  le  bien  du  père^  lapart  de 
chaque  enfant  et  le  9iombre  des  enfants. 

Si  le  bien  du  père  était  connu,  il  serait  facile  de  calculer  la 
part  du  premier  enfant,  et,  en  divisant  ce  bien  par  cette  part, 
on  obtiendrait  le  nombre  des  enfants ,  puisque  toutes  leurs 
parts  sont  égales;  ainsi  la  véritable  inconnue^de  ia  question  est 
le  bien  du  père.  Je  le  représente  donc  par  x.  Or,  quand  l'aîné 
des  enfanta  aura  prélevé  a',  il  restera  x^ — a,  de  sorte  que  sa 
part  sera  exprimée  par 

,  x^a 
'      n 

Il  laissera  en  conséquence  à  ses  frères 

X — a      (n — l)(x — a) 

Ql*——.  £^—  ffig»»»— ^    ■«      ■■■■■■■■■■ 

n  n  ' 

en  réduisant  rentier  (;r — a)  et  la  fraction  qui  raccompagne  en 
une  seule  fraction,  et  mettant  ensuite  (x — a)  en  facteur  com- 
mun des  quantités  qu'il  multiplie. 
lAiihtenanti,  quand  le  second  aura  prélevé  2b  sur  cette  somme, 

il  ne  restera  plus  que -^ —  2a,  de  sorte  que  la  part 

de  ce  second  enfant  aura  pour  expression' 

(n— 1)  (a?— o)     2a 


2a+ 


n 


Mais  cette  part  doit  âtre  égale  à  celle  du  premier,  donc  on  a 
l'équation 

a4-£=:f=2a+^"-^\^^-"^-gg        [3]. 


n  '  «'  n 


« 
Remarquons,  avant  d*aller  plus  loin,  que  d'après  la  manière 

dont  cette  équation  a  été  formée,  on  est  sûr  que  si  l'on  par- 
tage la  valeur  de  x  que  Ton  en  tirera,  conformément  aux  con- 
ditions de  la  question,  les  deux  premières  parts  seront  égales, 
mais  on  ne  peut  pas  affirmer  que  les  autres  leur  seront  aussi 
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égale»,  puisque,  poar  obtenir  l'équation  [3],  on  n'a  eu  au- 
cun égard  aux  conditions  d*après  lesquelles  elles  doivent  éUre 
fonnées.  Ain^  il  faudra  iférifler  qu'elles  sont  efiPectivenient 
égales. 

Je  retranche  a  des  deux  membres  de  l'équation  [3],  et  je  fais 
ensuite  évanouir  les  dénominateurs ,  ce  qui  donne 

n(x'^à)  =  arf-^-in—V)  {x  —  a)  —  2an  ; 

d'où,  en  transposant, 

X — (t=  an*  —  2an , 
et  par  suite 

x=an* — 2a«  +  ^  =  û(^ — 1)'- 

Ainsi  l'expression  du  bien  du  père  est  aÇn  —  1)*. 

La  valeur  de  â; — a  étant  an* — 2a9i,  il  en  résulte  que  le  pre- 
mier enfant  recevra 

,  an* — 2an         .  ^         y  .     •-. 

^,^1 ssfl-j-éM»— âeittr^^n*—  î). 

Jhù».  donc  que  toutes  les  p»rt&^  doivoit  être  égales^,  on  ob^ 
tiendKade^nombpe  de&eofiaiit8^.«ft  dlviaanta  (n^^l^  panaC». — 19, 
ce  qui  donnera  (n — 1)  pour  valeur  de  ce  nombre. 

Coounent  vérifier  que  si  Ton  partage  la  somme  a  (n  —  1}*, 
conformément  aux  volontés  du  testateur,  tous  les  enfants  auront 
da&partaëgaks?  Si  Ja  valeur: numérise  de  n  était  donnée, .rien 
ne  senûtplu& facile,. cac  il.sufflrait  de  eakuiler  directement  les 
puis  du.3?y^dui4%  du  5f..-.  enfant*  Mais  c»  procédé  est  impra<^ 
tioable.ieL,,  oa£  Topéiuticuii  ne  pourcait  pa&  avoir  de  fin.  Nous 
allons  employer  un  mode  de  raisonnement  dont,  noua  avons 
déjà  donné.ua  exemple  (67"^)^  Nous  supposerons  donc  qu'ayant 
oabHiléi  les  parts.des  mpremiers  enfants,  on  les  ait  trouvées 
toutea  égales  à  ain-^  1) ,  et  nous  examinerons  si  la  suivante  leur 
est  aussi  égale.  S'il  en  est  ainsi,  nous  conclurons  que»  conune 
les  deux  premières  parts  sont  certainement  égales  kain  —  1) , 
il  en  sera  nécessairement  de  même  de  la  troisième  ;  par  suite , 
que  les  trois  premières  parts  étant  égales  à  a  (n —  1) ,  il  en  sera 
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« 

de  môme  de  la  quatrième  et  ainsi  de  suite ,  de  sorte  que  toutes 
les  parts  seront  ainsi  égales. 

Les  m  premiers  enfants  ayant  reçu  chacun  a(n —  1),  ils  au- 
ront laissé  à  leurs  frères 

a(n— !)•— ma(n  — l)=a(n— l)(n— 1— m), 

de  sorte  que  le  (m-^-lf*  enfant  prélevant  (m-\-  l)a  sur  cette 
somme ,  et  prenant  encore  la  nr^  partie  du  reste,  sa  part  aura 
pour  expression 

a  (n—  1)  (n —  1  — m)  —  (m +  1)0 


(»i+l)«+ 


n 


_a(n—l)(m  +  l+n—l  —  m)_ 

n 

Donc  toutes  les  parts  seront  efiectivement  égales. 

i58.  Problâmb  II.  Deux  tnobiles  partis  en  même  temps  des 
points  ketB^  qui  sont  distants  de  a  mètres^  parcourent  la  droite 
AB ,  d'un  mouvement  uniforme ,  en  allant  dans  le  sens  AB. 
Leurs  vitesses*  respectives  sont  v  mètres  et  v'  mètres  par  minute» 
On  demande  quelle  est  la  distance  du  point  A  à  leur  point  de 
rencontre. 


R       Â  ib  il 

Représentons  par  x  la  distance  du  point  A  au  point  R  de  ren* 
contre  des  deux  mobiles  ;  la  distance  de  B  à  ce  point,  sera 
exprimée  par  x — a.  Cela  posé,  puisque  les  deux  mobiles  par- 
tent en  môme  temps  des  points  A  et  B  et  qu'ils  arrivent  au  môme 
instant  au  point  R,  les  temps  qu'ils  emploient  respectivement  à 
aller  des  points  A  et  B  au  point  R  doivent  ôtre  égaux,  de  sorte 
que  nous  mettrons  le  problème  en  équation  en  égalant  ces  deux 
temps.  Or,  dans  le  mouvement  uniforme  y  les  espaces  sont  pro^ 
portionnels  aux  temps  employés  à  les  parcourir  :  ainsi ,  nous 


*  La  vitesse  d'un  mobile  est  l'espace  qu'il  parcourt  dans  l'unité  de 
temps. 
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calcttleroDB  le  temps  que  le  motnle  parti  de  A  met  poar  aller 
de  ce  point  aa  point  R,  par  la  proportion 


v:x::î  :f=s^. 

V 


On  trouvera  de  même  que  le  second  mobile  emploiera  un  temps 

marqué  par-^jj^,  pour  parcourir  la  distance  BR=^— a 

donc 

X X  —  g 

équation  d'où  Ton  tire  successivement 

v'x  =  vx  —  av, 
av  =  iv  —  v')x^ 
av 

Telle  est  la  formule  qui  résout  le  problème. 

Si  les  mobiles  parcouraient  respectivement  15  mètres  et 
8  mètres  par  minute  et  que  la  distance  AB  valût  14»,  on  ferait 
t;  =  15,  t/  =  8eta=14  dans  cette  formule ,  et  on  trouverait 

«=Trîig  =  30.  Ainsi  le  point  de  rencontre  est  à  30  mètres 

du  point  A. 

156.  Nous  allons  actuellement  discuter  la  formule  [5],  c'est- 
à-dire  examiner  si ,  d'après  les  différentes  hypotbèses  qu'on 
pourra  faire  sur  les  valeurs  des  quantités  a,  t;  et  v\  les  résultats 
qu'elle  fournira  seront  d'accord  avec  les  circonstances  physiques 
de  la  question,  qui  correspondent  à  ces  différentes  hypothèses, 
et  nous  pourrons  apprécier  ainsi  la  généralité  dont  l'algèbre  est 
susceptible. 

Nous  distinguerons  trois  cas  principaux,  selon  que  v  sera  plus 
grand  que  t;',  égal  à  v'  ou  plus  petit  que  t;'. 

1**  Cas.  v  >  v'.  Dans  cette  hypothèse,  la  valeur  de  x  est  posi- 
tive ,  et  V  étant  plus  grand  que  v — t;' ,  cette  valeur  est  plus 
grande  que  a ,  comme  cela  doit  être. 

c.  6 
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S  oa>  suppose  que  l'on  donne  à  v  des  TaIeQfB*di69phBî«iq|)li]fr 

petites,  les  deux  termes  de  la  fraction 7 ditninuer^nt en 

même  temps,  et  ainsi  on- ne  voit  pas  immédiatement  comment 
variera  cette  fraction.  Pour  le  découvrir,  je  divise  ses  deux  ter- 
mes par  t) ,  ce  qui  donne  x  = -, ,  et  on  reconnaît  alors  que, 

V 

v' 
V  diminuant,  la  fraction  -augmentera,  qu'en  conséquence  Te 

v' 
dénominateur  1 diminuera,  et  qu'ainsi  la  valeur  de  x  de- 

viendra  plus  grande,  puisque  son  numérateur (t  est* coflst^nf . 
Donc  le  point  de  rencontre  est  d'autant  plus  loin  de  A  que  la  vi- 
tesse du  premiermobile  est  plus  petite,  ce  qui  en  effet  est  évident. 
157. 2*  Cas.  Si  la  vitesse  v  devient  égale  à  t;',  le  dénominateur 

V — v'=0,  de  sorte  que  la  valeur  de  x  prend  la  forme  — .  Or, 

que  signifie  une  pareille  expression?  Pour  te  déeouwîp,  jeM- 
marque  que^si,  Taissent  invadable  le  nermérateuv  d'une  traction 

7,  \/d  donne  à  son  dénominateur  des  valeurs  2,  3,  4,  5....  fois 

plus  petites,  cette  fraction  deviendra  2^,  3^  4,  S....  fois  plus 
grande  ;  d'où  il  est  facile  de  prévoir  qu'en  donnant  à  ce  déno- 
minateur une  valeur  suffisamment  petite ,  elle  deviendra  aussi 

grande  que  l'on  voudra.  Posons  en  efiet  t>^9  ^  désignant  oae 

grandeur  quelconque.  Si  nous  muItîpGons  les*  deux  membres 
de  cette  inégalité  par  b ,  ce  qui  est  permis,  car  ici  (r,  9  et  ^  sont 
des  nombres  abstraits  absolus,  il  viendra  a>M  ;  et,  en  divisnnt  les 

deux  membres  de  celle-ci  par  B ,  on  trouvera  ^>  b.  Si  donc  b 

représente  une  quantité  susceptible  de  décroître  indéfiniment , 
on  pourra  toujours  satisfaire  à  cette  dernière  inégalité ,  et  par 
conséquent  à  la  proposée,  dont  elle  n'est  qu'une  transformée. 
Ainsi  donc ,  en  faisant  décroître  indéfiniment  le  dénominateur 
d'une  fraction  dont  le  numérateur  est  constant^  on  fera  acquérir 
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à  eelle  fracl»on>iuw  iPtleur  plas  grande  qne  loute^qBMiUté 
sîcpHiUe.  On  diten cnnséquenoe qu'«iie  firactéon domi^lôdémi 
mmotafr  esi  sém,  mns  que  son  numératBur  tewaity  ett^in^fmàt^ 
0«  raprësenie  eetÉe^eur  infime  par  ce  signe  ap  ;  ainsi  nooir 
éoRron»fne  ârs=:oo. ,  quand  v  =^r'. 

L'algèbre  nous  apprend ,  par  cette  valeur  infime  de  x*\,  qm- 
le  point  de  rencontre  est  alors  infiniment  éloigné  du  point  A , 
de  wt^  que  lea  deux  mobiles  ne  se  rencontreront  jamais.  C'est, 
en  effet  ce  qui  a  Ueu^  car^  dan;»  l'hypothèse  actudle  da.  v;=v^,, 
ils  doivent  toiqours  être  à  la  diataajce.da  a  mètresv  l'un,  de 
l'antre. 

ITalgèbre,  en  nous  donnant  pour  or  une  valeur  inffnie,  nous* 

îndiqvie  que*  quand  9=:v\  il  faudrait  ^  pour  vérifier  Féquatr 

tion  [4]^  y  rempbicer  x  par  une  quantité  pbis<grande  que  toute 

grandeur  assignable,  ce  qui  ne  se  peut  pas^.  de  sorte  qjue  cMe 

égfmiMm  eaprùm  alors  une  condition  qu'il  est  imjMSêiUe  de 

rêÊâfHr^  e'ealrèrdira  qu>  ^^  est  Qbmnie,  £n  efbt^  en  y  fiuisant 

se     ce    a 
V  sesm'  y  elle  devient  - = -— ^  ^  éqpatioa   absurde ,   puisque- 

deux  fractions  qui  ont  des  dénominateurs  égaux  et  dea  numé* 
rateucs  difOérents  ne  peuvent  pas  être  égales. 

138.  jEn  génésal  r  lorsqu'en  assignant.  cer4aines  valeurs  aux 
l&ltres^qui  entrent  dans  texgression  de  l'inconnue  d'une  >équar 
timf  on  trouvera  une  valeur  infinie  pour  cette,  incionnue,  or^ 
devra  en  conclure  que  cette  équation  est  absurde. 

En  etbif  on  pourra  toijûours  ramener  l'équation  pcoposée  à 

la  forme  kx=B  (138),  d'où  Ton  tire  ^=  r*  Or,  si  A  se  réduit' 
à  séroetqueB  prenne  une  valeur  b^  qui  n'est  pas  nulle»  auq^ejl 
casonaa;=:j:  =  oo,on  voit  que  réquation*iL:r=rB  ne  peut 

*  Si  toutefois  la  formule  [5]  e$t  applicabïe  au  cas  actuel;  et  il  est  per- 
mis d'endouter^.car  lorsque  v  =  t/^  li  n'est  plus  possible  de  tirer  la  yaleur 
de  s  de  la  transformée  (f7^t/}x=av,  puisque  cette  équation  se  réduit 
alors  ^0= av. 
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dire  vérifiée  par  aucaoe  valeur  de  a;,  car  quelle  que  soît  la 
quantité  finie  que  Ton  substitue  à  a; ,  le  produit  de  zéro  par 
cette  quantité  sera  toujours  zéro ,  et  ainsi  le  premier  membre 
ne  sera  pas  égal  au  second.  Donc,  Téquation  Ax  =  B  est  ab- 
surde ;  mais  elle  n'est  qu'une  transformée  de  la  proposée,  donc 
celle-ci  l'est  aussi. 

Réciproquement,  si  une  équation  devient  absurde  pour  eer- 
taines  valeurs  données  aux  lettres  qui  y  entrent^  la  formule 
qui  donne  la  valeur  de  l'inconnue  se  réduira  à  l'infini. 

En  efiet,  on  pourra  toujours  ramener  l'équation  proposée  fc 

la  forme  Aa^ssB,  qui  donne  ^=T9  ^t  cette  équation  devra 

être  absurde,  comme  la  proposée,  dont  elle  n'est  qu'une  trans- 
formée. On  ne  doit  donc  pas  pouvoir  en  tirer  de  valeur  pour  x, 
sans  quoi  on  la  vérifierait  en  y  remplaçant  x  par  cette  valeur; 
donc  il  faut  qu'elle  ne  renferme  pas  â? ,  ce  qui  exige  que  son 
coefficient  A  devienne  nul ,  sans  que  B  le  soit ,  car  alors  l'éqaa- 

tion  serait  Identique.  Mais  alors  la  fraction  ^  =s  oo ,  et  c'est  pré- 
cisément ce  que  nous  voulions  démontrer. 

159.  Si ,  les  vitesses  des  deux  mobiles  étant  toujours  égales, 
on  suppose  qu'ils  partent  en  même  temps  du  même  point  A,  on 
aura  alors  a=0,  et  par  conséquent  la  valeur  de  x  deviendra  {. 
Ainsi ,  pour  avoir  x ,  il  faut  trouver  un  nombre  qui ,  multiplié 
par  zéro,  donne  pour  produit  zéro  ;  et  comme  tous  les  nombres 
satisfont  à  cette  condition ,  on  est  porté  à  en  conclure  que  §  est 
en  général  le  symbole  d'une  quantité  indéterminée. 

Je  dis  en  général^  parce  qu'il  y  a  des  cas  où  une  fraction  peut 
avoir  une  valeur  déterminée,  bien  qu'elle  se  présente  sous  la 
forme  ^.  Considérons  en  efiet  l'expression 

a^  —  a* 


a  (x — a)' 


qui  se  réduit  à  $,  lorsqu'on  suppose  que  x=a.  Nous  observe- 
rons que  le  numérateur  revient  à  (x-^-a)  (x — a)^  de  sorte 
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qu'en  supprimant  le  facteur  x—a^  qui  est  commun  à  ses  deux 
tenues ,  on  aura 

jc*  —  a*       a?+a      x  . 

— =  ^ — |- 1« 

a(x  —  a)         a         a  ' 

Or,  si  en  partant  d'une  valeur  de  x  antre  que  a,  plus  grande, 
par  exemple,  que  cette  quantité,  on  suppose  que  x  décroisse 
d'une  manière  continue ,  et  tende  à  s'approcher  de  a  d'aussi 

près  que  Ton  voudra,  les  quantités       "^    et  -  +  ^  varieront, 

maison  restant  toujours  égales,  et  par  conséquent  leurs  limites 
seront  égales  (Arith. ,  237)  ;  or,  on  peut  assigner  à  x  une  valeur 

assez  rapprochée  de  a  pour  que  la  fraction  -  diflère  de  l'unité 

d'aussi  peu  qu'on  le  voudra,  de  sorte  que.  la  limite  du  binôme 

-+1  est  1  +  1  =  2;  donc 


a  (x  —  fl) 


La  fraction  proposée  n'est  donc  pas  indéterminée,  sa  véritable 
valeur  est  2  quand  or  :^  a  ;  et  on  voit  que  si ,  pour  cette  valeur 
de  Xj  eUe  s'est  présentée  sous  la  forme  §,  c'est  parce  que  ses 
deux  termes  ont  un  fiticteur  commun  x — a ,  qui ,  s'anéantis- 
sant  dans  l'hypothèse  xssza^  masque  ainsi  la  véritable  valeur 
de  cette  fraction. 

140.  U  suit  de  là  que,  m,  pour  une  certaine  hypothèse  faite 
sur  les  quantités  qui  entrent  dans  ses  deux  termes^  une  fraction 
se  réduit  d  g ,  on  ne  dkvra  bien  goncluib  de  ce  béscltat,  mais 
il  faudra  exami$ier  avec  soin  si  ses  deux  termes  n*ontpas  un  fat- 
tewr  eommm  $ift  iévanumiMse  par  l'hypothèse  dont  il  s'agit.  Si 
Fan  décoaore  un  pareil  facteur^  il  faudra  le  supprimer^  et  faire 
ensuite  dans  la  fraction  simplifiée  l'hypothèse  qui  avait  donné  { , 
ei  on  aura  la  véritable  valeur  de  la  fraction  proposée.  Si  Fon  ne 
reeomuUtpoM  laprésenee  d'un  pareil  facteur  ^  il  faudra  rem/onter 
à  V équation  dont  l'inconnue  est  exprimée  par  cette  fraction  ^  y 
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fùkrt  leskffothèses gui  Vont  réduite  à^ei  réêMdrêieÊUuite  la 
nouvelle  équation.  Si  cette  équation  est  une  identHé^eomm»  se- 
rait ax  -f-  b  =  ax  -^  b,  elle  est  iNDÉTSRMiNftB,  c'est-à-dire  qu^elle 
sera  satisfaite  par  toutes  les  valeurs  possibles  de  x  ;  dotw  alors  § 
sera  effectivement  un  symbole  d'indétermination  *. 
441.  IVaprës  oela,  connue  il  >n'y  a  pes^de  fauteur  commun 

aux  deux  termes  de  la  fraction ; ,  nous  ferons  a=^0  et  v  =t/ 

dans  réguation  [4] ,  et  comme  elle  se  réduira  à  Fidenlité  -  =  - 1 

nous  en  conclurons  que  la  valeur  de  x  est  complètement  in- 
déterminée. En  effet ,  lorsque,  en  faisant  varier  a  et  v ,  a  tend 

vers  zéro  et  v  vers  v' ,  les  deux  termes  de  la  fraction ; , 

tendant  chacun  vers  zéro,  indépendamment  l'un  de  l'autre,  on 
peut  assigner  à  ces  quantités  des  vAleurs  aussi  peu  tfiflMrentes 
de  zéro  que  l'on  voudra ,  et  de  sorte  que  leur  rapport  soit  en 
même  temps  égal  à  telle  quantité  que  l'on  aura  donnée. 

De  cette  indétermination  de  x  y  nous  devons  conclure  que 
tous  les  points  de  la  route  sont  des  points  de  rencontre,  puis- 
«qu'on  peut  prendre  la  distance  «de  chaoun  d'euK.au.poiiift  JL 
(poof  WÊB  solution  de  il'équation  [4].  Ge  résultat  ^est  xl^MMrd 
avaolesooBditions physiquesdela question ,  car  les hypothtees 
4stsa0tlt  9  =sv'  signifient  queleftdeux^obiles  pastast  en  ndttie 


*  Si  dans  les  expressions 


1 

S      ^  t     ,    1     ï 


«n  Mipfsm  ipw  tesfMauiléso^l'l^  4levtmaeat  nuties ,  ees^exfMMeMie 
rréMwat  T>i»ilifWiiit  à 

^,   O.«o    «l    »— «. 

"Mais  61,  avant  de  faire  a = 0  et  b = 0,  on  commence  par  effectuer  les  opé 
rations  indiquées,  on  tronrera  qu'elles  se  pimenteront' toutes^tfols  tons 
farfbntfe  |;  «le-Mrte  qne  ^,  0.«e  et  «h- «6  yawwtraMBsl  ^Nie  ^efsyibe- 
les  dlndélerminatieii. 
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duiiuémeqiioîiit  et  a^ec  la  mime^mtemB ,  «t^que-piu^ci»- 
aéquBPtils  que-poqnont  janak  se  aépener. 
fiî,  les^iiteBses.éâBideiiis  mobilâs  n'étaatplw  égales ,  (mfSOj^ 

pose  encore  a=:  0,  la  valeur  de  x  deviendra  — ^ — >  =0 ,  car  un 

ftfodmime  peut  4ére  mil  à  mmos  que  l'un -de  «es  ftetamps  jus 
MÔi  zér».  iLa  renoontae  se  fiiit  donc  au  point  A,  oe  .qui  ^est 

pMHMBS* 

(fit.  3*  CUg.  ^Snpposens  nuûatenant  t'<v'.  Le  dénamîDaleur 
de  k.^Ndeor  de  a?  eeft  alors  négatif;  et  eomme  le  numéMleiir  est 
^pMtif  y  eettrvaleiir  est  négative.  C'est  doneà  direquaJadisisme 
'ia;peiiit4<aii  pomtdeveBcODtre  doit  être  comptée  <à  «gauche 
•deây'SQr  le'prélongementdeVA  (afl}.4)r,  ce ^résallat  ne  peut 
«'acsoider  avec  l'énoBeé  du  prdilènie ,  puisqu'on  y  a  supposé 
qae »l»niop TOSCBt  des  mobiles  était 'dirigé  dans  le  sens  AB.  H 
Bims  indique  donc  1^  qu'tï  y  a  dam  cet  énoncé  tme  e&nâUkm 
ùt^Msnble  à  remplir,;  et  »  en  effet ,  il  est  évident  (jue  si  ]^  jou)*' 
bile  parti  de  A  a  une  vilesse  moindre  que  l'autre ,  il  ne  pourra 
jamais  l'atteindre ,  s'ils  se  dirigent  de  gauche  è  drmto;  f^  que 
powr  rectifier  l'énoncé  du  problème^  il  faut  supposer  que  les  deux 
mobiles  aillent  dans  le  sens  AB,  et  dire  en  conséquence  :  Deux 
mobiles  partis  en  même  temps  des  points  ketB  parcourent  la 
ârotte  ABy  en  allant  dans  le  sensHk;  leurs  vitesses  y  etc. 

A  '6si  Alunal^1CileUe  dedémoolrar  que  :pour  que  lafoirmule  tiS>] 
puisse  déterminer ,  dans  tous  les  cas,  le  point.de  rencontre  des 
deux  moMes,  il  est  indispensable  de  convenir,  comme  nous 
J^armisiûtan  n^-Afi,,  qneides  quantités  affcatées  Aorsignes^cûi^ 
jiMîns  éQnmt;avaîr'ilasjDMides  d'jeuatQiiae4Urect«Mat  jqosh 


iloMBons  aft'eflbt.à  l'équaiion  [4,  et  j-obaewe  d'abacd  gue 
TiiMn dyistionflè'eat  pastabsuide,  bien  quieUedouiiB  poma 
«ne  ariauTiqni,. étant -tt^lÎTe,  n!a .awmn  «sans,  si  l'vn  ne 
«mt  ^fês  Bdnattie  ^  pnori  las  aidées  que  nous  avons  «émises 
air  lias  quantités  )  positivas  .ai  mégativea; .  puisque  «la  attbsttt»*' 
IBM  4le  celle ivateufruégativE  à  la  pla^'de  œ  jrandra  aartai^ 
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Demeot  S68  deux  membres  identiques.  11  fout  donc  que  i'éiiODoé 
du  problème  renferme  quelque  condition  impossible  à  remplir 
par  une  valeur  positive  de  o?,  ou  bien  qu'en  mettant  le  pro- 
blème en  équation ,  nous  ayons  foit  quelque  hypothèse  erronée 
sur  la  position  du  point  de  rencontre.  Or,  si,  dans  l'équation  [4], 
on  change  x  en  — x^  on  ne  trouvera  plus,  en  la  résolvant,  un< 
résultat  vide  de  sens ,  car  la  valeur  de  x  qu'on  en  tirera  sera 
égale  et  de  signe  contraire  à  celle  exprimée  par  la  formule  [5] , 
c'esti-dire  positive.  En  effet,  il  est  clair  que  changer  dans  une 
équation  x  en — Xy  puis  faire  dans  la  transformée  a;=a,  c'est 
la  même  chose  que  de  substituer  immédiatement  — «  à  la  place 
de  X  dans  la  proposée;  donc  si  â?=—  «  satisfait  à  celle-ci, 
^=+«  satisfera  à  celle-là.  Par  conséquent,  si  l'énoncé  du 
problème  est  vicieux,  il  suffira,  pour  le  rectifier,  de  diang«r  x 
en  — X  dans  l'équation ,  et  de  modifier  cet  énoncé  de  manière 
que  la  nouvelle  équatim  en  soit  la  traduction  fidèle.  Cette  nou^ 


—X     — X — a 
t 
des  deux  membres , 


velle  équation  est = ; — ,  ou ,  en  changeant  les  signes 


"-"  +  '•  [6]. 


V  V 


X 


Dans  cette  équation ,  -  représente ,  comme  nous  l'avons  vu ,  le 
temps  qu'il  faut  au  mobile  parti  de  A  pour  aller  au  point  de  ren- 
contre  :  donc  — V-  représente  le  temps  qu'emploiera  l'autre 

V 

mobile,  pour  aller  du  point  B  à  ce  même  point.  Mais  ce  temps 
se  calcule  en  divisant  l'espace  à  parcourir  par  la  vitesse  ;  donc, 
puisque  t;'  est  cette  vitesse,  x-i-a  est  cet  espace,  ce  qui  exige  que 
le  point  de  rencontre  soit  si  tué  à  gauche  de  A,  sur  le  prolonge- 
ment de  BA ,  et  à  une  distance  de  A  marquée  par  la  valeur  de  x 
tirée  de  l'équation  [6] ,  c'est-k-dire  par  la  valeur  absolue  de  x 
donnée  par  la  formule  [5].  Donc,  pour  rendre  cette  formule 
applicable  au  cas  où  &<t/  aussi  bien  qu'à  celui  où  v>v\  il 
flmt  convenir  que  la  valeur  de  x  devant  être  portée  à  drœte  du 
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point  A  sur  la  ligne  indéfinie  AB,  quand  elle  est  posilive  »  cette 
même  valeur  devraétreportée,  au  oontraife,kgaiMdie  dupaintA» 
lorsqu'elle  sera  négative,  c'est-à-dire  que  des  quaniUés  affMées 
de  signes  contraires  doivent  avoir  des  msdes  éP existence  direc- 
tement contraires^  et  ce  sont  là  les  conventions  mêmes  que  nous 
avons  fiùtes  au  n*  S9. 

Quant  à  l'énimcé  du  prcrii^Ième ,  il  est  erroné  en  ce  qu'il 
suppose  que  le  mouvement  des  mobiles  est  dirigé  de  gauche  à 
droite ,  tandis  qu'il  doit  l'être  de  droite  à  gauche ,  pour  que  leur 
rencontre  soit  possible ,  et  il  est  en  c<m8équence  fietcile  de  reeti- 
fier  cet  énoncé. 

145.  Si  y  au  lieu  de  foire  partir  les  deux  mobiles  des  points  A 
et  B ,  on  suppose  qu'ils  se  meuvent  depuis  un  temps  indéfini , 
dans  le  sens  AB,  mais  qu'ils  arrivent  en  même  temps  aux  points 
A  et  B ,  to  valeur  négative  trouvée  pour  x ,  lorsque  v<^  v\  n'tn- 
diquera  plus  une  absurdité  dans  l'énoncé  du  problème;  car  on 
conçoit  que  les  deux  mobiles  étant  en  mouvement  depuis  un 
temps  indéfini ,  dans  la  direction  AB ,  celui  qui  arrive  en  B  à 
l'instant  où  l'autre  atteint  le  point  A ,  a  dû ,  à  une  certaine  épo- 
que,  se  trouver  en  arrière  de  celui-ci,  dont  la  vitesse  est  moindre 
que  la  sienne,  et  le  rencontrer  par  conséquent  avant  son  arrivée 
au  point  A.  Cette  valeur  négative  provient  de  ce  qu'en  mettant 
le  problême  en  équation  fwus  avons  fait  une  fausse  hypothèse  ^ 
en  plaçant  le  point  de  rencontre  à  droite  de  A ,  tandis  qu'il  doit 
être  à  gauche.  Et ,  en  effet ,  si  R'  représente  la  position  de  ce 
point  et  que  x  désigne  toujours  sa  distance  au  point  A ,  a?  -|-  ^ 
exprimera  la  distance  BB',  de  sorte  qu'en  écrivant  encore  que 
les  deux  mobiles  ont  mis  des  temps  égaux  pour  aller  de  ce 
p<Hnt  &'  aux  points  A  et  B ,  on  obtiendra  pour  l'équalion  du 
probiènie  aetnel 

v~    v'    ' 

qui  n'est  que  l'équation  [6]  ellemême  ;  par  conséquent ,  en  la 
lésolvant,  nous  trouverons  ime  valeur  égale  et  de  signe  contraire 
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ji  seelle  que<Boas«s«cnQft  itirée  de  réquation  [4] ,  c'«sl4-(llfe*i3nB 
tVBkvrfMiBitîve ,  puisque v^e&têvtffmé <t»'. 

^t4S.  %nfin  nous  observerons  qu'il  est  facile  de  rendre  1a 
-formule  [S]  applicable  au  cas  obles  deux  mobiles  se  mouvraient 
•an-eensieontraire  ;  car,  puisque  nous-regardons  comme  positives 
les  distances  mesurées  dans  le  sens  ÂB,  il  est  clair  que  si  les 
mobiles  vont  àla  rencontre  l'un  de  l'autre,  la  vitesse  de  celui 
•qui  ftftt  ée*%' devra  être  aetnéllenïeift'dffieefée  du  signe — ,  et 
qu'eniti  11  suffira  de  thanger  dans  [4]  v'  en  — t;','oe  qui  don- 
nera 

av 


.»  = 


t>-+<t; 


/• 


'C'est  effectivement  là  ce  que  Ton  trouverait  en  traitant  direc- 
tement la  nouvelle  question. 

145.  Concluons  donc  l*"  que  la  valeur  négative  trouvée  ftOMr 
l'inconnue  d'un  jproblème  peut  provenir  de  ce  ^ue  son  én/oncé 
renferme  une  condition  impossible  à  remplir;  que  .pour  r/scii^ 
fier  cet  énoncé ,  il  faudra  changer  \en  —  x  dans Xiéqualtion,^  ei 
modifier  F  énoncé  de  sorte  que  la  nouvelle  équation  en  soit  la 
traduction  fidèle;  et  qu'enfin  on  obtiendra  la  solution .du^pra^ 
.blême  y  en  attribuant  a  l'inconnue  un  mode  d'existenQe  directe- 
ment contraire  à  celui  qu'on  lui  avait  supposé, 

Sh  d'apttès.la  nature  des»cGnditmLsphysiques.de2ê,ffiustio$k, 
rimonnue M  pouvait jHis  admettre  ee$  dmx  vtode^.d'eaistmâe 
çBposés^  il  fjmdraU  rejeter  la  valeur  négative  trûmée^ifttm 
conclure  gueJcproblème  £st  4out  A  faiidmpQssible. 

3f*  Qufttoiiiflfeitr  n4taitive*iromée.p0urd'im(mmm  d'nmpr^ 
^àlèmefimt^pronmir^  non  dune .ab$Ufdi^  /dans l'éntmai^Msiê 
d'une  fausse  hypothèse  qu'on  aurait  faite  en  île  éneUmd  -m 
équation;  mais  qu'on  obtiendra  encore  la  solution  cherchée  ^  en 
attribuant  à  Finconnue  un  mode  ff existence  directement  con- 
traire  à  celui  qu'on  lui  avait  supposé. 

ê*  QmiÊiidam  Fé$imicéd''unprsbUme  .^nenfemnmÊt'^dmqmm* 
éitésiqni  pÊmwnlmMéruie^mêêimtd'mieàÊmeO'dmiQùtûmÊÊiti 
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lêfmJaUfyifUÊlgum  ^HÊtas  dknite  taUes  mmmnt-à  *étpe  égomjMes 
dans  un  sens  oppoÊéàtiakêi  ftiMfcr  uwaient  ^  ^qimmd  Péquatiên 
de  ce  problème  a  été  établie  y  il  ne  sera  pas  nécessaire  de  former 
directement  une  nouvelle  équation. pour  le  nouveau  problème ^ 
il  suffira  de  changer  ^  dans  la  première  ^  le  signe  de  chacune  des 
guantiiés^  dont  le  mode  d'existLenceaurxi/Aat^gé. 

On  B'ajias  démontré  diiectemeat.et.d'une.jiianiài3e(géné£ale 
x^etie  propriété  de&sigafis  +.ei  — ,;  on  ne.s'en  est. assuré  916 
j[>ar.an.grandiiambie  4e  vérifications ,  qui  beureusement.sânt 
assez  variées  pour  qa-il  ne  puisse.euaier,^dans  ua  esprit  juste , 
aiioiin.doute  sur  llezactitudedde  oette  prcfiriétéessentielle. 

i4S.,Nous  avoiis  vu  que  quand. ti.<t;\ia£otimile.[ô]  dfnae 
jpour  «  une  valeur  négative  :  .or,.si  Toasai^ûse  que  iu'  dùnixuie, 
les  valeurs  correspondantes  de  <p Testent  .négatives,  mais. aug- 
mentent numériquement  jusqu'à  l'infini^  ce  qui  a  lieu  quand 
v'z=zv.  Ainsi,  suivant  que  v'  décroitca  jusqu'à  devenir  égal  à  t?, 
ou  que  c'est  v  qui  diminuera  jusqu'à  devenir  égal  à  t;',  la  valeur 
de  X  tendra  vers  Yinfini  négatif  on  vers  Vinjlni  positifUmBi 

Ton  considémi  l'une  ou  l'autre  des  deux  expcvssicBs     //,| 

«iat      ■   At»  Is  ivaleurde ih  pimnière»  eomspoiidanifiià 

rfaypothèse  v  =  «',  serart  +  oo ,  et  celle  de  la  seconde  —  oo , 
car  Tune  reste  toujours  positive  et  l'autre  toujours  négative, 
quelque  valeur  que  l'on  attribue  à  v\ 

147.  .Nous  insistons  sur  ces  valeurs  infinies  de  Tinconnue 
jl'un^  problème  ;  car,  bien  qu'ellevs  soient  un  signe  certain  de 
rknpQ5sibilite.de  l'équation  d'où  elles  dérivent  (15{f),  il  peut 
arriver,  au  contraire,  qu'elles  foumissent.la  seule  solution  dont 
la  question  proposée  soit  susceptible.  Les  problèmes  de  géomé- 
trie, résolus  à  l'aide  de» méthodes  algébriques,  en  fournissent 
de  nombreux  exemples. 

)S»|ipmBns>qae  4!tNi  «ODiUe  ^mesier  mue  ^dno4ie.Jtui  tomche 
extérieurement  deux  cercles  donnés  :  si  Ton  prend  pour  incon- 
nue la  distance  x  du  centre  de  la  phis  grande  circonférence  au 
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poini  où  la  droite ,  qui  joint  les  centres ,  est  rencontrée  par  cette 
tangente  commune ,  on  trouvera  facilement 

dK 
«  =  « , 


K 


r 


en  désignant  par  d  la  distance  des  deux  centres  et  par  R  et  r  les 
deux  rayons.  Or,  si  l'on  suppose  R  =  r,  il  vient  x=  çp.  C'est 
donc  à  dire  que  la  tangente  demandée  ne  rencontre  pas  la 
droite  qui  joint  les  centres  et  que  par  conséquent  elle  lui  est 
parallèle.  Donc ,  pour  résoudre  le  problème  proposé ,  lorsque 
les  deux  circonférences  sont  égales  >  il  suffit  de  mener  k  Tune 
d'elles  une  tangente  parallèle  à  la  droite  qui  passe  par  les  cen- 
tres. Ainsi  la  valeur  infinie  trouvée  pour  x  a  fourni  la  seule 
solution  dont  le  problème  (ùt  susceptible. 

148.  PaoBLÈME  m.  Deux  robinets  peuvent  remplir  un  bassin^ 
k  premier  en  a  heures^  et  le  second  en  h  heures,  et  un  orifice^ 
pratiqué  dans  sa  partie  inférieure^  peut  le  vider  en  c  heures.  On 
ouvre  en  même  temps  les  robinets  et  l'orifice  ^  et  on  propose  de 
trouver  en  combien  d'heures  le  bassin  sera  rempli. 

Soit  X  le  nombre  d'heures  cherché.  Il  est  clair  que ,  si  de  la 
partie  du  bassin  qui  serait  remplie  par  les  deux  robinets  en 
X  heures ,  nous  retranchons  celle  qui  est  vidée  par  l'orifice , 
dans  le  même  temps ,  le  reste  devra  être  égal  à  la  capacité  du 
bassin. 

Or,  les  parties  du  bassin  qui  sont  remplies  par  chaque  robinet 
sont  proportionnelles  aux  temps  employés  à  les  remplir  ;  ainsi  9 
en  prenant  la  capacité  du  bassin  pour  unité,  on  calculera  la 
partie  y  du  bassin  que  le  premier  robinet  remplira  en  x  heures, 
en  posant  la  proportion 

X 

a:x ::  l  :y=-. 

a 

On  verra  de  même  qu'en  x  heures  le  second  robinet  remplira 

une  partie  du  bassin  marquée  par  ^,  et  que  l'orifice  en  videra 


[ 
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une  partie  représentée  par  -.  L'équation  du  problème  sera 
donc 

f  +  ^_î=l  [7], 

d*où  l'on  tirera  facilement 

oc  -f-  6c  —  ah  *■  •* 

Si  l'on  veut  déduire  de  cette  formule  le  temps  qu'il  faudrait 
aux  deux  rc^inets  pour  remplir  le  bassin,  s'il  n'y  avait  pas 
d*oriûce ,  on  supposera  que  les  dimensions  de  cet  orifice  dimi- 
nuent graduellement  jusqu'à  devenir  nulles ,  et  il  est  clair  que 
e  augmentera  au  contraire  indéfiniment,  et  vice  versa.  Donc , 
il  faudra  chercher  vers  quelle  limite  tend  la  formule  [8],  lorsque 
e  tend  à  devenir  plus  grand  que  toute  quantité  assignable. 
Pour  y  parvenir,  j'observe  que  e  entrant  è  la  fois  dans  les  deux 
termes  de  cette  fraction ,  on  ne  pourrait  pas  reconnaître  com- 
ment elle  varie,  lorsque  c  augmente  :  en  conséquence  je  divise 
ces  deux  termes  par  c,  ce  qui  donne 

a  +  6 

et,  sous  cette  forme,  on  voit  que,  e  croissant  sans  cesse ,  le  terme 

—  diminue  constamment.  Or,  on  peut  assigner  à  e  une  valeur 

assez  grande  pour  qu'il  devienne  plus  petit  que  toute  quantité 
donnée;  sa  limite  est  donc  zéro  ;  donc  la  limite  de  la  fraction  [9] 

est      .   ..  Telle  est  donc  l'expression  du  temps  que  les  deux 

robinets  mettraient  à  remplir  le  bassin ,  en  coulant  ensemble , 
s'il  n'y  avait  pas  d'orifice. 

149.  Ainsi ,  quand  en  voudra  trouver  la  limite  vers  laquelle 
tend  une  fraction  lorsque  l'une  des  quantités  qui  entrent  dans 
ses  deux  termes  tend  vers  l'infini ,  on  les  divisera  par  cette 
quantité  f  à  laquelle  on  donnera  ensuite  une  valeur  infinie. 
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liJO.  Il  suit  du  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  que  si 

c<  y  le  bassin  ne  pourra  pas  être  rempli ,  puisqu'il  aiu^ 

été  vidé  par  l'orifice  en  moins  de  temps  que  les  robinets  ne 
mettront  à  le  remplir.  C'est  ce  qu'indique  la  formule  [8] ,  car 

de  l'inégalité  c  <     .  r  on  tire  évidemment  ac-^be<^ab  ;  ainsi 

le  dénominateur  de  la  valeur  de  x  étant  négatif,  tandis  que 
son  numérateur  est  positif,  cetteTaleur  est  négative.  0^  a?  re- 
présente une  quantité  qui,  dans^  la  question  ad^xeHb,  ne  peut* 
pa9  avoir  des  modes  d'existence  opposés,  de  sorte*  qtjfune 
valeur  négative  de  x  tf  ayant  point  de- sem ,  die  estnn  signe  dt 

l  impossibilité  du  problème ,  lo^sq^e  £?< — p-v. 

ToBliribifi  ai  l'on^  veut  savoir  de  quel  pnablèiiieL  anaiogae  à- 
cdoi  qfie  no»  tuakoas  la  valeur  abBeiue  de  â7.founBîila^utîMi^ 
on  changera  a  %a  — œ  dans  Téquation  [7] ,  qui  deviendlsa.  aîocà 

X' X' X 

d'où.  a:=-j— 25î— 5-  [10]; 

ab  —  ac — bc 

puis  on  modifiera  l'énoncé  de  manière  que  la  nouvelle  équation 
en*60îl  la  traduclton  exacte.  La  formule  [90]  vésDirt  donc  cette 
question  :  Un  robinet  peut  remplir  un  bassin  en  c  heures^j  et 
deux  orifices  ^  pratiqués  dans  sa  partie  inférieure  ^  peuvent  le 
vié^,  PuftensL  heures  et  Vautre  en  b  heures'.  En  combien  de 
tempê^sera^^l  rempli  ^  si  l'on  ouvre  en  même  temps  te  robinet 
et  les  deux  orifices? 

g  II.  DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRE  À  PUJSIEDRS; 

INCONNUES. 

tttft.  Il  arrive  souvent  que  les  problèmes  renftirment  plu- 
sieurs inconnues ,  qui  ^seot  liées  les^  unes  aux  autfss  par  dès  re- 
lations asaes  fadles  à  saisir  pour  que,  Tune  d'elles  étant  connue, 


on  puisse  facilemeot  calculer  toutes  les  autres  ;  dans  ce  cas^,. 
le  problème  peut  être  traité  comme  s'il  n'y  avait  réellement 
qu'une  seule  inconnue.  C'est,  ce  que  nous  avons  fait  pour  las* 
problèmes  qui  ont  été  résolus  aux  n"*  4,  6  el  154.  Maïs  il  n'en, 
est  paa  toujours  ainsi  »  et  les  relations  dont  il  s'agit  sont  qiieir 
q^ois  très-difficilea  à  démêler  ;  dans  ce  cas ,  il  est  préfécabla 
de  Cure  entrer  toutes  les  inconnues  dans  le  calcul ,.  en  repré-* 
sentant  chacune  par  une  lettre  particulière.  De  cette  4MBièm,< 
ont  est  conduit  à  résoudre  un  système  composé  de  plusieurs 
éqiiatioQs.  entre  plusieurs  inconnues.  Nous  allons  examiner 
comment  on  peut  y  parvenir. 

iSSL  Neais  supposerons  d'alx^d  q|ue  les  inconniie»soi«nt€n 
même  nombre  que  les  équations  y  et  pour  commencer  par  la 
cas.  le  plus  simple,  nous  nous  proposerons  de  résoudre  deux 
équations  à  deux  inconnues  x  ety. 

Quelle  que  soit  une  pareille  équation,  on  pourra  toujours  la 
ramener  à- la  forme 

csril  stffflna,  pour  ceiii,  après  avoir  fhit  énmouir  lèsidKnomi^ 

nateurs(t52),  s'il  y  en  a,  de  transposer  dans  le  second  membre 

tous  les  termes  indépendants  des  inconnues,  et  dans  le  premier 

tous  ceux  qui  renferment  ces  inconnues  ;  puis  de  faire  la 

rédaction,  ce  qui  ramènera  Téquation  proposée  à  la  forme 

09*  -|-  9^  =  A; ,  si  elle  est  numérique  ;  et  si  elle  est  littérale ,  il 

n Y  snra  qa*ii  mettre  x  et  y  en  facteurs  communs  desr  quantités 

qu'elfes  muftiplient,  pour  la  réduire  à  la  forme  dont  il  s'agit. 

Soient  donc 

ax^bf^h  [11], 

i^vr  +  6>  =  A'  |ia], 

les  deux  équation^à  réseoiie.  U  esidair  91e  si  Ton  oonnaissaît 
la^VKdear dt«,  par  eaenpfe ,  qtti* ,  oonjoiateBaonl  aivee  une  eet- 
taine  valeur  de  y  saliafenaU  à  ces  égalions,  on  n'aurai  qu'à^ 
reaii^acer  x  par  cette  valeur  dans  l'me  ou  l'autre  dea  équa- 
tions [1 1]  et  [12] ,  elon  en  tineiait  faeilement la  vakuv  corres- 
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pMdante  de  y,  puisque  cette  équation  étant  du  premier  d^;ré 
se  peut  déterminer  qu'une  seule  valeur  de  y  correspondante  à 
une  valeur  donnée  de  x.  Toute  la  difficulté  est  donc  ainsi  rame- 
née à  déduire  des  deux  équations  proposées  une  équation  qui  y  ne 
renfermant  pas  l'inconnue  y,  détermine  toutes  les  valeurs  ébmt 
l'autre  inconnue  x  est  susceptible.  C'est  ce  qu'on  appelle  iLiMiNia 
Pinconnue  y  entre  ces  équations.  L'élimination  d'une  inconnue 
entre  deux  équations  peut  s'effectuer  par  trois  procédés  que 
nous  exposerons  successivement,  et  qui  sont  connus  sous  les 
noms  de  méthode  d*élimination  par  substitution,  par  Bioucnoir 
et  .par  les  pacteurs  indétirhinés. 

ittS.  Méthode  d'éldiination  par  substitution.  Si  l'on  re- 
garde pour  un  instant  x  comme  connue ,  on  pourra  tirer  de 
l'une  des  équations  proposées,  de  la  première,  par  exemple, 
la  valeur  de  y  (139), 

k  ^—  ax  ..  ^, 

y=— 5—  [133, 

et  il  est  clair  qu'en  substituant  cette  valeur  de  y  dans  l'autre 
équation  [12],  l'élimination  de  y  sera  effectuée.  L'équation  ré- 
sultante est 

a'x  +  V.^^:=^=h!  [14], 

et  je  dis  que  le  système  des  équations  [13]  et  [14]  est  équivaleiU 
à  celui  des  équations  [11]  ^^  [12],  c'est-à-dire  que  les  solutions 
de  lun,  sont  les  mêmes  que  celles  de  l'autre.  En  effet,  soient 
xs=a  et  y=p  un  couple  de  valeurs  de  at  et  de  y  qui  satisfont 
aux  équations  [11]  et  [12]  :  ce  couple  vérifiera  évidemment 
l'équation  [13]  qui  n'est  qu'une  transformée  de  l'équation  [11], 

de  sorte  qu'en  faisant  â? = a  la  quantité  — r —  se  réduira  à  p  ; 

par  conséquent,  en  remplaçant  or  par  a  dans  l'équation  [14] , 
on  trouvera  le  même  résultat  qu'en  faisant  or = a  et  y=p  dana 
l'équation  [12]  ;  mais  la  substitution  de  ces  valeurs  a  et  p,  à  la 
place  de  ^  et  de  y  dans  [12] ,  vérifie  cette  équation  ;  donc  l'équa- 
tion [14]  sera  aussi  vérifiée,  lorsqu'on  y  remplacera  x  par  «. 
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Donc  t9itie  sobOUm  de$  équoHms  [11]  et  [12]  satisfM  aux 
éqmMcm  [13]  et  [14].  Je  dis  mainteiuml  que  la  réciproque  ni 
vraie:  car  si  â?=sa  et  y=p  sont  an  couple  de  valeurs  qui  véri- 
flenl  les  équations  [13]  et  [14],  ce  couple  satisfera  nécessaire- 
m^t  à  l'équation  [11]  qui  n'est  qu'une  transformée  de  Téqua- 

tion  [13].  liais  nous  supposons  que  la  fraction  — ? —  se  réduit 

à  p  quand  on  y  remplace  x  par  a  :  donc  en  faisant  â:=a  dans 
réquation  [14] ,  on  trouvera  le  même  résultat  qu'en  remplaçant 
â?  et  y  par  a  et  p  dans  [12]  ;  or  Téquation  [14]  est  vérifiée  par 
x=a,  donc  l'équation  [12]  le  sera  par  ar=a  et  y=P;  donc  Us 
solutions  des  équations  [1 1]  et  [12]  soni  identiquement  les  mêmes 
que  celles  des  équations  [13]  et  [14]  ;  de  sorte  qu'au  lieu  de 
résoudre  le  premier  système,  il  n'y  a  qu'à  résoudre  le  second, 
ce  qui  est  facile. 

L'équation  [14]  ne  renfermant  que  la  seule  inconnue  x^  on 
en  tirera  successivement  (159) 

{hti—aVye^bk—kV, 

^  =  671^56'  tl5]. 

le  substitue  maintenant  cette  valeur  de  x  dans  l'équation  [13]^ 
ce  qui  donnera 

abhf  —  ahV      bka'—akV—abV-^-akb' 

y= — 


*        ha'—aV  ba'-^ab' 


Un  disant  les  réductions ,  le  numérateur  de  cette  dernière 
expression  de  la  valeur  de  y  devient  b/sa' — abk\  quantité  qui 
est  divisible  par  6.  On  aura  donc  enfin 

On  ne  trouve  ainsi  qu'un  seul  couple  de  valeurs  pour  x  et 
pour  y,  perce  que  l'équation  [14],  qui  est  du  premier  degré 
c.  7 
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piiiifqporfeàa;|  ne  peut  doua»  <|ii'un«*Mui»«it«rpMr 
manamift,  efcqae  l!éqaalioii'[l3}  ne  fouaiii,.pBrk  méiMroiiaan^ 
qa^uaaeiilB'WABnii paut y, de aoeta 40» le ajpilànftdit  fipift 
tiMs[t33;etitS43  M  pumufiini  adnetlve  qu'iukouLaoïi^ét 
vilmadftâr  air.dft  y^.  ik  «a  esb  BécaHurtBiâaÉ.  de  méati  dtt 
système  do»  ouations  [U]  et  [12] ,  qui  lui  est  équivalent» 
tS4.  ExBMfLE.  Résoudre  les  deux  équations 

Sx      y      4 X       y 

2j;  —  2-= — — -=^^ — kl — • 

Je  commence  par  les  ramener  à  la  forme  des  équations  [11]  et 
[12] ,  et,  pour  cela,  je  &is  d'abord  évanouir  les  dénominateurs, 
ce  qui  donne 

64a:  — 12y— 80  =15^:  — lOy, 
120j:  — 160=5a:  —   4y  +  66. 

Ces  équations  reviennent  aux  suivantes  : 

39ar— 2y=  S0\ 
Il5a?  +  4y  =  226j  ^^^^' 

Je  tire  de  la  première  de  ces  deux  équations 

39a:  — 80 
y—        2       * 

et,  en  substituant  cette  valeur  de  y  dans  la  seconde,  je  trouve 

1 1 5a: +78a?— 160=226,    d'où-    a?=2;. 

Je  remplace  x  par  2  dans  l'expression  précédente  de  y,  et  il  en 
résulte  y =—1,  de  sorte  que  a:  =  2  et  y  =  —  1,  forment  la 
solution  des  équations  proposées. 

188.  On  pourrait  encore  résoudre  Tes  deux  équations  numé- 
riques que  nous  venons  de  considérer,  à  Faide  des  formules 
générales  [15]  et  [16].  En  comparant  en  effet  leurs  transfor- 
mées [17]  aux  équations  littérales  [11]  et  [12],  on  verra  que, 
pour  identifier  celles-ci  avec  elles,  il  n*y  aura  qu^à  faire 

a=39,  b=—%  4=80,  a'=115,  ft'=4,  *'=2»6, 


I 

et  substituer  ensuite  ces  valeurs  dans  [15}  et  daB&  [16],  ce  qui 
donnera 

_— 2.226 — *.80__ç,      _   80.115— 39. 226_ 
^~— i-.îlS— 4.39~^  *~— 2^.115—  4.  39"     ** 

iS6.  Héthodb  D*ÉLiif]NATioN  PAB  RiDUCTioN.  Si  les  Coefficients 
de  rinconnue  y,  que  nous  voulons  éliminer,  étaient  égaux,  il  est 
évident  qu'en  additionnant  ou  en  soustrayant  les  équations  pro- 
posées, membre  à  membre,  suivant  que  ces  coefficients  seraient 
affectés  de  signes  contraires  ou  de  signes  semblables,  TélTmina- 
tion  de  y  serait  effectuée.  Tâchons  donc  de  rendre  égaux  tes 
coe/peients  de  cette  ineonmte. 

Si  les  coeffieients  de  y  sont  premiers  entre  eux,  nous  multi- 
plierons chacune  des  équations  proposées  par  lé  coefficient  que 
'   cette  inconnue  a  dans  l'autre,  et  nous  aurons  évidemment  attrint 
mrtnbut. 

<  Si  les  ooefBcieiits  de  y  ne  sont  pas  premiers  entre  euSy  nant 
chercherons  leur  plus  «mple  multiple  {Aritbméiiq%my  W),eftl. 
sufiha  im  awltiplier  chaque  équation  par  1«  quotient  oblnu 
en» iSvisnt ee phis  simple  multiple  par  le  ooMmatqmpu^ 
dan»  cette  équation. 

Supposons  donc,  pour  fiMr  les  idées^  que  beil/  soient  deux 
nombres  premiers  entre  eux  ;  nous  multiplierons  Téquation  [1 1] 
par  b\  réquation  [12]  par  6,  et,  en  soustrayant  membre  à 
membre  les  deux  équations  résultantes,  on  trouvera 

et  je  dis  qu'an  système  dés  équaHons  [11]  et  [12]  on  peut  sub- 
stituer  le  sysième  des  équatàûns  [11]  et  [18].  Pour  le  bise  voie 
facilement,  supposons  que,  dans  chacune  des  équations  propo- 
sées, on  ait  fait  passer  tous  les  termes  dans  le  premier  membre, 
et  représentons  par  A  =  0  et  par  A' = 0,  ce  que  deviennent 
ainsi  les  équations  [1 1]  et  [12]  ;  l'équation  [18]  pourra  ainsi  être 
ramenée  à  A^ — A'6=:0,  et  il  s'agira  de  démontrer  que  le 

A  =0) 

système  des  équations  ^/^  g  L^^  équivalent  à  celui  des  équa- 
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tions  a -, A'*— n  I  *  ^^*  *'  ^^  ^^^^^  ^"^  ^^^  couple  de  valeurs 

de  X  et  de  y  qui  vérifiera  les  équations  du  premier  système, 
vérifiera  aussi  celles  du  second,  puisque,  par  la  substitution  de 
ces  valeurs  au  lieu  de  x  et  de  y,  les  polynômes  A  et  A'  deve- 
nant nuls,  kb'  —  Mb  le  deviendra  aussi.  Réciproquement,  tout 
couple  de  valeurs  de  â?  et  de  y  qui  satis&it  au  second  système, 
anéantissant  A,  ne  pourra  satisfaire  à  Téquation  kb' — k'b=zO^ 
sans  anéantir  Mb  et  par  conséquent  A',  puisque  6  est  un  nombre; 
donc  ce  couple  vérifiera  les  équations  A  =  0  et  A'  =  0  du  pre- 
mier système.  Donc  enfin  les  solutions  du  système., 3^    | 

sont  les  mêmes  que  celles  du  système  . . , a 'a — o  I  • 

On  tirera  donc  de  l'équation  [18]  la  valeur  de  x^  et,  en  la 
substituant  dans  l'équation  [1 1],  on  en  déduira  la  valeur  corres- 
pondante de  y.  Nous  n'entrerons  pas  dans  les  détails  de  ce 
calcul,  qui  ne  saurait  présenter  de  difficultés. 

iW.  Dans  la  pratique,  il  sera  souvent  plus  conunode,  pour 
avoir  y,  d'éliminer  x  entre  les  deux  équations  proposées,  et  de 
tirer  de  l'équation  résultante 

(Ob'  —  ba')y= ûK — hù!  [19], 

la  valeur  cherchée  de  y.  Mais  il  faut  alors  démontrer  que  le 
système  des  équations  [18]  et  [19]  est  équivalent  à  celui  des  équa- 
tions [11]  et  [12].  Pour  le  faire  le  plus  simplement  possible, 
nous  observerons  qu'en  ramenant  les  proposées  à  la  forme 

A  =  0  et  A'=:0, 

les  équations  [18]  et  [19]  reviendront  aux  suivantes 

kV  —  k'b  =  0  et  A'a— Aa'=0. 

D'abord  il  est  évident  que  tout  couple  de  valeurs  de  x  et  de  y, 
qui  satisfait  au  premier  système,  satisfait  aussi  au  second.  On 
voit  ensuite  que  tout  couple  de  valeurs  qui  vérifie  les  équations 
kV — A'6 = 0  et  Ma — Aa'  =  0  satisfait  aussi  à  l'équation 

a(A  y — A'6)  -h  6(A'a  —  Aa') = 0, 
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qne  l'on  obtient  en  les  traitant  comme  si  on  voulait  éliminer  le 
polynôme  A'  entre  elles  (186);  donc  ce  couple  doit  aussi  véri- 
fier l'équation 

à  laquelle  celle-ci  se  réduit  :  mais  comme  nous  supposons  ex- 
pressément que  aV — ba!  n*est  pas  nul,  sans  quoi  on  ne  pourrait 
pas  tirer  des  équations  [18]  et  [19]  les  valeurs  de  x  et  de  y,  il 
faut  que  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  À  anéantisse  ce  po- 
lynôme. Par  conséquent,  ce  même  couple  ne  peut  vérifier  Tune 
oo  l'autre  des  équations  A6'-*À'6=0  et  A'a— Aa'=0  sans  anéan- 
tir A';  donc  il  satisfait  au  système  A=0  et  A'=0;  donc,  etc. 
1)18.  EsiMPLi.  Résoudre  les  équations 

4j?— 3y— 7_3j? 2y 5 

6         ^10      15     6' 

y— 1   .  X      3y     ._y—it  1^.1 
3     "^2      20  16    "^6"^  10' 

Sn  fusant  évanouir  les  dénominateurs ,  réduisant  et  transpo- 
sant ,  on  trouvera 

15a:-l4y=rl7) 

24a?-f  7y  =  86|  ^    ^' 

J'élimine  y  entre  ces  d^ux  équations,  et  comme  14  est  lui- 
même  le  plus  petit  multiple  des  coefficients  de  cette  inconnue, 
il  suffira,  pour  y  parvenir,  d'ajouter  aux  deux  membres  de  la 
première  les  produits  respectifis  des  deux  membres  de  la  se- 
conde par  2,  ce  qui  donnera 

63â?=:189,    d'où    ^=3. 

Je  substitue  cette  valeur  de  x  dans  l'une  des  équations  [20], 
dans  la  première,  par  exemple,  et  il  vient  ainsi 

45— I4y=:17,    d'où    y=i^IliZ=2. 

Au  lien  de  substituer  ainsi  la  valeur  trouvée  pour  x  dans  l'une 
des  équations  [M],  on  aurait  pu  éliminer  x  entre  elles  (157). 
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Le  pIoB  petit  mnltlple  des  coefBeîents  de  oette  imeDMe  étant 

120 
120,  on  multipliera  la  première  équation  pai'-7r-=  8 ,  la  se- 

120 
conde  par  -^  :s  5,  et  en  votnmdiant  membre  à  membre  les 

éqiatieBS  résultantes,  on  trouvera 

(112+35)y=430— 136, 
on  bien 

I47y=294,    d'où    y  =  ^=t. 

ittê,  il  est  maintenant  facile  de  rémuén  im^éqmiimiM  eu 
pimnkr  degré  mire  m  tneamiites.  four ôHa^  m  mmmmœmfÊir 
faire  évanouir  les  dJwwwtoirf uurt ,  s'î/y  a»  a,  pmk  an  imnepo' 
sera  dans  un  seul  membre  tous  les  termes  gui  contiennent  Us 
inconnues,  et  on  fera  passer  tous  ceux  gui  en  sont  indépendants 
dans  r autre  membre^  de  sorte  gue  les  équations  proposées  seront 
ramenées  à  la  forme 

aa:  +  6y +  (?«  + ^ï* +••••==  *• 

Cela  fait ,  on  éliminera  tune  des  inconnues  sucees»vetnânt 
entre  l'une  de  ces  éguations  et  chacune  des  autres^  ce  gui  don- 
nera (m  —  1)  éguations  entre  les  (m — i)  autres  inconnues;  on 
éliminera  de  même  une  de  ces  {m — 1}  inconnues  successivement 
entre  tune  des  (m  —  1)  éguations  gue  Fon  vient  d'àbfenèir  et 
chacune  des  autres ^  ce  gui  Sonnera  (m — S)  éguations  entre  tes 
(tn — 2)  autres  inconnues^  et^  en  continuant -ainsi^  on  parviens 
dra  à  3  éguations  à  trois  inconnues  ^  puis  à  2  équcttionsà 
deux  inconnues^  et  enfin  à  unb  éguation  à  ims  seule  inconnue. 
On  résoudra  cette  dernière  ^guationf  et  on  substituera  la  valeur 
fmmvée^  jpour  son  inconnue^  dans  l'une  des  deux  éguations  à 
deux  inconnues^  ce  gui  fera  connaître  la  valeur  d'une  seconde 
inconnue.  En  substituant  ensuite  les  deux  valeurs  trouvées^ 
dans  l'une  des  trois  éguations  à  trois  inconnues^  onobtiendra  la 
valeur  d'une  troisième  inconnue,  puis  on  trouvera  de  la  même 
m/mière  selle  tf '«ne  iguatrième  insmmue,  eV  oênsi  ék  sulêe  en 

I  OlIIVliiWif  V* 
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PBor  fwtifier  cette  règle,  il  mta  ée  déowilnr  que  le 
systtee  idet  jéqnatins  ffopeeéeB  «st  éqoinfeot  a«  «yiÉiMe 
fonné  de  l'.une  d'elles,  de  Tune  des  (m — IJ  équations  à  (m— 1) 
inconnaes,  de  Tune  des  (m— "2)  équations  à  (m — 2)  incon- 
nues,.... -de  IHine  4es  deux  équations  %  âeux  înoonmiei,  et 
enfin  de  Féquation  à  une  seule  inconnue.  Supposons,  potrrle 
faire  vûk*  qu'on  ait  fiût  pisaar  4aus  les  tenues  dans  iejpremier 
membre ,  ce  qui  réduira  le  second  à  zéro ,  et  représentons  les 
équations  résultantes  par 

A  =  0,  Ai=0,  At=0,....  Afl^=0  J21J. 

Je  suppose,  pour  fixer  les  idées ,  que  Ton  efiéctue  Télimination 
de  l'une  4m  încoBnuBs  entre  l'équation  1l=sù^  «et  «chacune  des 
autres,  par  la  méthode  de  réduction,  et  j'^pelle  a»  Oi,  Oi,.... 
Om  i»  les  coefficients  de  œtle  ÎBOQDBtie<ëeas  les  proposées.  Les 
(j9i —  1)  équations  à  (m — 1)  inconnues,  qui  proviendront  de  cette 
élimination  ,*8en3ift  ainsi  i^rtsentées  par 

Affi— Aia=0,  Afl,— AiB=a,, .  • .  A».^!— A»_ia=0    [22]  ; 

et  je  dis  qu'au  système  des  équations  [21],  on  peut  substituer  le 
système 

formé  de  T'nne  des  proposées  et  destin— 1)  équations  qu\)n 
vient  d'obtenir.  11  est  évident  en  éfiet  que  tout  système  de  va- 
leurs des  Inconnues  qui  satisfait  aux  équations  [SI]  safisfaH  aussi 
aux  équations X23];  réciproquement,  tout  système  de  valeurs 
des  inconnues  qui  vérifie  les  équations  X28],  devant  anéanfir 
les  polynômes  A  *êi  ÉMt — AïO,  àoi — A^^.-. .  •  Aa».i— A».ia, 
devra  nécessairement  rédiiire  Ai,  A|,.  • . .  A«.t  à  zéro,  car  a 
n'est  pas  nul  ;  donc 4e  système  [S3]  est  équivalent  au  système  [21]. 
Si  maintenant  on  élimine  une  des  inconnues  4ui  enlBenlidans 
les  équations  [22]  entre  Tune  d'elles  et  chacune  des  autres,  on 
obtiendra  (m-^2)  équations  à  (m— S)  incomraes 

^B=d,  ïiSï'O,  Vfl=^|,  .  •  •   Ba»^:=9| 
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et  on  prouvera ,  comme  tout  à  l'heure ,  que  le  système  des 
équations  [22]  peut  être  remplacé  par  celui  des  équations 

Aai— Aia=0,  B=:0, Bi=0,....  B«_«r=:0, 

et  que,  par  conséquent,  celui  des  équations  proposées  est  équi* 
valent  au  système  des  équations 

A=0,  Aai— Aifl=0,  B=0,  Bi=0,. . . .  B«^=:0, 

et  en  continuant  ainsi,  on  parviendra  à  démontrer  la  proposi- 
tion que  nous  voulons  établir. 

160.  Exemple  1.  Résoudre  les  ëquatUms 

Zy—t_6z      a:  ,4      6x.4z_     ,5 

3x  +  l       z    ,  l_2z  I  y 
~T^      l4'+'6""2l"^3* 

Je  fiiis  évanouir  les  dénominateurs,  je  transpose,  et  il  vient 

lOr  +  lSy  — 24«  =  41, 
1&»— 12y  +  16«  =  10, 
18a?  — I4y—  7z  =  —  l3. 

J'élimine  actuellement  x  entre  la  première  et  la  seconde,  ce  qui 
se  Eût  en  multipliant  Tune  par  6,  l'autre  par  4,  et  en  les  re- 
tranchant membre  à  membre;  puis  entre  la  seconde  et  la  troi- 
sième, et  pour  cela  je  multiplie  la  seconde  par  6,  la  troisième 
par  5 ,  et  je  retranche  ensuite  les  deux  équations  résultantes 
membre  à  membre.  De  cette  manière  je  remplace  le  système 
des  équations  proposées  par  le  système  suivant  : 

iar+  15y—  24z=  41, 

138y  — 208j(  =  206, 

—     2y  +  13U  =  125. 

L'élimination  de  y  entre  les  deux  dernières  donne 

983U=9831,    d'où    z  =  l. 
En  substituant  cette  valeur  dans  la  troisième  des  équations  pré- 
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131  — 125 
cédentes,  cm  trouvera  y = — 5 =3,  et  enfin,  au  moyen 

de  la  première^  on  obtiendra  3  pour  valeur  de  x, 
ExmPLS  II*  Résoudre  lês  éçuations 

ar— 4y  +  3a  +  3»— 6ti  =  ll, 
&r— 6y  +  2«— '4«=11, 
lOy  — 3«  +  3tt  — 2r  =  2, 
5«  +  <^  +  2«?— 2^  =  3, 
611  —  3t;  +  4a?— 2y  =^  6. 

Comme  la  première  de  ces  équations  est  la  seule  qui  renferme 
les  cinq  inconnues,  nous  allons  tâcher  d'éliminer  une  d'elles,  t; 
par  exemple,  entre  la  première  et  les  trois  dernières,  et  nous 
pourrons  ainsi  remplacer  le  système  des  équations  proposées 
par  le  système  formé  des  trois  équations  ainsi  obtenues,  de  la 
seconde  et  de  l'une  des  autres.  J'élimine  donc  t;  successivement 
entre  la  première  et  la  dernière,  entre  la  troisième  et  la  qua- 
trième, et  entre  la  quatrième  et  la  cinquième,  de  sorte  que  je 
substitue  au  système  des  équations  données,  le  suivant  : 

3a? —  5y+2a  —  4i#  =  ll, 
7â7— 6y  +  3»=l7, 
10y+  2a  +  7v— 2a?=  5, 
16«+24tt  +  2a:— 4y=21, 
lOy —  32-f  3u — 2r=  2. 

Comme  la  seconde  de  ces  équations  ne  renferme  que  a:,  y  et  ^, 
j'éliminerai  u  successivement  entre  la  première  et  la  troisième, 
et  entre  la  première  et  la  quatrième,  et  je  formerai  ainsi  le 
système  d'équations 

5y-j.22«+ 13^  =  97, 

27a  +  2aï?— 34y  =  87, 

7a?—  6y+  3s  =  17, 

3a?—  5y+  2«—  4tt=ll, 

lOy—  3k+  3ti—  2t;=  2. 

J'éKmiM  aetueUement  m  entre  la  première  et  la 
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puis  entre  la  seconde  et  la  troisième,  et  j'obtiens  le  nou^ieau 
système 

147y  — 1  ltta?= — W, 

4Sa?—  20y=e8, 

3-5  — 6y4-**—    4flr=ll, 

Enfin,  en  éliminant  y  entre  les  deux  premières  de  ces  équa- 
tions, le  système  proposé  sera  remplacé  par  le  suivant 


4021a:  =  8042  \ 
43a?—     20y=     66  J 
—  «♦'+       3a=     17> 

—  4tt=     11  \ 

—  «2r=       2^ 


7a?—  6y+      3a  =     17  >    d'où 
3a? — 5y+  2z 
lOy  —  33+  3tt 


EuHeLi  JIL  Résoudre  les  ëguatiom 

3y  — 5«  +  2w  =  — 4, 
«+2«— 8«r=— 7, 
4xp— Sy+7«  — 6»  =  6, 

J'élimine  y  successivement  entre  la  première  et  la  seconde,  et 
entre  la  première  et  la  quatrième,  ce  qui  me  fournit  le 
système 

2x+  M — 2ii=7, 

Bar+Sa— e«^=9, 

«  +  2tt — 3a?= — 7, 

2a?+3y  — 4«  =  3. 

J'élimine  actuellement  z  entre  la  première  et  la  troisième,  puis 
entre  la  première  et  la  seconde  ;  mais  le  résultat  de  cette  seconde 
élimination  est  l'égalité  absurde 

dmciln^y tt  aocim  syactic  de^valeurs  de  tr,  y,  s,'«,  qd fiiiBae 


I 


vérifier  le  sjslème  proposé^  car,  s'il  y  en  avaiU  U  faudrait  que 
ces  valeurs  de  x^y^  Zj  u^  pussent  vérifier  cette  équation 

0=12. 

An  reste ,  fm  Tecofimatt  fKilemeiït  l'incompatilHlité  des  équa- 
tions par  lesquefies  on  a  remplacé  le  système  proposé,  car  en 
divisant  la  seconde  par  8 ,  il  vient 

2a?-f   «  — 2w=7, 
2a?-4-  i5  — 2ii=a, 
s -f  liH— te=— 7 , 
2r4-%— é«=«; 

or  il  est  évident  que  jsiles  équations  proposées  admettaient  une 
solution,  celles-ci  en  admettraient  aussi  une,  et  il  faudrait  pour 
cela,  que  2X'\'Z  —  2u  fût  à  la  fois  égal  à  7  et  à  3,  ce  qui  est 
absurde. 

161.  Nous  avons  supposé,  jusqu'ici,  que  Ton  avait  autant 
d'équations  que  d'inconnues  :  mais,  si  l'on  n'en  avait  pas  le 
même  nombre ,  qu'arriverait-'il  ? 

Supposons  que  l'on  ait  moins  d'équations  que  d'inconnues , 
et  y  pour  prendre  d'abord  le  cas  le  plus  simple,  que  l'on  ait  une 
seule  équation  à  deux  inconnues , 

€uc-{-by^=zk. 

Si,  en  regardant  y  comme  connue,  on  résout  cette  équation  par 
rapport  à  j?  ,  en  en  tirera 

k  —  by 

et  si  l'on  aabstitue  cette  expression  4e  œ  dans  la  proposée^  il 
est  dair  que  l'équation  résultante  se  néduiraàttDe  identité(âiV), 
de  sorte  qu'elle  sera  vérifiée  sans  qu'il  soit  besoin  4'assigner 
aucune  valeur  particulière  à  y.  On  pourra  donc  donner  à  cette 
inconnue  telle  valeur  qu'on  voudra,  et  la  substitution  dans 
iur-(-^:=:*,  de  cette  valeur  et  'de  la  vdeor  oorrespondante  -fie 
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Jfc— év 
X ,  déterminée  par  la  formule  x= -y  vérifiera  cette  équa- 
tion, qui  admet  ainsi  une  infinité  de  solutions. 

Supposons  maintenant  que  Ton  ait  m  équations  entre  m'{-n 
inconnues.  Si  Ton  r^arde  n  quelconques  de  ces  inconnues 
comme  déterminées,  on  pourra  déduire  des  m  équations  pro- 
posées les  valeurs  des  m  autres  inconnues,  en  fonction  des  n 
premières,  et  il  est  évident  que  si  l'on  substitue  les  fonctions 
ainsi  trouvées  dans  les  m  équations ,  les  équations  résultantes 
seront  des  identités,  de  sorte  qu'elles  seront  satisfaites  d'elles- 
mêmes  et  par  le  seul  jeu  des  signes,  et  cela  indépendamment 
d'aucune  hypothèse  particulière  faite  sur  les  valeurs  des  n  pre- 
mières inconnues.  Donc,  quelques  valeurs  arbitraires  qn^oa  leur 
assigne ,  les  valeurs  correspondantes  des  m  autres  inconnues 
satisferont  toujours  aux  équations  proposées  conjointement  avec 
elles.  Donc  ces  équations  admettent  une  infinité  de  systèmes  de 
valeurs  pour  les  inconnues  qu'elles  renferment;  donc  elles  sont 

IKDÉTSRMINteS. 

169.  £xiMPUi  I.  Résoudre  les  deux  équations 

Sa?-f  3y  — 43  +  2w  =  — 6, 
4a?  — 3y  +  2«  — 3tt  =  7. 

Je  regarde  zeiu  comme  des  quantités  connues,  et  je  tire  en 
conséquence  de  ces  deux  équations  les  formules 

œ  = ^,     y  = g , 

de  sorte  qu'en  donnant  à  js  et  à  ti  des  valeurs  arbitraires  quel- 
conques, on  en  déduira  des  val^jurs  correspondantes  pour  x  et 
pour  y.  Si  l'on  suppose ,  par  exemple,  «  =  3et«i  =  —  l,on 
trouvera  que  or =1  etquey=2.  Ainsi,  les  équaUons  proposées 
admettront  la  solution 

37=1,  y  =  2,  «  =  3,  «  =  —1. 
On  en  trouvera  de  mdme  autant  d'autres  que  l'on  voudra. 
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£xBifPLB  II.  Ré$6udre  les  équafùms 

2x-\-  3y  — 4a  =  3, 
3y+  52  — 2f*:i=10, 
«+  2tt  —  3x=: —  7, 
te  — 3y  — 23J5  +  eii  =  — 24. 

Eu  éliminant  y  entre  la  première  et  la  deuxième  de  ces  équa- 
tions, puis,  entre  la  première  et  la  quatrième,  on  pourra  rem- 
placer leur  système  par  le  suivant  : 

2a?—  9z+2u=, —  7, 
6x  — 27z-f-6i*  =  — 21, 

z+  2ti  — ir= —  7, 
2j?-|-  3y  — 4a  =  8. 

Mais  je  remarque  que  la  deuxième  équation  de  ce  système 
étant  le  produit  de  la  première  par  3 ,  si  on  divise  tous  ses 
termes  par  3 ,  on  retombera  sur  cette  première.  On  n'a  donc 
ainsi  que  les  trois  équations 

2a?  — 9«  +  *«  =  -^7, 
«  +  2«  —  Sx^  —  7, 
24î  +  3y  — 4^  =  3, 

entre  les  quatre  inconnues  a; ,  y ,  j( ,  tt ,  de  sorte  que  le  système 
proposé  est  indéterminé.  Si  on  veut  en  trouver  des  solutions, 
on  éliminera  u  entre  la  première  et  la  deuxième ,  ce  qui  don- 
nera 

Sx—lOz  =  0, 

xf  +  2tf —  Sx=  —  7, 

2a?-f-3y —  4s  =  Z. 

On  tire  de  la  première  x  =  2z^  eien  substituant  cette  valeur 

i    — 7+Sz 
dans  les  deux  autres,  elles  donnent  u= ^ —  et  y=  1  ; 

I  * 

ainsi  en  faisant,  par  exemple,  a  = — If  on  aura  ir= — 2 
et«= — 6;  desortequea?=— 2,y=l,«= — 1  et  v=s — 6 
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forment  une  solution  des  équations  pro|MMies.  Si  «it  frit 
«  =  1 ,  on  trouvera  un  autre  système  de  valeurs ,  savoir  : 

a?  =  2,  y=l,  z  =  l  et  u=  — 1, 
etc.,  etc. 

165.  On  voit,  par  cet  exemple,  qu'un  système  d'équations 
peut  être  indéterminé  >  quoique  le  nombre  des  inconnues  ne 
soit  pas  supérieur  à  celui  des  équations;  mais  aussi  une  de  ces 
équations  est  une  conséquence  de  deux  ou  de  plusieurs  des 
autres.  Ainsi  la  quatrième  a  été  formée  en  ajoutant  membre  à 
membre  les  équations  obtenues  en  multipliant  la  première  par  2 
et  la  deuxième  par  — 3. 

164.  Si  l'on  a  plus  d'équaiitms  que  d'inconnues  y  par  exemple, 
(m-^-n)  équations  entre  m  incdnnues,  les  équations  proposées 
sont  en  général  incompatiblbs  ;  car,  pour  qu'un  système  de  va- 
leurs des  m  inconnues  puisse  satisfaire  aux  équations  proposées, 
il  faut  et  il  suf&t ,  qu'en  tirant  ces  valeurs  de  m  quelconques 
des  équations  proposées,  et  en  les  substituant  dans  les  n  autres, 
c'est-à-dire  en  éliminant  les  m  inconnues  entre  les  équations 
proposées ,  les  équations  résultantes  soient  satisfaites  d'elles- 
mêmes  et  par  le  seul  jeu  des  signes»  Or ,  on  conçoit  que  cela 
n'aura  pas  lieu ,  si  les  équations  proposées  ont  été  prises  au 
hasard. 

Mais  si  les  {m  -j-n)  équations  à  m  inconnues  renferment  des 
coefficients  indéterminés,  on  pourra  se  proposer  d'assigner  les 
conditions  que  doivent  remplir  ces  coefficients  pour  que  les 
équations  proposées  soient  compatibles.  11  suffira  évidemment, 
d'après  ce  que  nous  venons  de  dire>  d'éliminer  les  m  inconnues 
entre  les(m-{-n)  équations,  et  les  équations  résultantes  expri- 
meront les  conditions  demandées.  Si  le  nombre  des  coefBcients 
indéterminés  est  n,  oa  auiia  précisàn^t  n  équations  pour  les 
déterminer;  s'il  est  plus  grand  que  n,  on  pourra  disposer  arbi- 
trairement de  plusieurs  d'entre  eux  ;  mais  s'il  est  moindre  que  n, 
la&équatîoM  de  condition  secont  6ft  général  inoonpatibles,  el 
ptp  ccmaéqueni  les  pvoposèes  le  seront  aussi* 


a?  = 


no  Bmni  ^Kaà.  ni 

IttLbBMU^  JUkraîMrayb,  e^ëtfmftc^ 
éfwiioM 

<M?  +  2y  =  — 1, 

x  —  by  =  2, 

2x^Sy=c\ 

2ar  +  cy  =— 2, 

iûieai  amipaiiiles. 
On  tirora  des  deux  preniièrea 

4  —  b         _      2a  +  t, 

ab+%'   *""~5HFi' 

on  substituera  ces  valeurs  de  a:  et  de  y  dans  les  deux  autres,  et 
U.vkndra^  après^avoir  fait  évanouir  les  dénominateurs, 

*— 26  — 60— «(aé-f2)=0, 

Nous  n'avons  donc  que  deux  équations  pour  déterminer  a,  b 
et  r,  de  sorte  qu'on  pourra  disposer  arbitrairement  de  Tun  de 
ces  coefficients.  En  éliminant  c  entre  ces  deux  équations,,  il 
viendra 

12a*+8a*6  +  8a64-12a  +  2ft  +  3=0, 

dfaùroDiiM 

,_      12a«4-12g+3 

8a«  +  8a+2  ' 

et  en  faisant  a= — 1,  cette  formule  donnera  6= — | ,  et  par 
suite  on  trouvera  c=4.  Ainsi,  les  équations  proposées  de- 

viaidmn4 

—  a?+2y=— 1 

â?+ty=2 

2a?+3y=4 

— 2a?-f  4y  =  — 2, 

qui  effectivement  sont  compatibles»  ainsi  qu'il  est  facile  de  le 
vérifier,  en  tirant  de  deux  de  ces  équations  les  valeurs  de  x  et 
de  y,  et  en  les  substituant  dans  les  deux  autres,  ou  mieux  en- 
core en  divisant  tous  les  termes  des  deux  dernières  par  2. 
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166.  Problèmb  I.  Hiiren,  rùi  de  Sjfraeusêj  avaU  daimé  à  tm 
orfèvre  20  livres  d'ory  pour  faire  une  ctmronne  qu'il  vculaU 
offrir  à  Jupiter.  La  couronne  se  trouva  peser  effectivement  20 
livres;  cependant  le  roi  soupçonna  F  orfèvre  f  avoir  soustrait 
une  partie  de  l'or  qu'il  lui  avait  remis  ^  et  il  pria  Archimède 
de  vérifier  la  chose^  sans  endommager  la  couronne.  Ce  grand 
géomètre  détermina  le  poids  spécifique  de  la  couronne j  et  trouva 
16  pour  sa  valeur ^  tandis  que  celui  de  l'or  est  19,64.  //  en 
conclut  aussitôt  que  la  couronne  était  formée  d'or  allié  à  un 
métal  moins  dense.  La  facilité  avec  laquelle  Forgent  s'allie 
avec  l'or  lui  fit  soupçonner  que  Forgent  était  cet  autre  métal. 
Or,  le  poids  spécifique  de  Forgent  étant  10,5,  Archimède  en  con- 
clut que  la  couronne  était  composée  de  l4^77  d'or  et  de  5^,23 
d'argent  y  ce  dont  l'orfèvre  convint.  Trouver  comment  Archimède 
a  pu  découvrir  cette  composition  de  la  couronne. 

Le  poids  spécifique  éFun  corps  est  le  rapport  du  poids  d'un 
volume  quelconque  de  la  substance  de  ce  corps  à  celui  d'un  pa- 
reil volume  d'eau;  d*où  il  suit  qu'en  divisant  le  poids  d'un  cer- 
tain volume  d'un  corps  par  son  poids  spécifique^  on  obtiendra 
ce  volume. 

Cela  posé,  soient  xeiy  les  poids  des  quantités  d*or  et  d'ar- 
gent qui  entraient  dans  la  couronne,  on  aura  inunédiatement 
l'équation 

a?+y  =  20. 

On  voit  ensuite  que  19,64  étant  le  poids  spécifique  de  l'or, 

se 
r^-^serà  le  volume  occupé  par  l'or  qui  entrait  dans  la  cou- 
ronne ;  que  de  même  j^  représente  le  volume  de  l'argent 

qu'elle  renfermait,  et  que  7^  =  t  était  le  volume  de  la  cou- 
ronne. On  aura  donc  la  seconde  équation 

X     .     y    _5 
19,64  "^10,6  ""4' 
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oa,  en  faisant  évanouir  les  dénominateurs, 

10,5x  +  19,64y  =  257,776. 

n  ne  s'agit  plus  que  de  résoudre  le  système  formé  de  eette 
équation  et  de  la  première  X'^y  =  20.Jin  effectuant  les  cal- 
culs on  trouYera  £Mnlement  que 

135,025      ,._      ,  47,775       ^  ^^ 

x=^^;j^=U,77    et  que     y=.^  =  5,23. 

i67.  Problème  II.  Un  homme  s^est chargé  dé  transporter  des 
vases  de  porcelaine ,  à  condition  de  payer  autant^  pour  chaque 
vase  qu'ilcasserait^qu'ilrecevrait  pour  celuidemémesdimensions 
quHl  rendrait  en  hon  état.  On  lui  donne  d* abord  2  petits  vases ^ 
A  moyens  et  9  grands  :  il  casse  les  moyens,  rend  tous  les  autres 
intacts  et  reçoit  28^  —  On  lui  donne  ensuite  7  petits  vases , 
3  moyens  et  5  grands;  il  rend  les  moyens  et  les  petits  en  bon 
état  :  mais  il  casse  les  grands  et  ne  reçoit  que  3'.  —  On  lui  remet 
enfin  9  petits  vases,  10  moyens  et  11  grands;  il  casse  encore 
tous  les  grands j  rapporte  les  autres  en  bon  état  et  reçoit  4f.  On 
demande  combien  on  a  payé  pour  le  transport  d'un  vase  de  chaque 
grandeur. 

Je  représente  par  x^  y,  et  z  les  prix  respectifs  du  transport 
d'un  petit  vase,  d'un  moyen  et  d'un  grand,  il  est  évident  que 
notre  homme  aura  reçu  l'excès  de  ce  qui  lui  est  dû  pour  les 
vases  qu'il  remet  en  bon  état,  sur  ce  qu'on  lui  retient  pour 
ceux  qu'il  casse,  de  sorte  que,  dans  le  premier  cas,  où  il  casse 
les  moyens  et  remet  les  autres  intacts,  il  doit  recevoir  2;r-|-9z 
et  payer  4y  ;  donc 

2a:4-95— 4y=28. 

On  verra  de  même  que,  pour  les  deux  autres  circonstances  du 
problème,  on  aura  les  équations 

7x+  3y—  5a=3, 
et  9X'\-\0y—nz=\. 

En  résolvant  ces  équations,  on  trouvera  qu'on  a  payé  2'  pour 
c  8 
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le  transport  d'un  petit  vase,  3'  pour  celui  d*ua  moyeft,  al  4^ 
pour  un  grand. 

168.  Méthode  d'élimination  de  Bezout  ou  par  les  facteurs 
nmkTBRMiNÉs.  Bezout  a  donné  une  troisième  méthode  d'éfimi- 
nation  dont  on  fait  usage,  même  dans  ta  haute  analyse,  et  qui 
a  l'avantage  de  faire  évanouir  à  la  fois  tontes  les  inconnues 
moins  une.  Pour  en  bien  faire  saisir  l'esprit,  nous  aHons  l'ap- 
pliquer successivement  à  un  système  de  deux  équations  à  deux 
inconnues,  puis  à  trois  équations  à  trois  inconnues,  et  nous  gé- 
néraliserons ensuite. 

Soient  donc  les  équations 

ax  +  b9=k  [11], 

afx+Vy=k!  [li]; 

je  les  multiplie  respectivement  par  deux  facteurs  indétermi-- 
nés  m  et  m\  et  j'ajoute  membre  à  membre  les  équations  résul- 
tantes; il  viendra 

{am + a'w!)x  -f-  (fim  +  Vm!)y = *m + Km'      [24] . 

Comme  les  facteurs  m  et  m' soat  indéterminés,  bous  p0iinoii& 
en  disposer  de  manière  à  rendre  liul  le  coefficient  de  l'incûDmie 
que  nous  voudrons  ^iminer,  de  sorte  que  si  cette  inconnve 
eal  x^  il  faudra  poser 

ani-H^fii'=0  [86]; 

de  cette  manière,  Téquation  [24]  se  réduira  à 

bm  +  b'myj=hm+1fm\    d'où     y=^^^^,f,. 

Ainsi,  pour  avoir  la  valeur  de  y,  il  n'y  aura  qu'à  remplacer, 
dans  cette  dernière  formule,  m  et  m'  par  un  couple  de  valeurs 
qui  vérifient  l'équation  [25]. 

Mais  cette  équation  est  indéterminée,  puisqu'elle  renferme 
deux  inconnues  (iCi);  nous  allons  donc  regarder,  pour  un  in- 
stant, m' comme  connu,  et  noHs  en  tirons  m=——.  Fourcha- 

a 

qm  vrieur  donnée  arbitrairement  à  m'^  cette  it^muteBonsfér» 
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eonnflltre  tme  râleur  cofrrespoDdante  de  m  ;  mais  pour  éviter  ]m 
fractions,  nous  poserons  in'=a,  et  il  en  réssUeta  tmsa*-^; 
de  sorte  que  la  valeur  cherchée  de  p  sera  * 

aK  —  hcl 

D  est  évident  qu'en  disposant  de  m  et  de  m'  de  manière  à 
rendre  nul  le  coefficient  de  y  dans  Téqtration  [24],  on  parvien- 
dra à  déterminer  la  valeur  de  â?  ^  et  on  tfonvera ,  en  laiaaiii  lei 

calcob, 

kV—bK 

U  s'agit  actuellement  de  justifier  cette  méthode  d'élimia»* 
tioD.  Supposons,  comme  précédemment,  que  l'on  ait  fait  pas- 
ser dans  le  premier  membre  tous  les  termes  de  chacune  des 
équations  proposées ,  et  représentons  par 

A=sO    et  par    A'sO, 

les  équations  résultantes.  Si  nous  désignons  par  n  et  par  n'  les 
valeurs  qu'on  a  dû  attribuer  à  m  et  à  m' pour  rendre  nul  le  coef- 
ficient de  X  dans  Téquation  [24] ,  et  par  |»  ety  celles  qu'H  a  ieiUn 
atlribuer  à  ees  nuém^  indéterminées  pouv  fiûre  évanouir  le 
coefficient  de  y  ;  les  valeurs  [16]  et  [15]  de  ces  deux  inconnues 
y  et  a;  auront  été  déduites  des  deux  équations 

An  +  AV=0    et    Ap  +  Ay==0  [26], 

de  sorte  qu'il  s'agit  de  démontrer  que  ce  second  système  d'équa- 
tions est  équivalent  au  premier  A  =  0  et  A'= 0. 

Or,  il  est  évident  que  tout  couple  de  valeurs  de  â;  et  de  y, 
qui  vérifie  les  équations  A  =  0  et  A'=  0  vérifie  aussi  les  équa 

tioRs  [26].  Pour  démontrer  la  réciproque,  je  traite  ces  équa- 

—  -  -  -  —  — ^    -  ■  -  —     -  -  -  

*  il  s'est  pas  iouUle  d'observer  que  le  rapport  de  m  à  m' est  constant , 
d'où  il  résulte  que  y  n'a  qu'une  seule  vatetrr,  quoique  m  et  m' en  admettent 
une  infinilé ,  parce  que  la  formule 

it***  j-  y 
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tions  [26]  comme  si  k!  était  une  incomiue  que  je  veuille  en 
élimuierf  ce  qui  domie  (186) 

p'  (An + AV)— »'(Ajp  +  A'p')=0. 

Tout  couple  de  valeurs  de  a;  et  de  y  qui  vérifie  les  équations  [26] 
vérifie  évidemment  celle-ci ,  c'est-à-dire  l'équation 

A(«i)'— iw')=0, 

à  laquelle  elle  se  réduit.  Et  comme  nous  supposons  expressé- 
ment que  nj/ — pn'  n'est  pas  nuP,  il  s'ensuit  que  ce  couple 
anéantit  A;  donc  il  anéantit  aussi  A',  en  vertu  de  l'une  ou  de 
l'autre  des  équations  [26]  ;  donc  enfin  les  solutions  des  équa- 
tions A  =  0  et  A' = 0 ,  sont  identiques  avec  celles  des  équations 
An+AV  =  0  et  Ap  +  A'p' =0. 

160.  Considérons  maintenant  le  système  de  trois  équations 
à  trois  inconnues , 

a'x  +  b'y-^^&z^k'l  [27]. 

Q!^x  +  V'y+(/'z  =  h!'] 

Je  les  multiplie  respectivement  par  les  facteurs  indéterminés 
m,  m'j  fn!\  j'ajoute  membre  à  membre  les  équations  résultantes 
et  je  trouve 

(af»-f^'m'+a'W0^4-(ftm4-ftW4-ôW>+(m+c'm'4V'm> 

=km+/sfm'+krm!'  [28]. 

Si  nous  voulons  obtenir  la  valeur  de  xs,  il  nous  faudra  disposer 
des  indéterminées  m,  m'^  m'^  de  manière  à  rendre  nuls  les  coef- 
ficients des  deux  autres  inconnues  xety^  c'est-à-dire  poser 

aw-Km'+a'V=0,    6w+*'m'4-yV=0      [29], 

ce  qui  réduira  l'équation  [28]  à 

{cm'{^'m'+</V)z=km+kfm'+k'm%  d'où  z=^t^>^it^^l 

*  Les  valeurs  de  n  et  de  n'  sont ,  d'après  ce  qui  précède,  »  a'  et  a ,  et 
ceUes  de  p  et  de  p'  sont  —  y  et  & ,  de  sorte  que  si  on  avait  np'-^  pn' =0 , 
àb'^ha'  serait  aul,  et  nous  avons  exclu  formellement  ce  cas-là  (157). 
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de  sorte  que  pour  avoir  z  y  il  ne  s'agit  que  de  substituer  dans 
cette  dernière  formule  à  m,  m'  et  m'^  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  [29].  Pour  obtenir  ces  valeurs,  nous  regarderons, 
pour  un  instant,  m!'  comme  connue ,  et  nous  appliquerons  à  la 
résolution  des  équations  [29]  les  formulas  générales  [1 5]  et  [16], 
comme  nous  l'avons  indiqué  précédemment  (ittS).  En  compa- 
rant les  équations  [29]  aux  équations  [11]  et  [12],  nous  verrons 
que  pour  les  identifier  avec  elles ,  il  suffira  de  poser 

x=my  y^=m\  b=ia!y  k= — a"m*',  a'=b^  **= — ft^m', 

de  sorte  qu'en  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  [15] 
et  [16] ,  on  trouvera 

^-     ab'--ba'     '     ^ ab'—bi^    ' 

Hais  le  facteur  m^  étant  encore  indéterminé,  nous  pourrons, 
pour  rendre  entières  les  valeurs  de  m  et  de  m\  l'égaler  à  leur 
dénominateur  commun ,  ce  qui  donnera 

m^=a6'— 6a',    m=aV^bW\    ni:=b<f'-^abf\ 

et  par  suite 

_  ka'br—kbW'+bkr(^'—ahfb''+ab'k!''-'ba'kr 
^—  ca'y— cya"+  6cV—  ac'b^'  +  ab't/'—  baV' 

U  est  évident  que  si ,  au  lieu  d'égaler  à  zéro  les  coeffidents 
de  X  et  de  y,  on  égalait  à  zéro  ceux  de  x  et  de  js,  on  obtiens 
drait,  par  un  calcul  semblable  au  précédent,  la  valeur  de  y, 
et  qu'on  trouverait  ensuite  celle  de  x^  en  posant 

Hais,  dans  le  cas  actuel ,  où  les  équations  proposées  sont  litté^ 
raies ,  on  peut  avoir  bien  plus  rapidement  les  valeurs  de  y  et 
de  X.  Il  suffit,  pour  cela ,  d'observer  que  si  l'on  permute  y  et  js, 
6  et  <r,  et  que  l'on  conserve  les  accents ,  tes  équations  [27]  ne  se- 
ront pas  altérées ,  et  que  par  conséquent  le  calcul  qui  donnera 
la  valeur  de  y  ne  différera  de  celui  qui  a  conduit  à  celle  de  z  que 
par  ce  seul  échange  des  lettres  6  et  c  l'une  dans  l'autre.  On  per- 
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mutera  donc  beic  dans  la  valeur  de  Zj  et  on  obtiendra  ainsi 
k  valeur  de  y.  On  trouvera  de  même  celle  de  ^  en  permutant  a 
et  c  dans  l'eipression  de  s. 
Les  formules  qui  résolvent  les  équations  [27]  sont  donc 

_  kb'c'  —  kc'V' + cW  —  bk'if  +  bc'h'' — eVK' 
*  —  aVd' — ac't^'  +  ca'b" — bdd*  +  bc'd' — cb'd' 

y  —  abY — ac'b'  +  cdU' — 6aV'  +  bdd'—cVd^  \  ^^^ 

_MV  -^  aMV'  4-  to^y  —  bdV^-bUd'—kb'd! 
^^aVd'—ac*W  \-cdb''—bdd'^bdd'—cVd' 

Dans  les  valeurs  trouvées  pour  a;  et  pour^,  d'après  la  méthode 
que  nous  venons  d'indiquer,  on  a  changé  les  signes  des  deux 
termes ,  afin  de  leur  faire  acquérir  le  même  dénominateur  qu'à 
la  valeur  de  z. 

170. 11  est  maintenant  facile  de  voir  que  pour  résoudre  m 
équations  entre  m  inconnues,  il  faudra  multiplier  chacune 
d'elles  par  un  facteur  indéterminé,  et  ajouter  membre  à  membre 
les  équations  résultantes;  on  obtiendra  ainsi  une  équation  qui 
renfermera  les  m  inconnues  et  les  m  coefficients  indéterminés. 
On  égalera  ensuite  à  zéro  les  coefficients  que  les  (m — 1)  incon- 
nues que  l'on  voudra  éliminer  auront  dans  cette  équation ,  ce 
qui  permettra  d'en  tirer  la  valeur  de  l'inconnue  restante,  en  fonc- 
tion des  facteurs  indéterminés.  Pour  avoir  les  valeurs  de  ces  fac- 
teors,  on  regardera  comme  connue  l'une  des  m  indéterminées, 
pais,  à  l'aide  des  formules  trouvées  précédemment  pour  ré- 
soudre (m — 1)  équations  à  {m — 1)  inconnues,  on  tirera  des 
(m — 1)  équations  de  condition,  auxquelles  on  les  a  assujetties, 
les  valeurs  des  (iw — 1)  inconnues  qu'elles  renferment,  en  fonc- 
tion de  la  »»•"•,  et  pour  rendre  ces  valeurs  entières ,  on  égalera 
cette  m^*  indéterminée  à  leur  dénominateur  commun.  Enfin, 
il  n'y  aura  plus  qu'à  substituer  les  valeurs  de  ces  m  indétermi- 
nées dans  l'expression  de  l'inconnue  que  l'on  a  conservée,  et 
on  obtiendra  sa  valeur. 

171.  Bezcn^t  n'employait  que  (m— 1}  indéterminées;  ainsi 
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il  multipliait  (m — 1)  des  équalioiis  proposées  chacune  par  un 
facteur  indéterminé,  et  de  la  somme  des  équations  résultantes 
il  retranchait  la  m"**  des  proposées.  Cela  était  suffisant ,  car, 
en  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  (m —  1)  inconnues  que  l'on 
veut  éliminer,  on  forme  un  système  de  (m  —  1)  équations  entre 
(m — 1)  inconnues,  et  un  pareil  système  est  en  général  suscep- 
tible d'une  solution.  Ce  qui  nous  a  engagé  à  employer,  avec 
U.  Gergonne ,  m  indéterminées,  c'est  d'abord  parce  que  les  cal- 
culs deviennent  ainsi  plus  symétriques;  ensuite  parce  qu'on 
peut  faire  en  sorte  que  les  valeurs  des  indéterminées  soient 
entières ,  et  enfin  parce  qu'il  y  a  des  cas  où  la  méthode  de 
Bezout  est  en  défaut. 

Soient,  par  exemple,  les  équations 

2j:+4y— 5=5,  6x+10y— 25=13,  4a?— 2y+s=3  : 

ii ,  pour  déterminer  z ,  on  leur  applique  la  méthode  même  de 
Bezout^  on  posera  les  deux  équations  de  condition 

2m4-5i»'— 4=0,  4w  + 10  w' 4-2=0, 

équations  évidemment  incompatibles,  car  la  seconde  se  réduit 
à  28i-f-5i»'+l=0- 1"  faudrait  alors  recommencer  le  calcul, 
en  multipliant  la  première  et  la  troisième  par  m  et  par  m\ 

Hais  si  Ton  applique  la  règle  du  n""  170,  on  posera  les  équa- 
tions de  condition 

2»i+5w'+4m''=0,  4î»+10f»'— 2«"=0. 

Cette  dernière  se  réduit  à  ^m^&m' — i^i^sO,  d'où  l'on  voit 
que ,  pour  qu'elle  puisse  s'accorder  avec  la  première ,  il  faut 
que  m"=iO.  Les  deux  équations  se  réduisent  alors  à  une  seule 
âm-^5m'=0,  desquelles  on  tire  i»= — 5  et  tn'=2. 

178.  En  examinant  avec  soin  les  formules  [iô] ,  [16]  et  [30], 
et  se  laissant  ensuite  guider  par  Vinduetian^  Cramer  a  trouvé 
une  règle  pratique  pour  construire,  sans  calcul  »  les  formules 
qui  résolvent  un  n<Mnbre  quelconque  d'équations  entre  pareil 
nombre  d'inconnues. 
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Soient  les  m  équations  à  m  inconnues 

ax     +*y     '^^^     "M^     H- . . . .  +5V     =A 

oi^  +*iy  +^i^  +^1^  + — -ffl'iV  =ki 

(hX     +%     +^««     +^i*     +....+fl'î5t?     =A:8      /      [30- 


V  àla  droite  du  coefficient  ^dela  première  inconnue  ;  écri- 
vez celui  h  de  la  seconde;  intervertissez  l'ordre  des  lettres  et 
interposez  le  signe — entre  les  deux  produits  ab  et  ba;  vous 

formerez  ainsi  le  binôme 

ab  —  6a. 

A  la  droite  de  chacun  de  ses  termes ,  écrivez  le  coefficient  c 
de  la  troisième  inconnue  ^  et  faites  passer  ensuite  ce  coefficient 
par  toutes  les  places  y  en  allant  de  la  droite  vers  la  gauche^  et  en 
ayant  soin  de  changer  de  signe  chaque  fois  que  c  changera  de 
place;  vous  formerez  ainsi  le  polynôme  de  trois  lettres 

abc — acb'\'eab — ôoc+ôca— cfta. 

Écrivez  de  mime  le  coefficient  d  de  la  quatrième  inconnue  à 
la  droite  de  chacun  des  termes  de  ce  polynôme;  puis  faites-le 
passer  successivement  par  toutes  les  places^  en  ayant  soin  de 
changer  de  signe  chaque  fois  que  d  changera  de  place;  vous 
trouverez 

abcd — abdC'\-'adbc — dabc — acbd-\'acdb — ....  ; 

et  vous  continuerez  ainsi  jusqu'à  ce  que  vous  ayez  employé  le 
coefficient  de  la  tû^  inconnue.  Donnez  alors  ^  dans  chaque 
terme  du  polynôme  que  vous  aurez  formé  de  cette  manière , 
l'indice  1  à  la  seconde  lettre  ^  f  indice  2  à  la  troisième  ^  t indice 
3  à  la  quatrième  f  etc.  y  et  vous  obtiendrez  le  dénominateur  corn'' 
mun  des  valeurs  de  toutes  les  inconnues. 

2*  Pour  obtenir  le  numérateur  de  chacune^  remplacez^  dans  le 
dénominateur  commun,  le  coefficient  de  l'inconnue  que  vous  cher- 
chez  par  le  terme  connu  j  en  conservant  d^ ailleurs  les  indices. 
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En  appliquant  cette  règle  aux  équations  [11]  et  [12,  puis 
aux  équations  [27] ,  on  trouvera  les  formules  qui  les  résolvent, 
si  ce  n*est  que  les  accents  seront  remplacés  par  des  indices. 

i75.  Nous  allons  donner  la  démonstration  de  cette  règle  de 
CaAMBR,  en  modifiant  légèrement  celle  que  H.  Gergoiwe  en  a 
donnée,  d'après  Laplaee^  dans  ses  Annales  de  mathématiques* 

Si,  dans  un  mot  composé  des  m  premières  lettres  a,  6,  c, . . .  g^ 
et  dans  lequel  chacune  n'entre  qu'une  fois ,  deux  lettres  sont 
disposées  dans  un  ordre  contraire  à  celui  qu'elles  suivent  dans 
l'alphabet,  nous  dirons  que  ces  deux  lettres  forment  une  itiver^ 
sion ,  et  que  ce  mot  présentera  autant  d'inversions  qu'il  y  aura 
de  systèmes  de  deux  lettres  qui  satisferont  à  cette  condition. 
Ainsi,  dans  le  mot  cgfbead^  la  lettre  c,  qui  précède  les  lettres 
fr  et  a ,  forme  une  inversion  avec  chacune  d'elles,  et  il  y  a  quor 
iorze  inversions  dans  ce  mot. 

174.  1"  Principe.  Dans  le  polynôme  qui  doit  servir  de  drf- 
nominateur  commun  aux  valeurs  des  m  inconnues^  et  que,  pour 
abréger,  je  désignerai  par  R ,  les  termes  positifs  présentent  un 
nombre  pair  éF inversions ,  et  ceux  qui  sont  négatifs  en  ont  un 
nombre  impair. 

On  vérifie  immédiatement  la  vérité  de  ce  principe,  pour  le 
polynôme  de  deux  lettres 

abi  —  éoi , 

car  on  considère  zéro  comme  un  nombre  pair.  En  conséquence, 
je  vais  démontrer  que,  si  cette  loi  est  vraie  pour  un  polynôme 
de  fi  lettres,  elle  le  sera  aussi  pour  le  polynôme  de  (n+l)  lettres, 
formé  d'après  la  règle  du  n*"  172  !">,  et  j'en  conclurai  qu'elle 
est  générale,  puisqu'ayant  été  vérifiée  pour  le  polynôme  de  2 
lettres,  elle  sera  vraie  pour  celui  qui  en  renfermera  3,  et,  l'é- 
tant pour  celui-ci ,  elle  sera  aussi  vraie  pour  le  polynôme  de 
4  lettres ,  et  ainsi  de  suite. 

Pour  former  le  polynôme  de  (n-f- 1)  lettres,  il  faudra  écrire 
la  (ii+ 1)°^  lettre,  que  j'appellerai  0,  à  la  droite  de  chacun  des 
termes  du  polynôme  de  n  lettres,  ce  qui  n'altérera  pas  le  nom- 
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bre  des  inversioDS  de  ces  termes,  puisque  e  suit,  dans  Tordre 
aiphabétiqae,  toutes  celles,  qui  entrent  dans  ce  polynôme;  pois 
on  devra  la  ùdre  passer  successivement  par  toutes  les  places, 
en  ayant  soin  de  changer  de  signe  à  chaque  changement  de 
place  de  e  ;  or,  lorsque  cette  lettre  avance  d*nn  rang  vers  la 
gauche ,  le  nombre  des  inversions  de  chaque  terme  augmente 
d'une  unité  et  change  par  conséquent  d'espèce,  c'est-à-dire 
devient  impair  ou  pair  s'il  était  pair  ou  impair;  mais  le  signe 
de  ce  terme  change  en  même  temps  ;  donc  si  la  loi  était  vnue 
pour  le  polynôme  de  n  lettres ,  elle  le  sera  aussi  pour  le  poly- 
nôme de  (n  + 1)  lettres.  Donc  elle  est  générale. 

i78.  2«  Principe.  Le  polynôme  R  se  réduira  à  zéro^  si  l'on 
remplace  tme  quelconque  des  lettres  qui  y  entrent  par  une  autre 
lettre^  en  conservant  les  indices  tels  qu'ils  sont.  Ainsi  le  poly- 
nôme de  deux  lettres 

abi —  bai  devient  bbi — 6 Jj = 0 , 

lorsqu'on  y  remplace  a  par  b. 

J'observe  que,  d'après  la  règle  par  laquelle  nous  l'avons  formé 
(172 ,  1^),  le  polynôme  R  doit  renfermer  tous  les  termes  que  l'on 
obtiendra  en  échangeant  entre  elles ,  de  toutes  les  manières 
possibles,  les  lettres  a,  &,  ^,....  g;  de  sorte  que  s'il  y  a  un  terme 
....6p....{Z^...  dans  lequel  les  lettres  b  et  rf,  par  exemple,  aient 
les  indices  respectifs  p  et  S,  il  y  en  aura  un  autre  ....(fp....&|....'^ 
où  ces  lettres  auront,  au  contraire,  la  première,  l'indice  $  et  la 
seconde ,  l'indice  p  (la  seconde  lettre  de  chaque  terme  porte 
l'indice  1  ;  la  troisième,  l'indice  2  ;  la  quatrième,  l'indice  3,  etc.). 
Alors,  il  est  évident  que  si  Ton  remplace  b  par  <Z,  ces  deux  ter- 
mes deviendront  identiques  en  valeur  absolue,  puisqu'ils  seront 
alors  composés  des  mômes  lettres,  aflSectées  des  mêmes  indices  ; 
ai  donc  je  prouve  qu'ils  ont  des  signes  contraires ,  ils  s'entre- 
détruiront,  et  comme  il  en  sera  évidemment  de  même  de  tons 

*  Gai  pdals  Uenaeat  la  place  de  toutes  ks  antres  lettres  qui  sont  com- 
auMS  AUX  deux  temet  qve  nous  comparoas.    , 
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te  illins  termet  de  ft  pris  deux  à  deux,  il  sera  prouvé  que  ce 
polynôme  se  réduira  à  aéro,  lorsque  Ton  y  reoiplaceiB  b  par  é. 
Or,  le  terme 

se  déduit  du  l*'  .•..&p....^^...y 

en  y  permutant  d  et  b.  Mais,  pour  faire  cette  permutation,  on 
pourra  transporter  la  lettre  6  à  la  droite  de  la  lettre  d,  puis 
amener  celle-ci  à  la  place  où  b  était  d*abord.  De  cette  manière, 
s'il  y  ayait  n  lettres  entre  b^  et  di ,  la  lettre  b  aura  passé  par 
(n-f  1)  places,  et  la  lettre  d  en  aura  occupé  n,  ce  qui  fait  en 
tout  (2n-f- 1)  changements  de  place.  Or,  quand  on  permute  une 
lettre  avec  sa  voisine,  le  nombre  des  inversions  diminue  ou 
augmente  d'une  unité,  selon  que  ces  deux  lettres  formaient  une 
inversion  ou  qu'elles  n'en  présentaient  pas  ;  donc  ce  nombre 
change  d'espèce  ;  donc,  en  passant  du  premier  terme  au  second, 
le  nombre  des  inversions  de  ce  premier  terme  a  changé  un 
nombre  impair  de  fois  d'espèce,  et  par  conséquent  si  le  premier 
présente  un  nombre  pair  ou  impair  d'inversions,  le  second  en 
iura  un  nombre  impair  ou  un  nombre  pair;  donc  ces  deux 
termes  ont  des  signes  eootraires  (174);  donc,  lorsqu'on  y  rem- 
piaeeri  b  par  <{,  ils  s*entre-détruiront  ;  donc  R  deviendra  nul. 

176.  Ces  prioeipes  établis,  il  va  être  facile  de  démontrer  la 
règle  de  Cramer.  J'observe  d'abord  que  R  renfermant  chacune 
des  m  lettres  a,  b,  c.g  avec  les  indices  1,2,  3... (m — 1),  on 
pourra  ordonner  ce  polynôme  par  rapport  aux  indices  de  l'une 
quelconque  de  ces  lettres,  par  rapport  aux  indices  de  a,  par 
exemple,  ce  qui  le  mettra  sous  la  forme 

R  ^  Aa -f- AïOi  4"  AfOt  +  •  •  •  • +-^«-1  û»-i. 
Si  R  ne  renfermait  que  les  trois  lettres  a,  fr,  c,  on  aurait 

R = abtCf —  aCib% + caA — boiCt  -}-  àciOt  —  cbiO^^ 
et  en  mettant  a,  ai,  Ot  en  facteurs  communs,  il  viendrait 

R=(&iCt —  Ciija  -f-  (cbt —  bc^(h  +  (éci — <r6j)flri. 
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de  sorte  qu'ici  A ,  Ai ,  Ai  représenteraient  respectivement  les 
binômes  6i<?i— Ci6i,  cbf — 6(?t ,  bct — cbt. 

Gela  posé,  multiplions  la  première  des  équations  [31]  par  A, 
la  deuxième  par  Ai,  la  troisième  par  At»...  la  mr*  par  A».i, 
et  ajoutons  membre  à  membre  les  équations  résultantes ,  il 
viendra 


ka 

+Aiai 

-}~Aa,_iaM-i 


x+kb 
+AA 

+Ai«_i6«-i 


y-j-Ac 
+Ai(?i 

+Ain-i<?m-î 


-fAi^i 
+...A<»«iy, 


v=kk 

+Ai*i 


Or«  le  coefficient  de  x  est  précisément  le  polynôme  R,  et  les 
coefficients  des  autres  inconnues  ne  sont  que  les  résultats  de  la 
substitution  de  6,  de  c, . . .  de  $f  au  lieu  de  a  dans  ce  polynôme  ; 
donc  ces  coefficients  sont  nuls  (175);  donc  on  tire  de  l'équation 
précédente 

Aa  -}- Ai^i  +  AïOj -|- . . . .  -f- A«».ia«,-i' 

On  voit  par  là  que  le  dénominateur  de  x  est  le  polynôme  R 
formé  d'après  la  règle  du  n<>  172  1%  et  que  le  numérateur  se 
déduit  de  ce  dénominateur  en  y  remplaçant  a  par  h. 

Ce  qu'on  vient  de  reconnaître  pour  x^  on  le  démontrerait 
pour  y,  en  ordonnant  R  par  rapport  aux  indices  de  6,  ce  qui 
donnerait 

R  =  B6  +  Bt6i  +  Btft,  +  ....  +  B^t6^i, 

et  en  multipliant  les  équations  [  31  ]  respectivement  par 
B,  Bi ,  Bt, . . . .  B«-i  :  et  de  même  pour  les  autres  inconnues  ; 
donc  la  règle  est  démontrée. 


CHAPITRE  V. 

DISCUSSION  DES  ËQUATIDNS  DU  PREMIER  DEGRE 

A  PLUSIEURS  INCONNUES. 


177.  Dans  les  trois  méthodes  d'élimination  que  nous  avons 
exposées ,  nous  avons  été  obligé  de  soumettre  les  valeurs  des 
coefficients  des  inconnues  à  certaines  restrictions  ;  ainsi,  dans  le 
cas  de  deux  équations  à  deux  inconnues  y  nous  avons  supposé 
que  (ab* — ba')  n'était  pas  nul.  On  conçoit,  d  après  cela,  que  si 
pour  certaines  valeurs  attribuées  aux  lettres  qui  entrent  dans  les 
formules  que  nous  avons  obtenues,  tous  les  calculs  qui  y  ont 
conduit  ne  pouvaient  pas  être  répétés,  on  devrait  craindre  que 
ces  formules  ne  convinssent  pas  à  ces  cas  particuliers.  Il  est  donc 
important  d'examiner  si  elles  sont  générales  ou  si  elles  ne  le 
sont  pas,  et  c'est  là  l'objet  de  la  discussim  à  laquelle  nous  al- 
lons nous  livrer. 

178.  Considérons  d'abord  le  cas  des  deux  équations  à  deux 
inconnues  : 

a'x  +  b'y=hf]  "-'J' 

desquelles  on  a  tiré 

__hV—bK        __aK—ka'  . 

^—ab'—ba"    y—ab'—ba!  ^^■'' 

et  supposons  que  l'on  donne  aux  lettres  a,  A,  a',  b\  etc.,  des 
valeurs  telles  que  le  dénominateur  commun  aV — ba!  se  réduise 
à  zéro  y  sans  que  les  numérateurs  deviennent  nuls;  il  en  ré- 
sultera 

â?=oo     et    y  =00. 

Si  les  formules  [2]  étaient  applicables  au  cas  actuel,  ces  va- 
leurs infinie^  de  a:  et  de  y  nous  indiqueraient  que  les  équa- 
tions [1]  ne  peuvent  être  vérifiées  par  aucun  couple  de  valeurs 
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finies  de  x  et  de  y,  et  qu'en  conséquence  ces  équations  sont  %i^ 
compatibles.  Mais  nou»  ne  savons  pu  si  ces  formules  convien- 
nent au  cas  od  aV — ha!=0^  puisque,  pour  les  obtenir,  nous 
avons  supposé  que  ce  YAnomeaV  —  M  n'était  pas  nul.  Pour  le- 
ver cette  difficulté,  il  ftcrt  écrire  dans  les  équations  [1]  que 

aV—ba!  =  0  [3], 

et  si  nous  trouvons  que  ces  équations  expriment  alors  des  c(m- 
diticns  Mmtradietmres,  nous  en  eoneliiroi»  que  les  fiormales  [2] 
8ont  aipplicaMes  an  csof  que  nous  exsaûmms^  puîsqu'elta»  nous 
indiquent  ce  qui  a  effectivement  Itdo,  l'ineompatiMilé  doi 

éqmlioiM  [1]. 

ba! 
De  réquafioii  [3],  je  tire  6'= — ,  et  je  substitue  cette  vafeur 

dans  la  deuxième  des  équations  [1],  ce  qui  exprimera  dans  cette 
équation  la  condition  [3]  *  ;  il  viendra  ainsi 

d'où,  en  chassBint  le  dénoniinateiR'  et  divisant  ensuHe  ptr  tf^ 

de  sorte  que  les  équations  à  résoudre  sont 

aa? -f- Jy  =  4f, 

Mais  quelque  valeur  que  l'on  donne  à  <r  et  à  y,  jamais  ces  deux 
équations  ne  pourront  être  vérifiées  en  même  temps,  pvisqiie 

leurs  premiers  membres  sont  identiques  et  que  les  secéndi  sont 

aifc' 
diffërents,carsionavaitA=:-7-,  il  en  résulterait  ak'—ka*=iO. 

a 

ce  qui  n'est  pas. 
Donc  les  formules  [2]  s'appliquent  au  cas  oii  ab' — ba'  =  0. 


5a' 
*  Car  si  b'  =  ~-,  il  s'eoiuit  nécessalreaciii  4ueab'— &a'sO; 
et 
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e»  ce   sen»  qu'elles    indiquent    l'inam^miibiHié  det  équa* 
iiom  [1]. 

179.  Supposons  actudtemenlqael'OD  aiià  lafM9a6^«-è«'=aO 
eikb'  —  bk!=0^  la  valeur  à»x%e  réduira  à  f  et  celle  de  9  moi- 
blera  devenir  infinie  ;  mais  il  est  facile  de  vràr  qu'elle  se  réduit 
aussi  à  g.  En  efiet,  des  équations  de  condition 

aV  — te'=rO    et    kb'^bkf  =  0, 

on  tire  facilement 

Î>=J^=^,    d'où    BV=kêf    et    M—U^O. 
a      b      K 

Ainsi,  les  valeurs  de  a?  et  de  j^  deviennent  toute»  deux  J.  En 
conclura-t-on  que  ces  inconnues  admettent  une  infinité  de  va- 
leurs? Non  ;  car,  d'abord  nous  ignorons  si  les  formules  [2]  con- 
irienneiTt  aux  hypothèses  que  note  avims  faites,  et,  en  second 
lieu,  nous  avons  prouvé  qu'une  fraction,  qui  se  présente  sous 
la  forme  §,  peut  n'être  pas  indéterminée(140} .  Nous  aHons  donc 
écrire  dans  les  équations  [1]  les  conditions 

aV  —  bc{=ii    et    kV—bK  =  0, 

et  nous  verrons  ce  qui  en  résultera.  Mais  ces  condition^  revien- 
nent à  la  suite  de  rapports  égaux 

a_ft  _*. 
a' ""*'■"  ^'* 

si  doue  nous  représentons  par  m  la  valeur  commune  de  ces 
rapports^  il  viendra 

a  =  99»a\    b  =  ml/,    h^=^mVy 

et  en  conséquence  la  première  des  équations  à  résoudre  est 

ma!x  -)-  mVy = mX^ 

qui,  n'étant  que  le  produit  de  la  deuxième  par  m. ,  se  réduit  à 
cette  seconde,  par  la  suppression  de  ce  facteur  m.  On  n'a  daic 
ainsi  qu'une  seule  équaition  entre  les  de«ix  inconnues  â^el  9,  et 
par  conséquent  ces  inconnues  sont  indéterminées. 
Donc  lorsque  l'une  des  valeurs  de  x  et  de  y,  données  par  les 
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formules  [i],  se  présentera  sous  la  forme  §,  on  devra  en  conclure 
V  que  celle  de  l'autre  se  présentera  aussi  sous  la  même  forme  $; 
t®  que  ces  inconnues  sont  indéterminées, 

180.  Cette  conclusion  ne  souffrira  jamaisd'exception,  lorsque 
les  deux  inconnues  j:  et  y  entreront  effectivement  dans  les  équa- 
tions proposées;  mais  elle  cesserait  d'être  vraie,  si  on  voulait 
appliquer  les  formules  [2]  à  deux  équations  à  une  seule  incon- 
nue. Ainsi  lorsque  a  et  a'  sont  nuls,  on  a  a;  =  oo  et  y =g«  eties 
équations  [1]  se  réduisant  à  by=keikVy=k'y  on  voit  qu'elles 
sont  incompatibles,  puisque  kb'  —  bk!  n'est  pas  nul,  sans  quoi 
la  valeur  de  x  ne  deviendrait  pas  infinie. 

Si  on  aàla  fois  a=0,  a'=:0  et  kb' —  M'=0,  les  formules  [2] 

se  réduisent  toutes  deux  à  §,  et  cependant  la  valeur  seule  de  x 

k 
est  indéterminée,  et  celle  de  y  est  égale  à  t.  C'est  au  reste  ce  que 

nie"  «—  it/i' 

Ton  déduit  de  la  formule  y  r=   ., .  ,;  car,  si  on  y  écrit  que 

kV — bK  =  0,  il  viendra  y = ^^-r-, r-J  =  r- 

*  ^      b^ab — ba')      b 

181.  Considérons  actuellement  un  système  de  m  équations 
littérales  à  m  inconnues,  et  représentons  par 

_A      _B      _C 

les  formules  générales  qui  servent  à  les  résoudre,  et  dont  nous 
avons  donné  la  construction  au  n""  172.  Supposons  qu'en 
appliquant  ces  formules  à  la  résolution  d'un  système  de  m  équa- 
tions numériques  à  m  inconnues,  il  en  résulte  R  =  0.  Il  pourra 
alors  arriver  deux  cas  :  ou  les  numérateurs  A ,  B ,  C , . . . .  se 
réduiront  aussi  tous  à  zéro,  ou  il  n'en  sera  pas  ainsi.  Exa- 
minons successivement  ces  deux  cas,  en  commençant  par  le 
second. 
Supposons  donc  que  R  élant  nul ,  A  ne  le  soit  pas,  de  sorte 

que  la  valeur  de  x  se  réduise  à-=oo  ;  je  dis  que  les  équations 


w^  *      »^ 
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proposées  soHt  incompatibles.  En  effet,  on  pourra  toujours  sup- 
poser que ,  pour  obtenir  les  formules  ci^essus ,  on  ait  éliminé 
d'abord  toutes  les  inconnues,  à  l'exception  de  a?,  entre  lesm  équa- 
tions littérales,  et  l'équation  finale  en  x  aura  été  nécessairement 

ILr=A, 

puisque  nous  supposons  que  l'expression  générale  de  x  est    : 

A 

I  ^=r 

Or,  cette  équation  est  absurde,  lorsque  R  devient  nul  sans  que 
A  le  soit  »  ainsi  qu'on  l'a  vu  au  n""  158;  mais  si  un  même  sys- 
tème de  valeurs  de  x^  y,  2,  ....  pouvait  satisfaire  aux  équations 
proposées,  la  valeur  de  x,  qui  en  fait  partie,  devrait  vérifier 
l'équation  Jix=.k  (159)  ;  donc,  puisque  cette  équation  ne  sau- 
rait être  satisfaite  par  aucune  valeur  de  Xj  il  faut  nécessairement 
en  conclure  qu'aucun  système  de  valeurs  de  x,  y,  js,  ....  ne 
peut  vérifier  les  équations  proposées,  et  qu'ainsi  elles  sont 
incompatibles. 

182.  Supposons  maintenant  que  tous  les  numérateurs  soient 
nuls  en  même  temps  que  le  dénominateur  commun  R  ;  alors  les 
inconnues  se  présenteront  toutes  sous  la  forme  g.  Donc,  pour 
connaître  leurs  véritables  valeurs,  on  devra  remonter  aux  équa- 
tions numériques  proposées  (140),  y  faire  les  hypothèses  qui  ont 
réduit  les  formules  générales  à  $,  et  les  résoudre,  en  leur  ap- 
pliquant directement  les  méthodes  d'élimination.  Si  l'on  par- 
vient à  une  équation  identique^  on  en  conclura  qu'elles  sont 
indéterminées;  mais  si  l'on  arrive  à  une  équation  absurde^  telle 
que  0= A,  ce  sera  un  signe  certain  qu^ elles  sont  incompatibles, 

185.  Exemple  I.  Si  dans  les  formules  [30]  du  n""  109,  on 
suppose 

tf^ma-^nof,  b"=mb+nb\  c''=mc+nc'y  hf=:mk-{-nky 

dles  se  réduiront  à  §;  et  il  est  facile  de  voir,  sans  se  donner  la 
peine  de  les  résoudre,  que  les  équations 

ax+by+cz=k,  a'ar+6'y-f  c'z=:A',  (^x+l/'y+cf'z=k'' 

G.  9 


un  mscussioir 

sontalon indéterminées.  Car,  si  l'on  représente  tes deaxpre*^ 
mières  par  A'=0'et  par  A'=0,  la  troisième  le  sera  ^  exk  vetîn, 
dèshypolhèsesque  nons  avons  faites,  par  mAr\-nhfi=e;  ory  feut 
système  de  valeurs  de  x,  y,  z,  qni  satisfait  aux  deux  équations' 
A=0  et  A'=0,  vérifie  la  troisièiii«mA4-nA'=0,  et  récipro- 
quement tout  système  de  valeurs  de  ces  inconnues  qui  vérifiant 
les  équations  A=0  et  mA-f*nA'=0  satisfait  à  A'=0;  donc  les 
solutions  du  système  proposé  seront  données  par  les  deux 
équations  à  trois  inconnues  A=0  et  A'=:0. 

Le  système  dès  équations,  que  nous  avons  pris  pour  deuxième 
exemple  au  n*  1*69,  est  dans  ce  cas  :  la  quatrième,  en  effet,  a 
été  formée  en  ajoutant  membre  à  membre  les  équations  obte- 
nues en  multipliant  la  première  par  2  et  la  secondé  par  — S. 

Exemple  II*.  Considérons  les  trois  équations 

x-\-y-{-z=ky  a'x-\'(^tj-\-dz:=zk\  af'j:-{-a''y+^^=*'* 
on  fera,  dans  les  formules  [30]  du  nf  168, 

et  on  verra^u'elles  se  réduisent  toutes  trois  à  g;  on  se  reportera 

en  conséquence  aux  équations  proposées,  et,  en  retranchant  de 

la  seconde  lé  produit  de  la  première  par  af^  on  trouvera  l'égalité 

absurde 

0=*'— a'A, 

donc  ces  équations  sont  contradictoires. 
Exemple  III.  Soient  encore  les  éq^aUons 

^+y+^*='*»  ^"htf+^'*=^'t  «+y+o"ja.s=ii/r  : 
on  trouvera ,  en  leur  appliquant  lès  fovmules  générales , 

X=QO,    y=00,    Z=:g, 

de  sorte  que  les  équations  proposées  sont  incompatibles.  En 
effet,  si  on  les  retranche  membre  à  membre,  on  remplacera 
leur  système  par  le  scnvant .: 

or,  ces  deux  dernières  équations  ne  seront  compatibièeque  si 
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l'on  a    "^  ,=         »,  et  comme  mu»  n'avoM*  pas- fsil  cette 

hypothèse,  il  Caut  en  conclore  que  les  proposées  sont  contra- 
(Bdoiffis* 

Hais  si -^  = n^ ,  les  valeurs  générales  de  â;  et  de  y  se 

fédufaoïit'à  %  '^  coBKne  cdle  de  s.  Hais  tandis  que  z  est  déter- 

minée  et  égale  à ; ,  2?  et  y  restent  indéterminées  ;  oar  le 

c   "  c 

aystëme  des  équations  proposées  est  équivalentà  celui  des  deux 
équations 

de  sorte  que  l'on  n*a  plus ,  pour  déterminer  x  et  y,  que  la  seule 
équation 

On  pourra  donc  assigner  une  valeur  arbitraire  à  Tune  d'elles, 
et  la  valeur  de  l'autre  sera  déterminée. 

184.  Il  est  bon  de  remarquer  le  cas  où,  les  seconds  membres 
de  trois  équations  à  trois  inconnues  étant  nuls ,  le  dénomina- 
teur commun 

des  valeurs  de  x,  y,  2,  le  sera  aussi,  auquel  cas  les  formules 
générales  se  réduiront  à  §.  On  résoudra  donc  alors  directement 
les  proposées 

ax+6y+i?2=0,  (iix-\-b'y+c'z=0,  (;i'x+l/'y+c^'z=0; 

pour  cela ,  on  tirera  des  deux  premières 

bc'  —  cV  cd  —  flc'  - .- 


*  On  Ure ,  en  effet,  de  cette  équaUon  de  conditioa 
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et ,  en  subsUiuani  ces  valeurs  dans  la  troisième ,  il  viendra 

IU=0; 

de  sorte  que  le  système  de  ces  trois  dernières  équations  rem- 
placera le  système  des  proposées»  Or  l'équation  Rjs=0  est  véri- 
fiée ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  z ,  puisque  nous  supposons 
que  R  est  nul;  donc  x  et  y  admettent  aussi  une  infinité  de 
valeurs. 

Mais,  ce  qui  est  très-remarquable,  c'est  que  si  R  est  nul,  sans 
qu'aucune  des  trois  différences  ab'  —  ba\  ac' — ca'  et  bc^ — eV 

soit  égale  à  zéro,  les  rapports  -^  ^  et  -  seront  constants  y 

z    z       y 

quoique  chacune  des  trois  inconnues  admette  une  infimté  de  va- 

leurs.  Cela  résulte  évidemment  des  équations  [4]. 


CHAPITRE  VI. 

THCORIE  DES  InnSGALITCS. 


S  I.  PRINQPBS  GfiNËRAUX. 

188.  La  théorie  des  inégalités  repose  sur  ce  principe,  savoir  : 
que 

S>  a>-b,  on  aura  a  —  b>0,  queh  que  soient  les  signes  de 
a  et  de  b. 

Trois  cas  peuvent  se  présenter,  selon  que  a  et  6  sont  tous 
deux  positifs ,  tous  deux  négatifs,  ou  que  a  est  positif  ci  b  né* 
gatif.  On  ne  peut  pas  supposer  a  négatif  et  b  positif,  car  on 
aurait  alors  a  <  6  (96). 

1*  Si  a  et  6  sont  positifs,  et  que  a  soit  >-  6,  il  est  évident  que 
a—b>0. 

2^  Si  a  et  6  sont  négatifs,  et  que  a  soit  >  &,  la  valeur  absolue 
de  a  sera  moindre  que  celle  de  6,  et  par  conséquent  a  —  b  sera 
positif,  puisque  le  signe  de  b  doit  changer  en  retranchant  cette 
quantité  de  a. 

S"*  Si  a>0  et  ft<0,  il  est  évident  que  a  —  6  est  la  somme 
de  deux  quantités  positivés,  donc  a — 6>0. 

Réciproquement  5»  a — b>0,  a  e^^ > b.  La  démonstration 
est  la  même  que  la  précédente. 

186.  Il  suit  de  ce  principe  qu'on  n* altère  pas  une  inégalité  ^ 
en  qf  autant  à  ses  deux  membres  ou  en  en  retranchant  une  même 
quantité;  ainsi  de  a>6  on  tire  a:±c>6it:(?.  En  effet,  puisque 
a>6,  on  a  a  —  ft>0,  et  par  conséquent  a  —  6±(?ipe>0, 
ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

a±c  — (ft±c)>0;  donc(l88)aifcc>6±c. 

187.  Il  suit  de  là  que,  pour  transposer  un  terme  d'un  membre 
d'une  inégalité  dans  un  autre,  il  faut  le  supprimer  dans  le  mem^ 
hreoùUse  trouve^  et  l'écrire  dans  l'autre  avec  un  signe  contraire 
à  celui  qu*il  avait ,  car  cela  revient  à  retrancher  ce  terme,  pris 
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avec  son  signe,  des  deux  membres  de  Tinégalité.  Ainsi  de 
a-\'b>c — d,  on  tire  a  +  d><? — b. 

188.  Si  ton  ckOÊfê  ks  sigmês  de  tous,  k^  tomes  d*une  inéga- 
lité^ il  faudra  renverser  en  même  temps  le  signe  qui  indique 
l'inégalité  ^  car  cela  revient  à  faire  passer  tous  les  termes  du 
premier  membre  dans  ie  aecond  et  réciproquement.  Ainsi  de 
a  —  ft>c  —  don  tire  —  a  +  6<; — c  +  d. 

189.  On  n'altère  pas  une  inégalité  en  multipliant  ou  en  dévi-- 
sant  ses  deux  membres  par  une  même  quantité  posmvE,  mais  si 
cette  quantité  est  négative^  il  faut  renverser  le  signe  de  l'inégalité. 

V  Supposons  m>0;  je  dis  que  de  a>6  résulte  ma>mb 

ou  —  >^-*.  Ea  aiet,  puisque  a>  6,  oaa  a-7-  O^  et  par  cour 

séquent  »ia— mft>0  (36)  ou — >0  (83):  donc  wa>m& 

mm 

a^  b 
eu  — >  — . 

m     m 

*»  Si  m<ZO.  de«>è,  on  tirera  w»a<i«*  ou— <— .  La 
^"   *         "^    '  mm 

démonstration  est  la  même  que  celle  du  cas  précédent. 

190.  On  peut  ajouter  membre  à  membre  plusieurs  inégalités 
qui  ont  lieu  dans  le  même  sens;  ainsi  de  a>>6  et  de  C^d^  on 
tire  a-{-c'^b'^d\  car  ces  inégalités  reviennent  à  a—  &>>0  et 
à  c— d>0,  d'oùa— 6+c— d>0,  d'où  a+c>ft+<î(i87). 

191.  On  peut  retrancher  membre  à  membre  deux  inégalités 
qui  ont  lieu  en  sens  contraires  ^  en  donnant  à  la  nouvelle  inéga- 
lité le  signe  qu*a  celle  dont  on  retranche;  ainsi  des  inégalités 
a>ft  et  <?<;d,  on  tire  a — c>ft — d.  En  effet,  elles  reviennent 
à  a — 6>0età  c — d<0;  or,  si  de  la  quantité  positive  a — b 
on  retranche  la  quantité  négative  c — d,  on  aura  évidemment 
un  résultat  positif;  donc  a — 6 — c+  d>0,  d'où  «--c>ft — d. 

En  GBNiRAL ,  il  n*est  point  permis  de  retrancher  membre  à 
membre  deux  inégalités  qui  ont  lieu  dans  le  même  sens.  Ainsi 
de  8>7^t  de  6>«,  on  ne  tire  pas  8  — 6>7— «• 

IM.  Onpeut  multiplier  membre  à  membre plusiemrs  inéga- 
lités qui  ont  Heu  ékms  le  même  sens,  pourvu  que  les  deux  mem^ 
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brm  4^tha0imt'ioéent  vQ^M&:t  c'est-è-dire  que  si  a,  6,  c,  û 
sam  quatre  qiuriitilésposiiives  et  que  Ton  ait  â>b  et  €>d,  <m 
en  déilttira  «tC> M.  Ceh^est  évident,  puisque  les  facteurs  du 
produit  oc  sont  plus  grands  que  ceux  du  produit  M. 

Des  m^alités  6>3  et  — S^ — 7,  on  ne  tirerait  pas 
6X(— 6J>9X(— 7),  car  cela  reviendrait  à  — 30>— 21. 

*iK.  *]1  suH  de  là  que  Von  peut  élever  à  la  méme.puissance  les 
deux  membres  d'une  méçaiitéy  quand  ces  deux  membres  sont 
des  quantités  positives.  Ainsi  '5>>3  donne  5'>»3*;  mais  de 
5">^-7,  «n  ne  tirerait  pas  y  >(— 7)*. 

£94.  On  peut  élever  à  une  puissance  de  degré  impair ^  les  deux 
membres  de  toute  inégalité;  ainsi  de  a>6,  on  tire»  par  exem- 
ple, €^^>Jjl^K 

En  effet,  si  a  est  positif  et  b  négatif,  la  chose  est  évidente, 
puisque  toute  puissance  de  dçgré  impair  d'une  Quantité  néga- 
tive est  négative  (58).  Si  a  et  6  sont  négatifs,  ii*^*>^+», 
puisque  ces  deux  puissances  sont  négatives  et  que  la  valeur 
flbfioliie  de  la*première  est  moindre  que  celle  de  la  seconde. 

lOtt.  Avant  d'aller  plus  loin,  observons  que  si  Ton  élève  deux 
quantités  égales  et  de  signes  contraires,  -{-a  et  — a,  à  une 
puissance  de  degré  pair ,  2m ,  on  trouvera  le  même  résultat 
-f-a*"  (58)  ;  d'où  il  suit  que  si  Ton  demande  d'extraire  une  racine 
de  degré  ])air  2m  d'une  certaine  quantité ,  et  qu'on  ignore  si 
cette  quantité  provient  d'une  grandeur  positive  ou  d'une  quan- 
tité négative,  on  doit,  dans  le  doute  où  Von  est^  affecter  cette 
meine  du-  deubte  signe  dt*.  Ainsi  on  dira  que  la  racine  carrée 
de  25  est  ±:  5  ;  que  la  racine  quatrième  (te  61  est  ±:B. 

Mais,  si  le  degré  de  la  racineà  extraire  est  impair,  on  donnera 
à  cette  racine  le  signe  même  de  la  quantité  dont  on  l'extrait,  car 
toute  puissance  de  degré  impair  d'une  certaine  quantité  porte  le 
signe  de  cette  quantité  (58). 

190.  On  peut  extraire  une  racine  de  degré  pair  des  deux 
membres  d'une  inégalité  ^ pourvu  que  Vonprenne,pour  ces  racines ^ 

*  Prononcei  :  pltu  ou  moim. 
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des  quantités  positives.  Ainsi  de  rinégaUté  {a—bf>[e — df^ 
OD  tirera  a— 6>c — d^  si  (a — b)  et  {c — d)  sont  des  quantités 
positives;  mais  si  (a — ^),  par  exemple,  était  négative,  comme 
le  carré  de  (6 — a)  est  le  même  que  celui  de  (a—  b)y  Tinégalité 
proposée  revenante  (&-— aJ'Xc — dj*,  on  en  tirerait  b — a>c — d. 

197.  On  peut  extraire  une  racine  de  degré  impair  des  deux 
membres  de  toute  inégalité;  ainsi  de  a>*ft  on  déduit,  par  exem- 
ple, )/ay>yfb^  car  toute  racine  de  degré  impair  d'une  quantité 
négative  est  aussi  négative  (193). 

198.  On  peut  diviser  membre  à  membre  deux  inégalités^  qui 
ont  lieu  en  sens  contraires,  et  entre  deux  quantités  positives,  en 
donnant  à  l'inégalité  résultante  le  signe  de  celle  qu'on  a  divisée. 

Ainsi  de  a>ft  etde  c<^d,  on  tire  ->^;  cela  est  évident  puis- 

c      CL 

que  le  premier  dividende  est  plus  grand  que  le  second,  tandis 
que  le  premier  diviseur  est  au  contraire  moindre  que  le  second. 

199.  Si  l'on  a  une  suite  de  fractions  t*  t^i  ir»  •••  t->  <^^ 

••'••  0      0\      0%  Om, 

les  numérateurs  sont  quelconques  et  dont  les  dénominateurs  sont 

touspositifs,  et  que  ton  forme  une  fraction  .  ,*"|"  ,*"]'*'"!"  *, 

dont  les  deux  termes  sont  les  sommes  qu'on  obtient  en  ajoutant 
d'une  part  tous  les  numérateurs^  et  de  l'autre  tous  les  dénomina- 
teurs  des  fractions  proposées,  cette  fraction  sera  comprise  entre 
la  plus  petite  et  la  pltis  grande  de  celles-ci. 
Supposons-les  en  effet  rangées  par  ordre  de  grandeur,  de 

manière  que  ?  soit  la  plus  petite  et  que  r^  soit  la  plus  grande  ; 
on  aura  évidemment 

a 
* 

Om>bm''T'> 


r 
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Or,  si  l'on  additionne  toutes  ces  relations  membre  à  membre, 
il  viendra 

« 

En  partant  au  contraire  de  Tégalité  Om  =  fr»  •  7^  9  on  trouverait 
Ow^K.bm^f'r-  etc.,  et  on  arriverait  ainsi  à  conclure  que 

b  +  b^  +  b,+  ...  +  b^^bJ 


S  n.  DES  INÉGÂI.ITÉS  DU  PREMIER  DEGRÉ  A  UNE  SEULE 

INCONNUE. 

iMM).  Quelle  que  soit  Tinégalité  proposée,  on  pourra  tou- 
jours faire  évanouir  les  dénominateurs,  s'il  y  en  a  (132), 
en  ayant  égard  au  principe  du  n"»  189,  et  la  ramener  ainsi  à 
la  forme 

ax-\'b>c-\-dx  \i] 

On  en  tire,  en  transposant, 

(a — d)x>e  —  6, 

d'où  ^"^   — -j»    selon  que  a — d^O. 

<  a — d^  ^  < 

c j 

Dans  le  premier  cas ,  la  quantité  est  une  limite  infé- 
rieure de  â?,  c'est-à-dire  que  pour  vérifier  l'inégalité  proposée, 

on  pourra  assigner  à  x  toutes  les  valeurs  imaginables  plus  gran- 

c j 

des  que    ,,  en  n'oubliant  pas  ce  que  nous  avons  dit  au 

n^  26,  sur  les  grandeurs  relatives  des  quantités  positives  et 
négatives. 

*  Prouoncex  pJt»  grand  ou  plut  peUt  que. 
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c ^ 

Dans  le  second  cas,  où  a — <^<0, -y  est  une  limite  su- 

périeure  de  a:,  de  sorte  que  l'on  peut  donner  à  cette  inconnue 
toutes  les  valeurs  plus  petites  que  cette  liniite. 

Lorsque  Tinconniie  x  sera  assujettie  à  isatisfeire  à  deux  inéga- 
lités différentes,  on  pourra  hii  assigner  une  infinité  de  valeurs, 
si  elles  détermiaent  à  la  fois  deux  limites  inférieures,  oadeux 
limites  supérieures  de  cette  inconnue;  seulement  il  faudra  par- 
tir de  la  plus{[rand6  limite  infiérieure  ou  de  la  plus  petite  limite 
supérieure.  Mais  si  l'on  tire  des  deux  inégalités  une  limite 
inférieure  et  une  limite  supérieure  de  or,  oane  saurait  donner 
à  cette  inconnue  que  les  valeurs  comprises  entre  ces  deux  limi- 
tes, de  sorte  qu'il  pourra  être  impossible  de  satisfaire  aux 
inégalités  proposées,  si  la  limite  inférieure  trouvée  n'est  pas 
moindre  que  la  limite  supérieure. 

SOI.  PaoBLÂME.  Un  berger^  interrogé  sur  le  nombre  de  ses 
moutons^  répond  :  Si  vous  diminuez  de  7  unités  les  l  de  leur 
nombre^  le  reste  q%te  v(ms  trouverez  sera  plus  grand  que  4,  et  si 
au  tiers  de  ce  nombre  vous  ajoutez  une  unités  vous  trouverez 
une  somme  qui  surpassera  V excès  de  la  moitié  du  nombre  de  mes 
moutons  sur  4.  Quel  est  le  nombre  de  ces  moutons? 

En  le  désignant  par  x,  on  trouvera  fiicilement  les  deux  iné- 
galités 

^^-7>4,|-|-l>ix-4. 
On  en  tire  successivement 

2a:  — 35>20,  d'où    a:>^=27i, 

^20^+   6>3ar~^,     *où    a?<«0. 

Or,  X  devant  être  un  nombre  entier,  on  ne  pourra  prendre  pour 
sa  valeur  que  les  seuls  nombres  28  et  29. 11  est  facile  de  vérifier 
que  ces  nombres  satisfont  àja  question. 

Mais ,  si  le  reste  obtenu  en  retranchant  7  des  \  du  nombre  des 
moutons  eût  dû  être  plus  grand  que  5,  on  aurait  trouvé  80  pour 


nriBoan  bis  biégalités.  fS9 

Jmàk^iÊâinmKm^  4ir,«t  ccmne  la  Hnâte  sopémorB  ett  aussi 
30,  le  problème  n'aurait  pas  admis  de  solution. 

S  m.  DES  INÉGALrrtS  ENTRE  PLUSIEURS  INCONNUES. 

•SOS.  Cftnwdérons^  deux  inégalités  entre  dâux.  inconnues 


On  en  tire 


et 


^ ^  — — ^,    selon  que    «^  0 , 
^^' — jr-^i    selon  que    a'^0. 


Si  a  et  a'  sont  deux  quantités  positives,  on  a  ainsi  deux  limites 
inférieures  de  or,  et  alors  on  pourra  assigner  à  y  une  valeur  ar- 
bitraire p,  et  donner  en  même  temps  à  x  toutes  les  valeurs  plus 

grandes  que  la  plus  grande  des  deux  quantités et p-?. 

Si  a  et  a!  sont  négatifs,  on  pourra  encore  donner  à  y  une 
valeur  arbitraire  p,  et  x  recevra  en  même  temps  toutes  les  wi- 

leurs  moindres  que  la  plus  petite  des  deux  quantités ^  et 

h'—V^ 

Si  a  et  a'  aont  de  signes  contraires,  et  si ,  par  exemple ,  a>0 
et  a'<;0,  on  aura 

»>^  «  '<^. 

et  cela  exige  que  Ton  ait 

k-by  ^k-Vy 

ce  qui  détermine  une  liipite  de  y.  h  lors  on  .-assigmEa  à  y  toutes 
les  valeurs  plus  fraudes  que  eeite  limite,  si  c'est  une  limite  in- 
férieure ;  fins  p^Mea  qu'elle ,  ^si.  o'est  use  limite  supérieuse  ;  et 
on  acoouple0a,4nrec  chacune  de  ces  valeurs  de  y,  toutes  les  va- 


140  THÉORIE  DBS  MÉG ALITÉS. 

leurs  de  x  comprises  entre  les  deux  limites  correspondantes  de 
cette  inconnue. 

En  résolvant  les  inégalités  proposées  par  rapport  à  y,  on  ob- 
tiendrait semblablement  la  limite  de  x, 

SOS.  Les  mêmes  considérations  conduiront  à  la  ièierminar^ 
tian  des  limites  des  deux  variables  x  et  y,  dans  un  système  quel- 
conque cTinégalités  à  deux  inconnues. 

Supposons  «  par  exemple,  que  Ton  propose  de  satisfaire  aux 
trois  inégalités 

2y— a?>0,    1— 2a?— 3y>0,    7  +  te+y>0, 

par  des  valeurs  entières  de  x  et  de  y.  On  en  tirera,  en  les  résol- 
vant par  rapport  à  ar, 

il  faut  donc  que  Ton  ait  à  la  fois 

-Z±y<^y     et  -^+y^'-^ 


4     ^^^  4^2 

On  en  déduit 

y>— 4,    et  y 


5* 


Ainsi,  puisque  y  doit  être  une  quantité  entière,  on  ne  peut  pas 
lui  assigner  d'autres  valeurs  que  0  et  i. 

Or,  pour  y=0,    on  a    a?<0,  a?<;J,    a?> — |. 

Donc  à  y =0  on  ne  peut  faire  correspondre  que  — 1,  puisque 
c'est  là  le  seul  nombre  entier  compris  entre  0  et  —  }. 

Pour         y  =  l,    on  a    a?<2,  a7< — 1,  ar>— 2; 

or,  il  n'y  a  point  de  nombres  entiers  compris  entre  —  1  et  — 2  ; 
donc  à  y=l  ne  répond  aucune  valeur  de  a;;  de  sorte  que  les 
inégalités  proposées  ne  peuvent  être  vérifiées  que  par  le  seul 
couple  y =0  et  0?  =  — 1. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  l'on  peut  quelquefois  éliminer 
une  inconnue  entre  deux  inégalités,  par  la  méthode  d'élimination 
par  réduction;  ainsi  en  ajoutant  à  la  troisième  des  inégalités 
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proposées,  d'une  part,  le  produit  de  la  première  par  4  ;  d'une 
autre  part,  le  produit  de  la  deuxième  par  2,  x  disparaîtra,  et 
il  viendra 

9y+7>0    d'où    y>— î,    et    9— 6y>0    d'où    y<f. 

Mais  ce  procédé  est ,  en  général ,  moins  commode  que  le  pré- 
cédent. 


CHAPITRE  VII. 

DE.  L'ANALYSE   IIVDËTEBinnifE  DU  PHEHIEa    IIEGBÉ. 


g  I.  ËQUATION  DU  PREMIER  DEGRÉ  A  DEUX  INCONNDBS. 

804.  Nous  avons  vu  que  lorsque  le  nombre  des  inconnues 
surpasse  celui  des  équations  à  résoudre,  ces  équations  sont  in* 
délenninées,  c'est-à-dire  qu'il  existe  une  infinité  de  systèmes 
de  valeurs  de  ces  inconnues  qui  peuvent  les  vérifier  (i61).  Mais 
si  l'on  demande  que  les  valeurs  des  inconnues  soient  toutes  en- 
tières ,  le  nombre  des  solutions  pourra  ne  plus  être  infini ,  et 
quelquefois  même  la  question  deviendra  impossible,  surtout  si 
l'on  exige  encore  que  ces  valeurs  soient  non-seulement  entières, 
mais  encore  positives.  La  détermination  de  ces  sortes  de  valeurs 
est  l'objet  de  Vanalpse  indéterminée.  Pour  prendre  d'abord  le 
cas  le  plus  simple,  nous  allons  nous  occuper  de  la  résolution, 
en  nombres  entiers ,  d"«tw  équation  du  premier  degré  à  deux 
inconnues. 

nos.  Toute  équation  du  premier  degré  à  deux  inconnues 
lit,  comme  nous  l'avons  vu,  être  ramenée  à  la  forme 

Ax  +  By  =  K , 

is  laquelle  A,  B  et  K  représentent  trois  nombres  enUers. 
ïbons  de  la  réduire  à  la  forme  la  plus  »mple  possible.  En 
iséquence,  si  ces  trois  nombres  ne  sont  pas  premiers  entre 
i ,  on  les  divisera  par  leur  plus  grand  commun  diviseur,  ce 
i  donnera  une  équation  plus  simple 

k'x-\-Wy  =  TL'. 

intenant,  il  pourra  se  faire  que  deux  des  trois  quantités  A',  B' 
K.'  aient  un  facteur  commun  ;  je  suppose  d'abord  que  A'  et  B' 
issent  de  cette  propnélé  et  que  leur  plus  grand  commun 
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8oh  d;  je  divise  ton  les  tarmet  de  réqaalioii' ci* 
dem»  pard^  et  il  viendra 

équation  qui  ne  pourra  être  satisfaite  par  aucun  couple  deva*^ 
leurs  enlièreaite  âretde  y,  ponque  A''  et  B*  sont <les' nombres 

entiers ,  et  que  -j  n'en  est  pas  un.  Donc 

Pour  qu'une  équation  à  deux  iueomimes. soit  iokMê'emmm» 
bres  entiers^  il  faut  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  leurs 
coefficients  divise  le  terme  tout  eownu, 

206.  Si^iposons  maintenant  que ,  A'  et  B'  étant  premiera 
entre  eux,  Tun  de  ces  coefficients  A\  par  exemple,  ait  un  &c- 
teur  commun  d  avec  K'  :  en  divisant  tous  les  termes  de  Té- 
quation  A'â; -)- B'y  =  K'  par  ce  facteur  commun,  on  trouvera 

or,  A'^  et  K'^  sont  des  nombres  entiers  ;  donc  —1^  doit  aussi  être 

un  nombre  entier  ;  mais  B'  et  d  sont  premiers,  entre  eux  ;  donc 
y  doit  être  un  multiple  de  d,  et  est  ainsi  de  la  forme  dy(,  de 
sorte  que  l'équation  proposée  sera  ramenée  à 

A*'x  +  By  =  K\ 

et  celle-ci  sera  elle-même  susceptible  d'être  simplifiée,  si  B'  et  K'^ 
ne  sont  pas  premiers  entre  eux.  On  vaii  par  là  que  I'oa  pourra 
toujours  réduire  toute  équation  à  deux  indéteroMiiéesà  la  Corme 

ax'\'by  =  k  [I], 

dans  laquelle  les  nombres  a,  b  «^  k  sont  premiers  entre  eux  deux 
à  deux. 

807.  Occupons-nous  donc  dé  la  résohitlon  de  cette  équa- 
tlon.  Rien  ne  serait  plus  facile,  si  fun  dés  coefBéîentâ  a,  par 
exemple,  était  égal  à  rtmité,  car  dors  on  en  tirerait  immé- 
diatement 
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et  on  voit  ainsi  qu'à  chaque  valeur  entière  de  y  correspondrait 
une  pareille  valeur  de  x.  En  conséquence,  nous  allons  tâcher 
de  faire  dépendre  la  résolution  de  Téquation  [1]  de  celle  d'une 
équation  dans  laquelle  le  coefficient  de  Tune  des  inconnues 
serait  Tunité. 

a  et  6  étant  deux  nombres  premiers  entre  eux  sont  néces- 
sairement inégaux  :  soit  a<;6.  Je  résous  l'équation  [1]  par 
rapport  à  x^  c'est"à-dire  par  rapport  à  Finconnue  qui  a  le  plus 
petit  coefficient ,  ce  qui  donne 

a 

J'effectue  la  division  de  6  par  a ,  j'appelle  q  le  quotient  et  r  le 
reste,  de  sorte  que 

et  je  substitue  cette  valeur  de  b  dans  celle  de  â;;  il  viendra 

X  = -i£ 2-= — qyA i. 

Pour  que. cette  valeur  de  x  soit  entière ,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  valeurs  entières  que  l'on  pourra  attribuer  à  y  rendent 

^égaleà  un  nombre  entier  quelconque  t^  de  sorte  qu'on 

aura 

-  =  ^,    et    x= — qy  +  t» 

La  résolution  de  l'équation  [1]  se  trouve  donc  ramenée  à 
celle  de  l'équation 

-=Lt^    qui  revient  à    ry-\'at=k     [2], 

et  nous  nous  sommes  approchés  du  but  vers  lequel  nous  ten- 
dons, car  les  coefficients  r  et  a  des  inconnues  y  et  ^  sont  respec- 
tivement moindres  que  ceux  a  et  d,  que  les  inconnues  x  eiy 
ont  dans  la  proposée.  Il  est  d'ailleurs  évident  que  nous  nous.en 
serons  d'autant  plus  approchés  que  r  sera  plus  petit.  Si  donc,  en 
faisant  la  division  de  b  par  a,  en  dedans^  comme  à  l'ordinaire, 
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on  trouvait  un  reste  r>^ay  il  serait  avantageux  d'effectuer 
cette  division  en  dehors  (Arithmétique,  92),  car  alors  le  reste 
serait  plus  petit  que  ^a,  en  valeur  absolue  *.  Nous  supposerons 
désonnais  que  Ton  ait  toujours  fait  les  divisions  en  dedans  ou 
en  dehors ,  selon  qu'il  sera  nécessaire  pour  obtenir  un  reste 
moindre  que  la  moitié  du  diviseur. 
Remarquons  encore  que ,  si  A  et  r  avaient  un  facteur  corn* 

mun  m ,  la  fraction ^  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 

^  "  y  et  m  étant  une  quantité  première  avec  a ,  sans 
quoi  ft  et  a  auraient  un  facteur  commun ,  il  faut ,  pour  que 
-—■^  soit  un  nombre  entier,  que  ■  ^  soit  aussi  un  nombre 
entier  {Arith.,  80) ,  ce  qui  donne 

^^—!^  =  t,    d'où    t'y+at^hf, 

et  ici  le  coefficient  de  y  est  moindre  que  dans  Téquation  [2]. 
Nous  ne  négligerons  donc  pas  cette  simplification ,  quand  elle 
se  présentera. 

Observons  encore  que  Ton  pourra  effectuer  aussi  la  division 
de  k  par  a,  ce  qui  conduira  à  une  équation  plus  simple,  et  qu'il 
conviendra  de  la  faire  en  dedans  ou  en  dehors,  selon  qu'il  sera 
nécessaire  pour  avoir  un  facteur  commun  au  reste  de  cette 
division  et  à  celui  de  b  par  a,  s'il  est  possible. 

Revenons  maintenant  à  l'équation  [2],  et,  en  opérant  sur 
elle  comme  sur  la  proposée ,  on  en  tirera 

* — at  .  ,  k  —  rtt 

en  posant  a = r^i  -}*  n* 
Pour  que  cette  valeur  de  y  soit  entière,  il  faut  et  il  suffit  que 

k^^r  t 
les  valeurs  entières  que  Ton  attribuera  à  t  rendent ~ 


*  L'égalité  6=aq+r  revient  ^  hs^  (g+1)— a+f  ou  5=tt(9-f  !)—(<*— ï^); 
ora— f  <^a. 

C.  10 
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égale  k  un  nombre  entier  quelconque  tt^  de  aorte  qu'on  aura 

^tlll±=,t^   et   y=-fli<+*,. 

T  ' 

La  résolution  de  l'équation  [2]  dépendra  ainsi  de  celle  de  l'équa- 
tion plus  simple 


r 
On  tire  de  celle-ci 


=  *i,    ou    ri*  +  ffi=*  [3]. 


en  posant  r=ri9i-{*''s*  P^^i*  <iue  ^  soit  un  nombre  entier,  il 
faut  et  il  suffit  que  Ton  donne  à  U^  des  valeurs  entières  qui 

Jfc— — r  t 
rendent ^  égale  à  un  nombre  entier  quelconque  t% ,  de 

sorte  qu'on  aura 

hulh^U   et    <=-jA  +  <i. 

La  résolution  de  l'équation  [3]  est  maintenant  ramenée  à 
celle  de  l'équation  plus  simple     « 

^^=P^  =  <„    ou    r,^t+rA=*        [4]. 

Mais  remarquons ,  sans  aller  plus  loin ,  que  les  coefficients 
des  diverses  inconnues ,  dans  les  transformées  successives,  sont 
les  restes  mêmes  que  Ton  aurait  trouvés  en  cherchant  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  a  et  de  ft  ;  car  nous  avons  d'abord 
divisé  6  par  a,  puis  a  par  le  reste  r  de  cette  première  division , 
puis  ce  reste  par  celui  n  de  la  seconde,  et  ainsi  de  suite.  Donc, 
puisque  a  et  6  sont  supposés  premiers  entre  eux ,  on  parviendra 
à  un  reste  égal  à  l'unité,  lequel  sera  le  ooeffident  de  l'avant- 
dernière  des  indéterminées  que  l'on  aura  introduites  dans  le 
cours  du  calcul.  Supposons  que  t%  soit  ce  reste  égal  à  l'unité  : 
on  tirera  alors  de  la  dernière  transformée , 
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En  substituant  celte  yaleur  de  tt  dans  celle  de  ^,  puis  en  re- 
montant ainsi  successivement  aux  valeurs  des  diverses  incon- 

• 

nues  y  on  parviendra  à  obtenir,  pour  x  et  pour  y,  des  valeurs 
qui  seront  des  fonctions  entières  (18)  de  Tindéterminée  t^.  Ces 
valeurs  contiendront  en  général  un  terme  en'^et  un  terme 
indépendant  de  cette  variable,  et  seront  ainsi  de  la  forme 

y  =  p-{-Btt,x  =  a  +  ktt. 

Le  problème  sera  alors  complètement  résolu,  puisque,  pour 
toutes  les  valeurs  entières  que  Ton  donnera  à  /i,  on  trouvera 
de  pareilles  valeurs  pour  x  et  poui>y*. 
fi08.  Exemple  L  Résoudre  l'équation 

177a?— 128y=:96 

en  nombres  entiers. 

128  n'ayant  pas  d'autre  facteur  premier  que  2 ,  on  voit  que 
les  trois  nombres  177, 128  et  95,  sont  premiers  entre  eux  deux 
à  deux.  Cela  posé,  en  appliquant  la  méthode  que  nous  venons 
de  développer,  nous  trouverons  successivement 

177j?— 96  ,  49ic— 95  ,  ^ 

^  128  ^      128  ^   ' 

49â?— 95      ,  128^  +  95      ,^  ,  96  —  19^ 

___  =  ^,     a:=———=Zt  +  —^^-. 

*  Cette  méthode  démontre  qu'il  tuffU  que  let  coefficienti  a  «(  b  soient 
Tptemien  entre  eux  pour  que  Véquation  ax + by = k  toit  toluble  en  nombres 
eniiers  :  eUe  prouve  également  que  cette  condition  est  nécessaire.  En  effet, 
si  a  et  b  ont  un  commun  diviieur  r . ,  comme  les  coefBcients  des  deux 

incoonuei,  dans  chaque  transformée  i  sont  les  deux  derniers  restes  obte- 
nus, on  arriwaà  la  transformée 

f «U-i + r»-it« = fc , 
d*où  l'on  tirera 

en  désignant  par  qmn  le  quotient  de  la  division  de  r «^  par  r»  ;  puis  donc 
que  ce  quottent  est  enUer,  on  voit  que  l'équaUon  ci-dessus  sera  absurde, 
h  moins  que  r»  ne  divise  k. 
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Or  — 2g —  =  — i— —i,  et  comme  19  et  49  sont  premiers 

95  — 19^ 
entre  eux ,  il  en  résulte  que  — ^q —  ^^  ^^  entier  que  si 

(5  —  0  ^t  divisible  par  49.  Je  pose  donc 

5 ^ 

=  ^1 ,    et  nous  aurons    a;  =  3^  + 1 9/i. 


49 

De  réquation 

6  —  t 


=  /i,    on  Ure    ^  =  5— 49/i, 


49 
et  par  suite  * 

a:  =  (5  —  49/,)3  +  19^i  =  15  —  128/i , 

y  =  15-- 128^1  +6  — 49^1=^:20— 177/1; 

de  sorte  qu'en  donnant  à  ti  toutes  les  valeurs  entières  possibles, 
on  tirera  des  formules 

a;  =  16— 128^1    et    y  =  20— 177^1 

toutes  les  solutions  entières  de  Téquation  proposée.  Si,  par 
exemple ,  on  suppose 

/=      0,    on  aura    x=   15    et    y=  20; 
^  =  --1,  a?  =  143  y=:197, 

etc. 

ExBMPLB  II.  Soit  encore  Péquation 

177«— 128y=228. 

Je  vois  à  rinspection  de  cette  équation  que  128  et  228  sont 
divisibles  par  4»  de  sorte  qu'en  divisant  tous  les  termes  par  4 
et  en  posant 

X = 4afy    on  aura    177a:' — 32y  =  57. 

De  même,  177  et  57  étant  divisibles  par  3,  il  viendra,  en  divi- 
sant tous  les  termes  de  cette  dernière  équation  par  3,  .et  en 
posant 

y  =  3y',  59a;'— 32y'=i9. 
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On  appliquera  la  méthode  du  n*  807  à  cette  équation ,  et  on 
trouvera  successivement 

.     69a/— 19     ^  ,     6a:'+19      ^  ,      , 
^  32  32  * 

a?'=6(2+  «i)— 3+2^1=  9+32^,;    a:=r36-f  128/i; 
y' = 2(9  +  32^i)— (2  +  5^)=  16 + 69/,  ;    y  =  48  +  r7/„ 
809.  Les  formules 

aj  =  a+Aft    et    y=P4-B/„ 

que  nous  avons  obtenues  précédemment  (807),  vont  nous  con- 
duire à  une  propriété  fort  remarquable  dont  jouissent  les  va- 
leurs de  0?  et  de  y  qni  satisfont  à  Téquation  [1]. 

Je  remarque  d'abord  qu'on  peut  faire  tt = 0,  dans  ces  for- 
mules, ce  qui  les  réduit  à  x=a  et  à  y=  p,  et  qu'ainsi  a  et  p 
forment  une  solution  de  l'équation  [1].  Cela  posé,  si  l'on  sub- 
stitue a  4-  A^  et  p  -f~  ^^t  ^  I^  P^^^^  ^6  ^  ^^  d^  Vi  dans  cette 
équation,  il  viendra 

(Aa  +  Bft)/,=0, 

puisque  aa-f  6p=A,  et  comme  U  n'est  pas  nul,  on  devra 
avoir 

Aa-|.B6  =  0,    d'où    J=— 5- 

Or,  les  deux  nombres  A  et  B  sont  premiers  entre  eux,  car  s'ils 
avaient  un  focteur  commun  m,  les  valeurs  générales  de  â;  et  de  y 
pourraient  être  mises  sous  la  forme 

a?=a-{-mA%    et    y  =z p "{^ mVU; 
de  sorte  qu'en  attribuant  à  t^  la  valeur  fractionnaire  —  •  on 
aurait  pour  x  et  pour  y  des  valeurs  entières,  ce  qui  est  con- 
traire  à  la  condition =  Uy  par  laquelle  nous  avons  déter- 
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miné  ti  en  fonction  de  ff  Les  fractions  égales  ^  et  —  étant 
irréductibles,  il  faudra  que  Ton  ait  A  =  ±  A  et  B  =  zfi  a  ;  donc 

Si  maintenant  on  remplace  U  par  tous  les  nombres  entiers 
0,  1,  2,  3,  4,....  on  trouvera  que  les  valeurs  de  ^  et  de  y  for- 
ment les  deux  progressions  suivantes  : 

^ a — 26,     a  —  6,     a,     a  +  ft,     «  +  2*> 

T p  +  2a,    p+a,    p,    p— a,    p— 2», 

Ainsi  les  solutions  entières  de  t équation  ax  -f  by  =^  k  sont  les 

termes  corfespondants  de  deux  progressions  par  différence,  telles 

que  dans  la  progression  qui  détermine  les  valeurs  deXy  la  raison 

est  le  coefficient  de  y,  pris  avec  son  signe  ou  avec  un  signe  con^ 

traire  au  sien^  et  que  dans  celle  qui  renferme  les  valeurs  dejjla 

raison  est  le  coefficient  de  x,  pris  avec  un  signe  contraire  ou  aaee 

son  signe, 

810.  On  peut  démontrer  autrement  ce  théorème  important  : 

Soient,  en  effet ,  x  =  a  et  y=p  une  solution  entière  de 

l'équation 

oa?  -f  fry  =:  A  : 

nous  aurons  donc 

aa-j-6p=:*, 

d'où  j  en  soustrayant  ces  deux  égalités  membre  à  membre  % 

a(x—aL)  +  b{y—p)=0, 
et  par  suite 

a 

Otx — a  est  un  nombre  entier,  donc   ^     "  en  est  aussi  un  ; 

a 

mais  a  est  premier  avec  b^  donc  a  divise  y — p  ;  donc,  en  repré- 

*  Ceftt  pour  écrire,  dans  l'équation  [l],la  condition  exprimée  dans  lldeû- 
Uté  Oft  +  2»?=:  ^9  que  nous  avons  fait  cette  soustraction.  Le  résullat,  ea 
effet,  est  le  môme  que  si  nous  avions  remplacé  dans  [i] ,  Jk  par  sa  valeur 
tlréedeaa  +  5p=fc. 
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sentant  par  f  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif, 
on  aura  y  —  p  =  a^,  et  par  suite 

yr=p  +  a^,    xr=ifi—bi  ,  [5]. 

Ces  formules  ne  seraient  pas  plus  générales  en  y  aflTectant  le 
second  terme  du  double  signe  di,  puisque  i  doit  recevoir  toutes 
les  valeurs  entières  tant  positives  que  négatives. 

211.  11  résulte  des  formules  [5]  que,  si  une  fois  on  avait 
déterminé  une  solution  de  l'équation  [1] ,  on  en  aurait  immé- 
diatement une  infinité  d'autres;  de  sorte  que  le  problème  de 
résoudre  une  équation  à  deux  inconnues  en  nombres  entiers, 
est  ramené  à  celui  de  trouver  une  solution  de  cette  équation. 
Nous  verrons  plus  loin  f418)  que  Ton  peut,  à  l'aide  des  fractions 
continues,  obtenir  cette  solution  ;  mais,  en  attendant,  il  fautnous 
en  teÂir  à  la  méthode  que  nous  avons  développée  au  n<>  207. 
Cependant  il  sera  souvent  possible  de  trouver  cette  solution,  en 
examinant  attentivement  l'équation  proposée.  Ainsi,  quand  on 
pourra  reconnaître  que  la  somme  ou  la  différence  de  deux  mul- 
tiples des  coefficients  des  inconnues  sera  un  diviseur  du  terme 
indépendant,  on  obtiendra  facilement  un  couple  dé  valeurs 
entières  de  a?  et  de  y  qui  vérifient  l'équation  proposée 

ar  +  6y=*  [1]. 

En  effet,  si  aMdrfrn  est  un  diviseur  de  A,  on  aura,  en  appe- 
lant q  le  quotient  de  la  division  de  h  par  om^lny 

amqdbbnqi=s:ky 

de  sorte  qu'en  faisant  dans  [1],  x=inq  et  yi=:dt:nqy  cette 
équation  deviendra  identique.  Donc 

xsszmq-^'bi    et    y=±«g — ai 
seront  alors  les  formules  générales  qui  la  résolvent. 
912.  Exnf?Ll  I.  Résoudre 

ia»  +  19y=25. 
On  voit  facilement  que 

13.3—19.3=1 
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qui  est  un  diviseur  de  35.  Je  multiplie  donc  tous  les  termes  de 
cette  égalité  par  25,  ce  qui  donne 

13.3.25  —  19.2.25  =  26; 

ainsi,  en  posant  â?=:3. 25=75  et  y= — 2.25=— >50,  j'aurai 
satisfait  à  la  proposée.  Donc 

a?  =  75— IW    et    y=— 50+13^ 

ExBMPLE  II.  Résoudre 

39a?  +  29y  =  650. 

Je  remarque  d'abord  que  39  et  650  ont  le  facteur  commun  13, 
de  sorte  qu'en  posant  y=13y',  je  ramènerai  cette  équation  à 
la  suivante  (206), 

3a:  +  29y'  =  50  [6]. 

Je  vois  ensuite  que 

—  3.9  +  29  =  2, 

qui  est  un  diviseur  de  50.  En  multipliant  donc  tous  les  termes 

50 
de  cette  égalité  par  -^=25,  il  viendra 

—  3.9.25  +  29.25=50, 

et  par  conséquent  j'aurai  une  solution  de  l'équation  [6] ,  en 
posanta?  =  «— 9.25  =  — 225  et  y'=25;  donc 

a:  =  — 225  +  29^,  y'=25— 3^  partant  y=325  — 39/. 

On  aurait  résolu  les  équations  proposées  plus  simplement  en 
observant  que  39  —  29 =10  est  un  diviseur  de  650. 

215.  Les  formules  [5]  résolvent  l'équation  [1]  en  nombres 
entiers,  mais  si  l'on  ne  veut  admettre  que  des  valeurs  positives 
pour  X  et  pour  y,  il  faudra  rejeter  les  valeurs  de  t  qui  con- 
duiraient à  des  valeurs  négatives  de  ces  inconnues.  Comment 
reconnaître  ces  valeurs  de  t  qu'il  faudra  rejeter? 

Nous  supposerons  toujours  que  a  soit  positif,  ce  qui  est  per- 
mis ,  car  si  a  était  négatif,  il  suffirait  de  changer  les  signes  de 
tous  les  termes  de  l'équation  [1] ,  pour  rendre  ce  coefficient 
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pOBÎtif  :  nous  aurons  alors  deux  cas  à  examiner,  selon  que  b  sera 
positif  ou  négatif. 

Soit  6>0  :  pour  que  les  valeurs  de  x  et  de  y,  données  par  les 
formules  [5],  soient  positives,  il  faudra  que  Ton  ait 

oL  +  bt>0,    et    p—at>0, 


d'où  Ton  tire 


a  S 

^>— X    et    t<^. 
b  a 


On  a  donc  ainsi  une  limite  inférieure  et  une  limite  supérieure 
de  ty  de  sorte  qu'en  donnant  à  cette  variable  toutes  les  valeurs 
entières  comprises  entre  ces  deux  limites,  on  obtiendra  toutes 
les  solutions  de  Téquation  ax-^-by^^k^en  nombres  entiers  po- 
sitifs. On  pourra  même  faire  t  égal  à  Tune  et  à  l'autre  de  ces 
linûteSy  si  â;  et  y  peuvent  recevoir  des  valeurs  égales  à  zéro. 

Le  nombre  des  solutions  entières  et  positives  de  l'équation  [1] 
est  donc  limité^  et  cette  équation  serait  même  insoluble,  si  les 

a       6 

limites  de  /,  — x  et  -,  étaient  comprises  entre  deux  nombres 

entiers  consécutifs. 

Ces  limites  d'ailleurs  ne  sauraient  être  contradictoires,  car, 
pour  qu'elles  le  fussent,  il  faudrait  que  l'on  eût 

-J>J,  d'où   aa+ôp<0, 

ce  qui  ne  se  peut  ;  car  a  et  p  formant  une  solution  de  l'équa- 
tion [1],  on  a  aa-j-AP=A,  et  k  n'est  pas  négatif,  sans  quoi  la 
proposée  ne  pourrait  être  vérifiée  par  aucun  couple  de  valeurs 
positives  de  x  et  de  y, 

214.  Dans  le  cas  que  nous  examinons,  on  peut  déterminer 
le  nombre  des  solutions  qu'admet  l'équation  proposée.  En  effet, 
si  l'on  appelle  A  et  B  les  nombres  entiers ,  positiCs  ou  négatifs, 

qui  sont  immédiatement  moindres  que  —  ^  et  que  - ,  les 
valeurs  dont  t  est  susceptible  seront 

A  +  1,  A  +  2,  A  +  3,....  B  =  A+(B  — A). 

On  voit  donc  que  le  nombre  de  ces  valeurs  est  B — A. 
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fii5.  Soit  maintenant  &<0;  on  devra  alors  avoir,  en  met- 
tant le  signe  de  b  en  évidence , 

a— 6<>0  et   p— irf>0, 
d'où  Ton  tire 

i<l  et    t<^. 
0  a 

Ainsi,  en  donnant  à  t  toutes  les  valeurs  entières  moindres  que 
la  plus  petite  de  ces  limites,  les  valeurs  correspondantes  de  x 
et  de  y  seront  positives,  et  comme  il  y  a  une  infinité  de  nombres 
qui  satisfont  à  cette  condition ,  il  s'ensuit  que  l'équation  [1] 
admet  un  nombre  illimité  de  solutions  en  nombres  entiers  et 
positifiB. 

fil6.  Problèmb  I.  Payer  lùùOf  en  schellingset  en  guinéesy 
sachant  que  le  schelling  vaut  l',20  et  que  la  guinée  vaut  26^,45. 

Soient  x  le  nombre  des  guinées  et  y  celui  des  schellings , 
on  aura,  d'après  l'énoncé, 

26,46.  aî+ 1,20,  y =1000, 

ou ,  en  multipliant  tous  les  termes  par  100,  afin  de  rendre  les 
coefficients  entiers  » 

2645a; +  120y= 100000, 

équation  qui  se  réduit  à 

629a?'+3y=2500, 

en  posant  â?=8â;'.  On  tire  de  là 
y=^^'^^^^=833-17&c^+^^=838-176a/  +  <, 

lll^=f,aî'=:l— 3<,a?  =  8— 24<,y=657+629^ 

Les  valeurs  de  x  et  de  y  devant  être  positives,  on  posera 

1— S<>0,    d'où    «4; 

657+52«>0,    d'où    «>-^î 
et  l'on  voit  ainsi  que  t  ne  peut  recevoir  que  les  valeurs  0  et — 1, 


DU  nnim  dwsbè.  ISS 

aazqaellds  correspondent  respectivement  a? =8,  y =657,  et 
â;=32,y  =  1186. 

Si  Ton  admet  que,  pour  payer  les  1000',  le  débiteur  ait  la 
faculté  de  donner  à  son  créancier  des  guinées  ou  des  schellings, 
et  que  celui-ci  puisse  rendre  des  schellings  ou  des  guinées,  Vune 
des  deux  inconnues  xeiy  pourra  alors  recevoir  des  valeurs  néga- 
tives, de  sorte  que  pour  les  déterminer,  dans  ce  cas,  on  posera 

1— 3<>0)     ,,  .      ...      .     .^     867. 

1— 3<<0)      ...     ,^,    ^    ^.^      657 

Ainsi,  dans  le  premier  cas,  on  pourra  donner  à  i  toutes  les 
valeurs  négatives — 2,  — 3,  — 4,....  et  dans  le  second,  on  ne 
devra  attribuer  à  i  que  les  valeurs  positives  1 ,  2 ,  3 ,  4 , . , . .  Si , 
par  exemple,  on  fait  ^  =  — 2,  on  trouvera  a7=56,  y= — 401, 
de  sorte  qu'on  acquittera  la  dette  de  1000',  en  donnant  56  gui- 
nées  qui  valent  1481',20,  et  en  recevant,  en  retour,  401  schel- 
lings qui  valent  481 ',20. 

SI  7.  ProblAmb  II.  Tfomer  wié  zomme  que  t'en  puisse  payer 
de  6  manières  différentes^  avec  des  guinées  et  des  sehetlings. 

Soient  z  cette  sonune  inconnue,  a  le  nombre  des  guinées 
et  y  celui  des  schellings,  que  Ton  emploiera  pour  la  payer.  On 
aura  Téquation 

26,45. «4-1,20. y=«, 
qui  revient  à 

5SftpH-S4y=20«, 

ou ,  en  posant  A? = 4â/, 

SS9a/+6y=6z. 

On  tire  de  cette  équation 

0  o 

îiî^sst,    a/sTÔf— «,    ysi89«— 529^ 
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Pour  que  ces  valeurs  de  x'  et  de  y  soient  positives,  on  poser 

«— «>0,    d'où    <>g; 

89«— 629<>0,     d'où    t<i^. 

Cela  posé ,  si  l'on  représente  par  A  le  nombre  entier  immédia- 

z  * 
tement  moindre  que  ^ ,  il  faudra  que  le  plus  grand  nombre 

entier  contenu  dans  rôq  soit  A  4-6,  puisque  l'on  veut  qu'il  y 

ait  6  couples  de  valeurs  de  â/  et  de  y  (814).  Donc ,  en  appelant 
a  et  |}  deux  quantités  positives ,  moindres  que  l'unité ,  on  aura 

partant 

_---.6  +  p-«, 

donc ,  si  p  >  a ,  6  sera  le  plus  grand  nombre  entier  contenu 
dans  la  différence  des  deux  limites  de  t  ;  mais  si  p<  a ,  5  sera 
ce  plus  grand  nombre  entier,  de  sorte  que,  pour  avoir  certai- 
nement les  6  solutions  demandées ,  il  faudra  égaler  cette  diffé- 
rence successivement  à  6  et  à  7,  ce  qui  donnera 

|f-|  =  6.     d'où    ^.=3808;     ' 

^-1  =  7,    d'où    ,=4443. 

Pour  savoir  laquelle  de  ces  valeurs  de  z  il  faut  prendre ,  nous 
allons  calculer  les  limites  correspondantes  de  t.  Nous  trou- 
verons ainsi 

«=3808,  ^>634,  f<64l. 

Or,  il  est  évident  que  t  peut  admettre  ainsi  les  6  valeurs  635 , 
636,  637,  638,  639  et  640,  et  que  3808'  est  par  conséquent  la 
somme  demandée. 
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S II.  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ  A  PLUSIEURS  INCONNUES. 

818.  Nous  distinguerons  deux  cas  principaux,  suivant  que 
le  nombre  des  inconnues  surpassera  celui  des  équations  d!une 
ou  de  plusieurs  unités. 

I^'Cas.  Considérons  d'abord  deux  équations  à  trois  inconnues 

a'x+Vy+&z=hf. 

Il  est  dair  que  ces  équations  ne  seront  solubles  en  nom- 
bres entiers  que  si  a,  fr,  e  sont  premiers  entre  eux,  ainsi 
que  a',  b\  d^  car  nous  les  supposons  débarrassées  de  tout  fac- 
teur commun  à  tous  leurs  termes.  D'ailleurs,  si  deux  des  coeffi- 
cients ont  un  diviseur  commun  avec  le  second  membre ,  on  le 
supprimera  comme  nous  Tavons  indiqué  dans  ce  qui  pré- 
cède (906),  et  on  transformera  ainsi  les  équations  proposées  en 
d'autres  plus  simples.  Cela  posé ,  éliminons  Tune  des  incon- 
nues ,  z  par  exemple ,  entre  ces  équations ,  et  nous  pourrons 
leur  substituer  le  système  formé  de  l'une  d'elles 

(W7-f-6y-f-cs  =  *  [7], 

et  de  l'équation  résultante 

Aa:-f-By=K  [8]; 

de  sorte  qu'en  résolvant  cette  dernière ,  on  obtiendra  tous  les 
couples  et  les  seuls  couples  de  valeurs  de  a?  et  de  y  qui ,  con- 
jointement avec  certaines  valeurs  de  z ,  pourront  satisfaire  aux 
équations  proposées.  En  conséquence,  pour  déterminer  ces  va- 
leurs de  js ,  on  substituera ,  dans  l'équation  [7] ,  les  valeurs 

a?=«4-B^    y  =  p— A^ 

que  l'on  aura  tirées  de  l'équation  [8] ,  et  il  ne  s'agira  plus  que 
d'assigner  toutes  les  valeurs  entières  de  :;  et  de  ^  qui  pourront 
vérifier  l'équation  résultante 

D^  +  e2  =  E. 
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On  résoudra  donc  cette  dernière,  ce  qui  conduira  à  des  formules 

qui  donneront  s  et  f  en  fonction  entière  de  ^  ;  de  sorte  qu'en 
substituant  à  t  cette  valeur,  dans  les  formules  trouvées  précé- 
demment pour  X  et  pour  y,  nos  trois  inconnues  seront  expri- 
mées en  fonction  entière  de  la  même  indéterminée  f.  Par  con- 
séquent, il  suffira  d*as^igner  à  f  toutes  les  valeurs  entières 
possibles,  pour  obtenir  toutes  les  solutions  des  équations  pro- 
posées. 

Nous  allons  effectuer  ces  calculs,  en  supposant  que  les  coeffi- 
cients de  rinconnue  z  qu'on  élimine  ne  soient  pas  premiers 
entre  eux.  Si  nous  appelons  m  leur  plus  grand  commun  divi- 
aeur»  les  équations  à  résoudre  seront  ainsi  représentées  par 

oa? -f- 6y -f- mcjï  =  Ar , 

On  en  tirera  (1B6} 

(ae'  —  ca')  x+(b(/  —  cV)if=:  ko'  —  ehf  [9]. 

Soient  a;  =  a  et  y = p  une  solution  de  cette  équation  :  on  aura 
donc 

a;  =  a+(ftc'-cy)^    y=p— (oc'— ca')<. 

Je  substitue  ces  valeurs  dans  la  première  des  proposées,  et  il 
viendra ,  toutes  réductions  fiBÛtes , 

c(bcf—ab')t'\'mcz=zk  —  aot^b^         [10]. 

Or,  je  dis  que  le  second  membre  de  cette  équation  est  divisible 
par  c.  En  effet,  â7=a  et  y=sp»  formant  une  solution  de 
réquation  [9]  »  on  a 

d'où,  en  mettant  c  et  c'  en  facteurs  communs  des  quantités 
qu'ils  multiplient , 

c  (Af  —  a'a  —  6'P)=c'(*-.a«— ftp). 
Mais  c  est,  par  hypothèse,  premier  avec  c',  donc  il  divise 
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k^aa —  bp;  donc,  en  appelant  g  le  quotient  obtenu  en  divi- 
sant cette  quantité  par  c,  Féquation  [10]  se  réduira  à 

(ba' — a*')  ^  +  ««  =  g  [11], 

équation  qu*il  s'agira  maintenant  de  résoudre.  Or,  si  les  coeffi- 
cients de  l'inconnue  z  que  nous  avons  éliminée  eunent  été 
premiers  entre  eux ,  on  aurait  enni  =  l,  et  l'équation  précé- 
dente étant  alors  soluble  en  nombres  entiers,  on  en  aurait  tiré 
immédiatement  la  valeur  de  z  en  fonction  entière  de  ^ ,  et  le 
problème  se  serait  trouvé  résolu,  puisque  nous  aurions  eu  ainsi 
nos  trois  inconnues  x^y^z  exprimées  en  fonction  entière  de 
la  même  indéterminée  U  On  yoit  donc  cpHl  sera  ban  €F éli- 
miner de  préférence  Vincmmie  dont  les  eoefficienis  seront  pre^ 
miers  entre  eux;  car,  indépendamment  de  la  simplicité  des 
calculs ,  on  est  certain  que  les  équations  proposées  ont  des  so- 
lutions entières,  si  Téquation  [9]  jouit  elle-mémo  de oette  pro- 
priété. 

S19.  ExBHPLB  I.  Résoudre  les  équations 

&r-f-5y +6^=104, 

9a?+3y-f-8«=164, 

en  nombres  entiers  positifs. 

Les  coefficients  de  y  étant  premiers  entre  eux,  j'élimine  cette 
inooimue ,  ce  qui  donne  Féquation 

36â?-{-22^  =  508, 

que  l'on  ramènera  facilement  à 

9a?-flla'=127, 

en  posant  js  =  2^.  On  tire  de  cette  équation 

«=18f— 8,    a:=19— 11/. 

Je  substitue  ces  valeurs  dans  la  première  des  proposées,  et  il 
vient 

75l-h8y=:95,    y=19— 15^ 
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Ainsi  les  formules  générales  sont 

a:=19— 11^    y=19— 15^    5  =  18^—8. 
Pour  que  les  valeurs  de  x^y  y  z  soient  positives ,  on  posera 

19— 1U>0,    19— 15^>0,     18^— 8>0, 

d'où  l'on  tire 

^<iî<2,    ^<ii<2,    ^>A>0; 

donc  la  seule  valeur  entière  que  t  puisse  recevoir  est  ^  =  1 ,  à 
laquelle  correspondent 

x=sSy    y  =  4,    2=xio. 
Exemple  U.  Résoudre  les  équations   ,    *;  « 

6x  +  9y+Us  =  77,    4a:+i5y  +  7xf  =  51, 

en  nombres  entiers  positifs. 

Ici  les  coefficients  de  chaque  inconnue  ont  un  facteur  com- 
mun ,  ainsi  il  faut  éliminer  celle  des  trois  inconnues  dont  le 
rapport  des  coefficients  est  le  plus  simple.  J'élimine  donc  Zy  ce 

qui  donne 

2x-^ily  =  2S. 

On  reconnaît  immédiatement  que  cette  équation  est  vérifiée 
par    x  =  2    et    y=l  :  donc 

«=2+21^    y=l— 2/. 

Je  substitue  ces  valeurs  de  â;  et  de  y  dans  la  première  équation, 
et  il  vient 

5«  +  7s=28. 

On  tire  de  cette  équation 

z=4—S4f, 

en  posant  ^  =  7f ,  et  par  suite 

a:=2+l47f,    y  =  l  — U^'. 

On  verra  facilement  que  f  ne  peut  avoir  que  la  seule  valeur 
zéro,  ce  qui  donne 

a?=2,    y=l,    5=4. 

'    220.  Il  est  facile  d'étendre  la  méthode  que  nous  venons  de 
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développer  (S  18),  pour  deux  équations  à  deux  incoimuesY 
à  la  résolution  de  m  équations  entre  (m-|-  1)  inconnues.  En 
effet,  on  éliminera  une  de  ces  inconnues  successivement  entre 
l'une  des  équations  proposées  et  chacune  des  autres,  ce  qui 
fournira  (m — 1)  équations  entre  les  m  autres  inconnues.  On 
éfiminera  de  même  une  de  ces  m  inconnues  entre  Tune  de 
ces  équations  et  chacune  des  (m  —  2)  autres,  et  on  obtiendra 
par  là  (m — 2)  équations  entre  les  (m — 1)  autres  inconnues, 
et,  en  continuant  ainsi,  on  parvien(}ra  à  trois  équations  à 
quatre  inconnues,  puis  à  deux  équations  à  trois  inconnues,  et 
enfin  à  une  équation  à  deux  inconnues.  On  pourra  remplacer, 
de  cette  manière,  le  système  des  équations  proposées  par  le  sys- 
tème formé  de  l'une  d'elles;  d'une  des  équations  à  m  incon* 
nues;  d'une  des  équations  à  (m — 1)  inconnues;....  d'une  équa- 
tion à  trois  inconnues  et  de  l'équation  à  deux  inconnues  (1S9)« 
On  tirera  de  cette  dernière  les  valeurs  des  deux  inconnues  x 
et  y  qu'elle  renferme,  en  fonction  entière  d'une  inconnue  auxi- 
liaire t  ;  puis  on  substituera  ces  valeurs  daus  Téquation  à  trois 
inconnues,  ce  qui  donnera  uoe  équation  entre  les  deux  incon- 
nues ;s  et  ^  ;  on  la  résoudra ,  et ,  en  substituant  la  valeur  ainsi 
trouvée  pour  ^,  dans  celles  de  x  et  de  y»  on  aura  des  formules 
qui  donneront  Xy  y,  et  z  en  fonction  entière  d'une  indétermi- 
née fi.  On  substituera  ces  valeurs  de  x,  y,  z  dans  l'équation  à 
quatre  inconnues,  et  on  trouvera  par  là  une  équation  entre  les 
deux  inconnues  u  et  /i ,  on  la  résoudra,  et,  en  substituant  la  va- 
leur ainsi  trouvée  pour  /i,  dans  celles  dexj  de  y  et  de  z,  les 
quatre  inconnues  x^  y,  z,u  seront  exprimées  en  fonction  en- 
tière d'une  même  indéterminée  tf.  En  continuant  ainsi  de  re- 
monter successivement  aux  équations  précédentes,  on  par- 
viendra à  des  formules  qui  donneront  les  valeurs  de  toutes  les 
inconnues  en  fonction  entière  d'une  même  indéterminée,  et  la 
question  sera  résolue. 

SSl.  PaoBLÈUB.  Un  avare  possède  dans  son  coffre^fort  plU'^ 
sieurs  ^saes  de  IQQff  chacun.  En  les  comptant  un  jour  7  à  7,  il  en 
trouva  2  de  reste;  un  autre  jour^  il  les  compta  10  à  10,  et  il  lui 
G.  li 
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«I  mta  7.  Viu  troùième  fait,  il  ks  e»n^a  1 1 Â 1 1 ,  «f  tV  y  efl«»t5 
dt  reste;  et  enfin  en  les  comptant  «ne  quatrième  fois  17  à  17,  il 
at  resta  9.  Pie  potirrait-tm  pas  décoavrir  comMfl»  tet  awe 
moaitdesmss  d'argent,  seehant  d'ailleurs  qu'il  est  avait  plats 
4e  100  «t  Mroâu  (i«  300? 
1"  SoLDTKHf.  Si  l'on  désigne  fvt  x)e  sombre  ineonon  des 

sacs,  il  résulle  des  conditions  du  problème  que — = — ,  -t^-i 

et  —       doivent  être  des  nombres  entiers  positib;  si  donc 

on  désigne  ces  nombres  respectivement  par  y,  a ,  «  et  r,  les 
équations  du  problème  seront 

x—7y  =  %    X  — 103  =  7,    X— 11«  =  5,    x— 17»  =  9. 
J'élimine  x  entre  tontes  ces  éqnatîons,  et  je  pourrai  remplaoer 
de  cette  manière  leur  ijstème  par  le  suivant  : 
j;— 7yr=2,  7y— 103=5,  103~lltl=— 2,  Ilu— i:^=4. 
Ou  tire  de  la  dernière 

v  =  3  +  lir,,     «  —  54-17*1. 
Je  substitue  cette  valeur  de  u  dans  l'éqaaliou  lOz — llu^ — S, 
■et  î!  vient 

10s— 187(,=63,     d'où    :s=24  — 187^. 
1  remplaçant  3  par  cette  valeur  dans  '7y  — 102  =  5,  ou  mieux 
ns  réquatiun  plus  simple  7^  —  2  3=1  que  l'on  en  déduit, 
posanty^5y',  on  trouvera 

7y'4-374^  =  '*9,     d'où    y'  =  7— 374(,, 
posant  /,  =  7?i.  On  aura  donc 

y  =  35  — 1870^,     et  partant    ar=  247  —  13090^; 
sorte  que  la  valeur  de  x  devant  être  comprise  entre  100 
300,  on  devra  faire  '1  =  0,  ce  qui  donnera  x=^%i7. 
Cette  solution  est  un  exemple  de  la  méthode  que  nous  avons 
[x>sée  plus  haut  (230);  mais  on  peut  encore  résoudre  le  pro- 
me  de  la  manière  suivante,  qui  est  très-simple. 
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2*  SoLimcNi.  Puisque  le  nombre  demandé  doit  donner  9  ponr 
reste,  quand  on  le  divise  par  17,  il  est  de  la  forme 

a?=:17y  +  9. 

Mais  en  divisant  ce  même  nombre  par  1 1 ,  on  doit  trouver  5  pour 
reste,  donc 

11  ""      11 

doit  être  un  nombre  entier.  J'effectue  la  division  de  17  par  tl, 
et  il  vient 

17y  +  4 ,  6f/+4 ,  2(%+g). 

ainsi,  pour  que  — ^r^  ^oit  entier,  il  faut  et  il  suffit  que  ^ 
soit  un  nombre  entier  t;  donc 

équation  à  laquelle  on  satisfait  en  posant  y  =  3  et  f = 1 .  Ainsi 
la  formule  générale  des  valeurs  de  y  e&i 

y  =  3  +  lWi,    et  par  suite    a?  =  60+ 187^1. 

Telle  est  la  formule  de  tous  les  nombres  qui ,  divisés  par  17  et 
par  11,  donnent  respectivement  pour  restes  9  et  5. 
Cela  posé,  on  doit  trouver  le  reste  7,  en  divisant  x  par  10 ; 

donc 

187f,4-6Q— 7__187/|-f&3 

10  10 

doit  être  un  nombre  entier;  j'effectue  la  division  du  numéra- 
teur par  le  dénominateur  et  je  trouve 

l87<.+53^  3(^.-1) 

ùnsi,  on  doit  avoir 

^^=^,    d'où    /,  =  10f,+  l, 

et  par  oonéqoent 

«=247  + 1870  <i. 
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Telle  est  la  formule  de  tous  les  nombres  qui  donnent  pour  restes 
9,  5  et  7,  quand  on  les  divise  respectivement  par  17,  11  et  10. 
Il  s'agît  encore  d'exprimer  que  le  reste  de  la  division  de  x  par  7 
est  2,  c'est-à-dire  que 

1870^+247— 2_  1870^1 +  245      ç,^^,   x^^jjx 
_ E= ^ =  267/1-1-35+^ 

est  un  nombre  entier.  11  faut  et  il  suffit,  pour  cela,  que 
f t  =  7/s    ce  qui  donne    x = 247  + 13090  U. 

222.  2*  Cas.  Ici  le  nombre  des  inconnues  surpasse  celui  des 
équations  de  plus  d'une  unité,  et  on  dit  alors  que  le$  éqttations 
sont  plus  qu'indéterminées. 

Soit  d'abord  l'équation  à  trois  inconnues 

flW7  +  fty  +  ca  =  A;, 

supposée  simplifiée  autant  que  possible ,  de  sorte  que  les  trois 
coefficients  a,  A,  c  sont  premiers  entre  eux,  sans  quoi  notre 
équation  n'admettrait  aucune  solution  en  nombres  entiers (205). 
On  examinera  si  deux  de  ces  trois  coefficients  sont  premiers 
entre  eux,  et  on  fera  passer  dans  le  second  membre  celui  des 
trois  qui  aurait  un  facteur  commun  avec  l'un  des  deux  autres  ; 
si  donc  a  et  6  sont  premiers  entre  eux,  il  viendra 

aX'\'by  =  k  —  cz  =  Kj 

en  posant,  pour  abréger,  A; — ez=ik!.  On  résoudra  Téquation 

oâ;  +  &y  =  A', 

ce  qui  donnera  a?  =  a  +  ft^    y  =  P — «^ 

a  et  p  étant  des  fonctions  de  A'.  En  y  remplaçant  A'  par  sa  va- 
leur k — cJSf  on  trouvera  des  expressions  de  la  forme 

x=k  +  k'z  +  bt,    fy  =  B  +  B'«  — 0/, 

et  à  toutes  les  valeurs  entières  de  z  et  de  f  correspondront  de 
pareilles  valeurs  pour  x  et  pour  y. 

Mais,  si  les  coefficients  a,  &,  c  ne  sont  pas  premiers  entre  eux 
deux  k  deux ,  comment  faire?  On  transposera  encore  une  des 
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inocHinues»  z  par  exemple,  dans  le  second  nsembre,  ce  qui 
donnera  une  équation  de  la  forme 

max-^mby  =  k —  cz^ 

et  on  voit  ainsi  que  k — cz  doit  être  un  multiple  de  m  ;  on 

posera  donc 

k  —  cz  =  mt^ 

cequi  donnera  ax-\-by^=ty 

et,  en  résolvant  cette  dernière  équation,  on  trouvera 

a?  =  a  +  6r,    y=p—ai'. 

8  et  p  sont  des  fonctions  de  t^  indéterminée  dont  les  valeurs 

entières  doivent,  conjointement  avec  de  pareilles  valeurs  de  j?, 

vérifier  l'équation 

k — cz=smt. 

On  résoudra  donc  cette  équation,  et  on  en  tirera 

de  sorte  qu'en  substituant  cette  valeur  de  t  dans  celles  de  x  et 
de  y,  on  aura,  pour  valeurs  des  trois  inconnues  Xy  y^z^  des 
eipressions  de  la  forme 

x=k+S!f  +  bt\    y  =  B+Br  — af,    js=y+in<^. 

Ainsi,  quand  les  coefficients  des  deux  inconnues  qu'on  laisse 
dans  le  premier  membre  ne  sont  pas  premiers  entre  eux,  il  y  a 
une  équation  de  plus  à  résoudre  que  dans  le  cas  contraire. 
SS5.  ExBMPLB.  Résoudre  réquatian. 

en  nombres  entiers  positifs. 
Je  transpose  le  terme  6Xf  ce  qui  donne 

22y  + 16^  =  77  — 6a?=*, 

et  on  voit  immédiatement  que  l'on  aura  une  solution  de  cette 
équation  en  posant  y  =s —  2A  et  z  =-^  3  A;  de  sorte  que 

y=— 2*+l5<,    z  =  3k  —  i2t, 

ou,  en  remplaçant  A  par  sa  valeur, 

y=—lSi+12x  +  lSi,    s  =  231— 18 AT— 22^. 


166  DE  L'AKâLlSB  IHDiTIRinNÉE 

Pour  que  ces  ^raleon  de  y  et  de  x;  soient  posHives,  on  {wsera 

—  154:t-12a:  +  15/>0,    23t  —  lSx  —  22t>0; 

puis,  ou  tirera  de  ces  inégalités 

154--12£  231  — 18« 

^>        Î3        '     ^^        22        ' 

ce  qui  détermine  une  limite  iuSàrieure  et  une  limite  supérieve 
de  t.  Pour  qu  elles  ne  soient  pas  contradictoires,  il  &udra  que 
Ton  ait 

154— 12a:^231  — 18a:        ..  .        ^77^** 
15       <        22        >     *^^    *<6-<«- 

On  fera  donc  successivement  a?=^  1,  =2,  =  3^... =13  dans  les 
limites  de  ty  et  on  trouvera  pour  â?  =  1 , 

<>^>9    et    i<^<10. 

uns!  ces  limites  sont  contradictoires,  de  sorte  qu'il  faut  rejeter 
la  valeur  a?  =  1.  On  trouvem  de  même  que  la  valeur  t=Z  doit 
être  seule  admise.  Elle  donne 

^>^>7    et    ^<^<9,    donc    f  =  8; 

par  suite 

y=— 154+36+120=î,    «  =  231—54—176=1. 

S24.  Si  Ton  avait  plusieurs  équations,  on  ne  conserverait, 
dans  leurs  premiers  membres,  qu*un  nombre  d'inconnues  su- 
périeur d*une  unité  à  celui  des  équations,  et  on  transposerait 
toutes  les  autres  dans  les  seconds  membres.  De  cette  manière 
on  sérail  ramené  à  résoudre  un  système  d'équations  qui  seraient 
siaipleaieni  indétemûoées.. 

925.  KxHPLi.  Eétoudre  let  éqmttiotu 

5a?  +  7y— 4«-f  3ti  =  12,    8a?  +  2y  +  *'+^^  =  *6, 

m  nombres  entiers  positifs. 
Je  remarque  qu'en  posant  s =2  a',  je  pourrai  diviser  tous  les 
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termes  de  la  deuxième  par  2,  de  sorte  que  nos  deux  équations 
deviendront 

J*éliraine  y  entre  ces  deux  équations,  et  je  substituerai  ainsi  à 
leur  système  le  suivant 

4ar  +  y+3a'+2i«  =  18,    23a:  +  ntt  =  ll4— 29^=*. 

On  satisfait  évidemment  à  cette  dernière  équation,  en  posait 
x  =  kf  et«= — 2i;  donc 

x  =  k  —  lU  =  lli  —  29z*—lU, 

«  ==:  —  2A -f  23^  = — 228  4- ôSjs' 4- î». 

Je  substitue  ces  valeurs  de  â?  et  de  u  dans  l'équation 

4a:  +  y+a5'-f2ii  =  l8, 

ce  ^m  doonerm  y  s=  1% — ^ — 2^ 

Pour  n'avoir  que  des  valeurs  positives,  on  posera 

114— 29a'— ll/>0,  — 228+58«'+28^>0,  18^3«'— 2Ç>0, 

'*^^g^**^  d'où  l'oA  ike 

114— 29x'       ^^2(114— 29ig^)      ^^18  —  3^ 

'<      n      '   ^^       il       '   '^      2~- 

Pour  que  ces  inégalités  soient  compatibles,  il  faudra  que  fou  «l 

2(ll4--29gO      114— i9g'  2C114— 29z^)      t8--3g" 

23  '^        11  23         ''^       2       • 

On  déduit  de  ces  inégalités 

^'<W«  et  V>H- 
Ainsi  sf  ne  peut  recevoir  que  les  valeurs  1,  2  et  3.  En  substituant 
successivement  ces  valeurs  dans  les  limites  de  ^,  on  trouvera 
que  ces  limites  sont  contradictoires  pour  z'=l  et  pour  z'=^3f 
et(iBe,pour  Ji'  =  2,  ondoitavoir4<lft  et  <>4;  dûnc^=5, 
eiparswte 

«  =  1U— M— 55=1,    y=t8— 6  — 10=2, 
«  =  —  228  +  116  +  116  =  3,    z  =  4. 
Cest  là  k  seule  solution  des  équations  proposées. 


CHAPITRE  VIII. 


DES  ÉQUATIONS  DU  DEUXIÈME  DEGRfi. 


S  I.  DES  ÉQUATIONS  À  UNE  SEULE  INCONNUE. 

556.  Une  équation  du  deuxième  degré  à  une  seule  inconnue 
peut  renfermer  trois  sortes  de  termes;  des  termes  contenant  le 
carré  de  i'înconnue,  des  termes  renfermant  la  première  puis- 
sance de  rinconnue,  et  des  termes  indépendants  de  cette  in- 
connue. Lorsque  tous  ces  termes  entrent  dans  Téquation,  on  dit 
qu'elle  est  complète^  et  alors  on  peut  la  réduire  à  la  forme 

iwc*-f  fta:+(?=0  [1]. 

11  suffit,  en  effet,  pour  cela,  de  transposer  tous  les  termes  dans 
le  premier  membre,  après  avoir  fait  évanouir  les  dénominateurs, 
et  de  l'ordonner  ensuite  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
santes de  X. 

Mais  on  conçoit  que  l'équation  peut  ne  contenir  ou  aucun 
terme  indépendant  de  l'inconnue,  ou  aucun  terme  dans  lequel 
cette  inconnue  se  trouve  à  la  première  puissance.  Dans  le  pre» 
mier  cas,  on  a  c  ==  0,  et  dans  le  deuxième  6  =  0.  L'équation  se 
réduit  alors  à  l'une  ou  à  l'autre  des  deux  formes 

ax"  +  fta:=0, 

et  on  dit  qu'elle  est  ineomplèie.  La  résolution  de  ces  deux  der- 
nières équations  étant  évidemment  un  cas  particulier  de  celle 
de  réquation  générale  [1],  nous  allons  d'abord  nous  occuper  de 
celle-ci. 

557.  En  divisant  tous  les  termes  de  l'équation  [1]  par  le 
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b         e 
coefficient  a  de  â;*,  et  posant,  pour  abréger,  -=/>,-=  ç^  îl 

Tiendra 

a^+px+q=0  [2]. 

Il  s'agit  donc  de  résoudre  cette  équation.  La  première  chose 
qui  se  présente  à  l'esprit,  pour  y  parvenir,  c'est  de  transposer 
le  terme  -{-q  dans  ie  deuxième  membre  (187);  et  on  trouvera 
ainsi 

Maintenant  il  est  clair  que,  si,  par  l'addition  d'une  quantité  con- 
nue aux  deux  membres  de  cette  équation,  on  pouvait  faire  en 
sorte  que  le  premier  devint  le  carré  d'un  binôme,  en  extrayant 
la  racine  carrée  du  deuxième  membre,  on  obtiendrait  la  valeur 
de  ce  binôme ,  et  l'équation  ainsi  formée  n'étant  que  du  pre- 
mier degré,  serait  alors  facile  à  résoudre. 

Or,  on  sait  que  le  carré  d'un  binôme  se  compose  de  trois  par- 
ties, savoir  :  du  carré  du  premier  terme,  du  double  produit  du 
premier  terme  par  le  deuxième,  et  du  carré  du  deuxième 
terme  (tti);  si  donc  on  regarde  a^eipx  comme  les  deux  pre- 
miers termes  du  carré  d'un  binôme,  le  premier  terme  de  ce  bi- 
nôme sera  â?,  et  le  deuxième  sera  ~=^.  Donc,  si  nous  ajou- 
tons aux  deux  membres  de  l'équation 

le  carré  j  de  ce  deuxième  terme  ^y  le  premier  membre  devien- 
dra le  carré  du  binôme  (^  4~  f  )  »  ^^  "^"^  aurons  en  conséquence 

Ainsi  (j'-*9  )  ^t  le  carré  de  la  quantité  (^+0)  '  do^c  en 
extrayant  la  racine  carrée  de  (4  *^  9)9  00  obtiendra  la  valeur 
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de  cette  quantité  (^H-f  )•  N<>us  aurons  donc  (i9S) 


ion  d'où  Ton  tire 


«=-i=*=\/?-?  ra- 


On  a  ainsi  deux  nombres  qui,  substitués  dans  l'équation  [2],  y 
satisferont.  Ces  nombres  se  nomment  les  racines  de  cette  équa- 
tion *. 

228.  Ainsi ,  V équation  générale  du  deuxième  degré  a  deux 
racines.  Or,  je  dis  qu^elle  n'en  a'pas  davantage.  Désignons,  en 
effet,  une  de  ces  racines  par  x\  son  prenûer  membre  sera  di~ 
visible  par  â? — x'  (71,  l""),  et  le  quotient  de  cette  division  sera 
un  binôme  du  premier  degré,  que  nous  pourrons  représenter 
par  â; — af'^de  sorte  qu'on  aura 

On  voit  que  af  est  aussi  une  racine  de  Féquation  [2],  puisque, 

*  On  peat  observer  que  a^  n'étant  pas  plutôt  le  carré  de  +  '  V^^  celui 
de  —»,  âE>  et  +px  sont  ausii  bien  les  deux  premiers  termes  du  carré  du 

binôme  ( — '  ~  ^  )  que  du  carré  du  binôme  «  +  ^  ;  de  sorte  que ,  au  lieu 
d'écrire  «  +  ^  ==fc  i/£  —  g ,  on  devra  écrire 


.  +  E==hyfI",  et  -x-|=:tyfr; 

Or,  en  changeant  les  signes  de  tous  les  termes  de  cette  dernière  équation, 
elfe  devient  la  précédente.  Donc  il  était  inutile  de  poser  celle  dernière 
équation. 
Remarquons  encore  qu'en  extrayant  la  racine  carrée  des  deux  membres 

de  l'équaUon  f  »  +|  j  =^  —  g ,  on  trouve  ±  ( «  + 1)  =±  y  ^— g» qui 

revient ,  comme  nous  venons  de  le  voir,  à  s  +  |  +d: i/j  —  q.  I>onc  il 

esî  permit  ^êatndrê  ki  rodne  tarrét  in  dans  mefàbrts  (Timm  éqiÊtÉkm; 
mais  il  tera  inutile  d*affecter  let  deux  membres  du  double  signe  d=. 
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en  foisamt  j? = â^,  le  produit  (x — s^)  (« — af)  demat  nul.  Cela 
posé,  supposons  que  a^  soit  une  troisième  racine;  le  trinonae 
«■+P^+?  sera  divisible  par  x — a?*,  et  ce  facteur  devra  en 
conséquence  diviser  x — af  ou  x — J^  (118),  ce  qui  est  impos- 
sible ,  puisque  atT  est  une  quantité  différente  de  â/  et  de  x^. 
Donc  cette  équation  n'a  que  les  deux  racines  déterminées  par 
la  formule  [3]. 
SSO.  En  comparant  la  formule  [3]  à  Téquation  [2],  on  en  tire 

* 

cette  règle  générale  :  L'inconnue  d'une  équation  du  deuxième 
degré^  ramenée  à  la  forme  i*-f-  px  -{-  q  =  0,  es^  égale  à  la  moitié 
du  coefficient  du  deuxième  terme  pris  avec  un  signe  contraire^ 
plus  M  moins  la  racine  carrée  du  résultai  que  l*on  obtisni  en 
rttrancbasU  du  "carré  de  cette  moitié  k  terme  tout  ommu. 


130.  ExraiPLB.  Résoudre  l'équation 

^Ju  ôX         X  S/      I     X 

En  faisant  évanouir  les  dénominateurs  et  transposant  ensuite  « 
on  trouvera 

60x*— 62ar  — 24  =  0, 

ou ,  en  divisant  tous  les  termes  par  4 , 

l&r»  — 13ar— 6  =  0. 

Je  dégage  maintenant  d^  de  son  coefficient ,  ce  qui  donne 

ar—  —=x =  0. 

16         5        ' 

puis  j'applique  la  règle,  et  il  vient 

_13         /169  ,  2_13  .      /559_13  .  23. 
*~3Ô      V  9Û5  »  6"^30      V900"'30      30' 

ainsi  les  deux  racines  demandées  sont 

,_13  ,  23_«6__6  ^-.!*_^  — _!?— —  1 

^— 3Ô  +  3Ô""âÔ""6      ^        ^^30     30""      30""      B' 

comme  il  est  facile  de  le  vérifier,  en  substituant  ces  nombres , 
an  lieu  de  x  »  dans  Téquation  proposée. 
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S8i.  Si  dans  la  formule  [3]  on  remplace  ji  et  g  par  leurs  va- 

b     c 
leurs  respectives  -  et  -,  il  viendra 


v^i 


En  réduisant  au  même  dénominateur  les  deux  termes  de  la 
quantité  soumise  au  radical  (82),  puis  extrayant  la  racine  carrée 
du  dénominateur  4a\  on  trouvera  enfin 

X=  \r [41. 

La  comparaison  de  cette  formule  avec  Téquation  [1]  nous 
montre  que  Yineotinue  éTune  équation  du  deuxième  degré  y  ra- 
menée  à  la  forme  ax*-f-bx  4-  c  =  Oy  est  égale  au  coefficient  du 
second  terme  pris  avec  un  signe  contraire ,  plus  ou  moins  la 
racine  carrée  du  résultat  qu*on  obtient  en  retranchant  du  carré 
de  ce  coefficient  le  quadruple  produit  des  coefficients  des  termes 
extrêmes  y  le  tout  divisé  par  le  double  du  coefficient  du  premier 
terme. 

852.  Si  l'on  applique  cette  règle  à  l'équation 

aa?-\-2bX'{'C  =  0y 
il  viendra 


—  2ft±v/46»— 4ac 
2a 


Mais  v^4y— 4a<î=v^4(6*— ac}=2.v^6' — ac;  donc  en  substi- 
tuant, puis  divisant  tous  les  termes  par  2,  on  aura  enfin 


X  —  • 

a 

Ainsi  lorsque  le  coefficient  du  deuxième  terme  d'une  équation 
du  second  degré,  ramenée  à  la  forme  sji*-\'hj.'{-c=Oi  est 
PAU,  l'inconnue  est  égale  à  la  moitié  du  coefficient  du  deuxième 
terme  pris  en  signe  contraire^  plus  ou  moins  la  racine  carrée  du 
résultat  que  F  on  obtient  en  retranchant  du  carré  de  cette  moitié 
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le  produit  des  coefficients  des  termes  extrêmes,  le  tout  divisépar 
te  coefficient  du  premier  terme. 

La  première  de  ces  trois  règles  est  d'une  application  moins 
CacUe  que  les  deux  autres. 

SS3.  ExBHPtB.  Résoudre  l'équation 

é»       b'^t^~ab      a 

On  la  transformera  d'abord  dans  la  suivante 

aWx«4-2aft(3ft  — 2a)a:  +  (3a«  —  l4o6  +  86")  =  0. 

En  appliquant  ensuite  k  cette  équation^  la  règle  du  n*"  959 ,  il 
viendra 


ou,  en  réduisant  y 

_  aft{2a— 3ft±:v^fl«-h2a6+y  1  _2a--3ft±(a+&) 
*~  aW  ~  ab  ' 

Ainsi  les  deux  racines  demandées  sont 

^—3b+a+b_^—2b      2a—3b  —  a—b_a—4b 
ab  ab     *  ab  ab   * 

Si  Ton  applique  la  règle  du  n*  93i  k  Téquation 

l&r*— l&r— 6=0 

que  nous  avons  résolue  précédemment,  on  trouvera 


_  13±:v^lbtf  +  3(K)  _  13±v^529  _  13±:23 
^~  30  30       ■"     30     * 

et  on  voit  ainsi  que  les  calculs  exigés  par  cette  méthode  sont 
plus  simples  que  ceux  auxquels  conduit  la  première. 

954.  Discutons  maintenant  la  formule  [4].  Il  y  a  trois  cas 
principaux  à  considérer,  selon  que  la  quantité  V^4ac^  soumise 
au  radical,  sera  positive,  nulle  ou  négative. 

l**  Cas.  Supposons  d'abord  6*  — 4ac>0.  Si  cette  quan- 
tité est  un  carré  parfait ,  sa  ra'dne  carrée  sera  commensurable , 
et  les  deux  valeurs  de  x  le  seront  aussi  ;  mais  elles  seront  in- 
commensurables si  l^ — iac  n'est  pas  un  carré  parfait  ;  de  sorte 
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que  bi  question  qui  aura  conduit  k  Téquation  [1]  n'aura  pas  de 
solution  numérique  exacte.  Toutefois  on  pourra  toujours  trou- 
ver  deux  nombres  qui  différeront  d'aussi  peu  que  Ton  yondra 

des  véritables  valeurs  de  x  (Arith.y  203). 

Maintenant,  quels  seront  les  signes  de  ces  vàtémrs  dexlJi  est 
clair  que  nous  pourrons  toujours  supposer  a  positif;  car  si 
ce  coefficient  était  précédé  du  signe  — ,  on  lui  ferait  acquérir  le 
signe  -f-  en  changeant  les  signes  de  tous  les  termes  de  l'équa- 
tion [1]  Les  signes  des  valeurs  de  x  données  par  la  formule  [4], 
dépendront  donc  uniquement  de  celui  du  numérateur  de 
cette  formule.  Quant  aux  coefficients  b  et  r,  ils  ont  des  signes 
semblables  ou  différents,  ce  qui  donne  lieu  aux  quatre  combi- 
naisons suivantes  : 

5>0,    c>0; 

*<0,  c>o; 
ft>0,  e<0; 
ô<0,    c<0. 

Dans  le  premier  cas ,  le  terme  —  b  est  négatif  ;  mais  iae  étant 
positif,  6* — 4a<?<ô*  et  par  conséquent  y/b*  —  Aae  est  <;&, 


donc  —  b-^-^l/ — Aae  est  négatif;  donc  la  première  valeor 
de  X  est  négative  ;  il  est  évident  que  la  deuxième  Test  aussi, 
puisqu'elle  est  la  somme  de  deux  quantités  négatives;  ainsi  les 
deux  racines  sont  négatives.  On  conçoit,  en  effet,  que  les  trois 
coefficients  étant  positifs,  aucune  valeur  positive  de  x  ne  sau- 
rait satisfaire  à  l'équation  [1]. 
Dans  le  deuxième  cas,  où  &<:;o  et  (?>0,  le  terme  — b  est 


positif,  et  par  conséquent  la  quantité  — b-^-yJb^ — Aac  est 
sitive,  donc  la  première  valeur  de  x  est  positive;  la  deuxième 
l'est  aussi ,  car  ici ,  comme  tout  à  l'heure,  ^ô* — 4ac<ib\  ainsi 
les  deux  racines  sont  positives.  On  conçoit,  en  effet,  que,  dans 
l'hypothèse  actuelle,  aucune  valeur  négative  donnée  k  x  me 
pourrait  vérifier  Téqualion  [1]  ;  car,  par  la  substitution  de  cette 
valeur,  le  terme  bx  devient  positif  et  les  termes  aa?  eXc  ecMi- 
servent  le  signe  -{-• 
En  raisonnant  de  la  même  manière ,  on  verra  que ,  4^n*  les 
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deiuL  autres  cas,  les  racines  sont  de  signes  contraires;  que»  dans 
le  premier,  la  racine  négative  est  la  plus  grande  en  valeur  abso- 
lue, et  que  le  contraire  a  lieu,  dans  le  deuxième.  On  peut  donc 
former  le  tableau  suivant  : 


o>0,    b>0. 

c>0, 

a/<0, 

«*<0; 

*<o, 

e>0. 

x'>0. 

af>0; 

»>o, 

e<0, 

x'>0, 

af<0; 

*<o, 

c<0, 

a^>0, 

«'<0. 

S35.  Lorsque,  dans  un  polynôme,  deux  termes  consécutifs 
<mt  les  mêmes  signes,  on  dit  qu^ils  forment  une  permanêne^^  et 
ipi'ils  présentent  une  variatiaUf  quand  ils  sont  affectés  de  signes 
eofttfaires. 

Cela  posé,  il  résulte  du  tableau  ci-dessus  que  lorftque  b'--4AC 
siKA  POSITIF,  l'équation  complèti  du  deuxièmedegré  entra  autant 
de  racines  positives  que  son  premier  membre  a  de  variations^ 
et  autant  de  racines  négatives  qu'il  a  de  permanences.  Cette  règle 
est  fort  commode,  puisqu'elle  offre  le  moyen  de  reconnaître  tes 
signes  des  racines  de  l'équation  proposée,  à  l'inspection  seule  de 
cette  équation.  Ainsi,  comme  dans  l'équation  Ida?*— 13x— 6=0, 
la  condition  6' — 4ac>>0  est  nécessairement  remplie,  puisque 
son  dernier  terme  est  n<^gatif,  on  voit  immédiatement  qu'elle  a 
VM  racine  positive  et  une  racine  négative. 

S56.  2*  Cas.  Soit  6* — 4ac=0,  alors  les  deux  valeurs  de  a;  se 

réduisent  toutes  deux  à 

_      b 

ce  que  Ton  énonce  en  disant  que  les  deux  racines  de  Véqua- 

tion  [1]  sont  égales^  de  sorte  que  cette  équation  a  — —  pour 

seule  racine.  Pour  voir  à  quoi  tient  ce  résultat  singulier,  in- 
troduisons la  condition  V — 4a(î=0  dans  la  proposée.  On  en 

tire^= j-  et,  en  substituant  cette  valeur  de  c  dans  [1],  il 
viendra  » 

aix^-^bx+^  =  0. 


1 
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tuais  il  est  facile  de  voir  que  le  premier  membre  de  cette  équa- 
tion est  le  carré  de  (^  v^â-| =] ,  de  sorte  que  la  proposée 

revient  à 


\  '  2t/a/ 


et  alors  il  est  évident  qu'elle  ne  peut  être  satisfaite  qu'en  posant 

937.  On  voit  par  là,  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  le  trinôme  aoi^  -^-bx-^-c  soit  un  carré  parfait ,  est 
6* — 4ac=0;  car,  si  ce  trinôme  est  un  carré  parfait,  les  racines 
de  réquation  [1]  sont  égales,  ce  qiii  exige  que  le  terme  affecté 
du  double  signe  dans  la  formule  [4]  soit  nul ,  c'est-à-dire  que 
V — ia<^=0.  Ainsi ,  pour  qu*un  trinôme  du  second  degré  soit  un 
carré  parfait ,  il  faut  et  il  suffit  que  le  carré  du  coefficient  du 
deuxième  terme  diminué  du  quadruple  produit  des  coefficients 
des  termes  extrêmes  soit  égal  à  zéro. 

S58.  3'  Cas.  Soit  b^ — 4ac<0.  On  est  alors  conduit  à  extraire 
la  racine  carrée  d'une  quantité  négative.  Mais  toute  quantité 
est  nécessairement  positive  ou  négative,  et,  dans  ces  deux 
cas,  son  carré  est  positif;  donc  les  racines  carrées  des  quan- 
tités négatives  n'existent  pas,  et  sont  en  conséquence  des 
expressions  imaginaires.  Par  opposition,  on  dit  que  les  ra- 
cines carrées  des  quantités  positives  sont  réelles;  ainsi ,  lorsque 
b* — 4ac>0  oti  =0,  les  valeurs  données  par  la  formule  [4] 
sont  réelles^  et  elles  sont  imaginaires  quand  V — 4ac<;0. 

Si  la  formule  [4]  est  applicable  à  ce  dernier  cas,  Véquation  [1] 
doit  alors  exprimer  une  absurdité  y  puisque,  pour  trouver  une 
quantité  qui  y  satisfasse,  il  faudrait  exécuter  une  opération 
impossible.  Examinons  donc  si  cette  équation  est  effectivement 
absurde.  Pour  cela,  je  mets  a  en  facteur  commun  de  tous  ses 
termes,  ce  qui  donne 
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puis,  en  raisonnant  comme  aa  n""  297,  on  verra  facilement 
que  a?  et  -] — x  sont  les  deux  premiers  termes  du  carré  du  bi- 
nôme ^  +  ô-j  de  sorte  que,  si  Ton  ajoute  +ti — ri  *  '* 

quantité  comprise  dans  les  parenthèses,  ce  qui  est  permis, 
l'équation  proposée  pourra  être  mise  sous  la  forme  suivante  : 


ou  bien 


•{('+è)-:^.+=)=«. 
"((«+è)'+^)=<'- 


Ainsi,  quelque  valeur  réelle  que  Ton  donne  à  jr,  la  quantité 
comprise  dans  les  accolades  restera  toujours  positive,  puisque 
6* — Auc  étant  <0,  Aac — 6*  est  au  contraire  >0.  Donc  aucune 
valeur  réelle  de  ^  ne  peut  vérifier  Téquation  proposée  ;  donc 
cette  équation  exprime  une  absurdité,  et  cette  absurdité  cou" 
siste  en  ce  que  l'équation  [1]  exprime  que  la  somme  des  deux 

X  -f-  ^)  et  — J71 — f  qui  ont  le  même  signe  que  a, 

doit  être  nulle. 

239.  On  voit  encore ,  par  là ,  que  quand  une  équation  du 
deuxième  degré  a  ses  racines  imaginaires^  son  premier  membre 
conserve  constamment  le  signe  du  coefficient  de  sou  premier 
terme,  quelque  valeur  que  ton  y  donne  à  Vinconnue^  car  le  fac- 
teur Ix  + — j  sera  toujours  positif. 

240... Si  Ton  suppose  c  =  0,  la  formule  [4]  deviendra 

-b±b       ,,  .      y-      2a      "~^' 

•^= ô 9        doÙ         <  „.  - 

2a     '  j     —  2b b 

\  2â""~a* 

En  effet,  Téquation  [1]  devient  alors 

ax^-^-bx^-Of 

ou ,  en  mettant  x  en  facteur  commun, 

iax  +  b)x=0. 
c.  12 
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Ainsi,  résondre  l'équation  proposée,  c'est  trotiver  tous  les 
nombre»  qui  substitués  à  la  place  de  x  rendront  nul  le  pro- 
duit (fix-\-h).x\  mais  un  produit  est  nul,  lorsque  Tun  de  ses 
fiicteurs  est  égal  à  zéro>;  donc  on  satisfera  à  Téqualion 

aa;?-)-  te  =  0, 
en  posant 

ou  (KC  4-^  =  0,      d'où      37  = . 

241.  Si  6  =  0,  la  formule  [4]  se  réduit  à 


_.  ^J- — Aac 
«2a 


=*v^==^v^? 


C'est,  en  effet,  ce  que  l'on  trouve,  en  résolvant  directement 
l'équation 

car,  on  en  tire  d'abord,  ea  transposant  et  en  dégageant  ensuite 
a^  de  soo  coefficient, 

^=  — -,     d'oir    x=^±.s,rit, 

S42.  Si  a  =  0,  la  première  valeur  de  x  devient  g,  et  la  se- 

26 
eoode  — -^,  tandis  que,  par  suite  de  la  même  hypothèse, 

l'équation  proposée  se  réduit  à  ô;r  +  c  =  0,  d'où  a?  =  —  vî 

ainsi  il  semble  que  la  formule  [4]  n'est  pas  applicable  au  cas 
actuel,  ce  qui  ne  serait  pas  surprenant,  puisque,  pour  obtenir 
la  formule  [3],  de  laquelle  on  a  déduit  la  formule  [4],  on  a 
supposé  que  a  n'était  pas  nul  (227). 
Afin  de  nous  en  assurer,  reprenons  la  première  valeur  de  x^ 


—  6  +  v/6*  —  4ac 
20  ' 

laquelle  s'est  présentée  sous  la  forme  g,  et  cherchons  à  décou- 

vrir  si  la  véritable  valeur  de  cette  fraction  ne  serait  pas  —  t- 

Pour  cela,  je  remarque  que  si  le  facteur  a  est  commun  aux  deux 
termes  de  cette  fraction ,  ce  qui  empêche  de  le  découvrir,  c'est 
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qa'il  yra  daflR'  soDmuméfifttdur  une  opéralion  qui  D^66t  qu'tndi- 
qvéej.  de  sorte  qu'aucune  rédudion  ne  pouvaat.s'y  effectuer, 
ce  facteur  n'est  pe»  apparente.  Nous  éluderons  cetie  difficulté, 
ewiinultipUaat  lesideuxitei'Bies  de  kbfracUon  parfr+Y^* — 4ac, 
CBr,ilfrcette4namère,  le  numérateMt:  deviendra  ia  dtfférence^es 
carrés  de  ^b* —  ^ut  eide  6,  et  pan  conséquent  nous.pcBmiss 
effectuer  ces  opérations.  On  trouvera  ainsi; 

y— 4ag~-y     _         —2c 

2a(ft+v/y— 4ac)~ô  +  V6«— 4ac  ^^^'' 

en  réduisant  et  divisant  ensuite  les  deux  termes  par  2a.  Si  main- 
tenant on  fait  a  =  0,  on  trouvera  que  cette  fraction  se  réduit 

c  * 

à  —  ^9  qui  est  la  valeur  même  de  x  que  nous  a  donnée  Téqua- 

tien  proposée. 

2b 
Quant  à  la  valeur — rr^  on  peut  la  regarder  comme  la  limite: 

vers  laquelle  tend  la  fraction 

b-\-\/o*—4ao 

lorsque  ron. suppose  que  a  décroît  indéfiniment.  Multiplions, 
eniefiel,  les  deux  termes  de  cette  fimction  par  bu — ^b^ — 4«c, 
et.il  viendua,  toutes  réduetioos  fûtea^ 

—2g 

Si  6  et  c  sont  positifs,,  et  que  /'on  donne  à  a  dès  valeurs  jw- 
êitives  de  plus  en  plus  petites,  la  quantité  y/b^ — 4ac,  toujours 
moindre  que  6,  tendra  à  devenir  égale  à  ce  coefficient,  de  sorte 
que  le  dénominateur  b — ^t»^ — 4 oc  pourra  prendre  une  valeur 
posilifa  aussi  petite  que  l'ont  voudra;  dono,  en.donnant  à  a  une 
valeur  positive  suffisamment  petite,  notre  fraction.acqaerraune 
valeur  absdua  pluagrande  que  toute  quantité  assigpable  etsera 
négative  ;  donc  sa  limite  est  V infini  négatif.  Cette  conséquence 
rahaisterait^encore  si  c  était  négatif,  car.  le  numérateuc  serait 
positif,  et  le  dénoaiinateur- décroîtrait  négdtiveotent. 
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Si  on  suppose  que  a  soit  négatif  et  prenne  des  valeurs  absolues 
indéfiniment  décroissantes,  on  verra,  par  les  mêmes  raisonne- 
ments, que  la  limite  de  la  fraction  est  l'infini  positif. 

U  est  inutile  de  s'arrêter  au  cas  où  6  serait  négatif,  parce 
qu'en  changeant  x  en  — j;  dans  Téquation  proposée,  ce  qui  ne 
ferait  que  changer  les  signes  de  ses  racines  (149),  on  retom- 
berait sur  le  cas  précédent. 

943.  Supposons  que  Ton  ait  à  la  fois  a  =:  0  et  &  ==0,  les  deux 
valeurs  de  x  se  présenteront  sous  la  forme  ^  ;  or,  en  faisant  suc- 
cessivement 6 = 0  et  a  =  0  dans  les  formules  [ô]  et  [6]  aux- 
quelles nous  avons  ramené  la  formule  [4],  on  trouvera  qu'elles 

se  réduiront  '^ + -jt  ®'  ^  —  -jr  •  Or,  pour  ft = 0,  Téquation  [1] 
devient 

aa^-\-c=Oy    d'où    a7==fci/ . 

Si  donc  on  donne  à  a  des  valeurs  décroissantes,  mais  de  signe 
contraire  à  celui  de  c,  on  reconnaît  que  x  a  deux  valeurs  de 
signes  contraires  et  qui  tendent  vers  l'infini.  Donc  la  formule  [4] 
convient  encore  au  cas  actuel. 

Enfin,  si  on  a  à  la  fois  a  =  0,  6=0,  c=0,  les  formules  [5] 
el  [61  se  réduisent  à  g,  et  comme  l'équation  [1]  devient  alors 
identique,  on  en  conclut  que  la  formule  [4]  est  encore  appli- 
cable, si  l'on  regarde  §  comme  le  symbole  de  l'indétermination. 

944.  Nous  avons  montré  (998)  qu'en  désignant  par  x*  et 
par  o/^  les  deux  racines  de  l'équation  [2],  le  premier  membre  de 
cette  équation  était  le  produit  des  deux  facteurs  x — x'  et  x—a/^ 
c'es^è-dire  que 

a:^-^px-\-q^={x — x*)  (x — x^). 

On  voit  donc  que  le  premier  membre  de  toute  équation  du  second 
degréy  ramenée  à  la  forme  x'-f-  px-f-  q  =  0,  est  le  produit  de 
deux  facteurs  du  premier j  formés  en  soustrayant  chaque  racine 
de  l'inconnue. 

Quand  le  coefficient  de  a^  n'est  pas  l'unité,  il  fout,  pour  re- 
produire le  premier  membre,  multiplier  le  produit  de  ces  deux 
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facteurs  par  ce  coefficient.  On  voit,  en  effet,  que  le  trinôme 
ar*  +  te+<?  étant  (827)  égal  k  «(ar'+P^+y)»  on  a 

Ainsi,  pour  décomposer  en  facteurs  le  trinonae6a:*— ^— 12, 
on  régalera  à  zéro,  et  les  racines  de  l'équation  résultante  étant 

-  et  —  ^ ,  on  en  conclura  que 

6a:*— X— 12=6(a:— 1^  (a:+|\  =  (2x— 3)(3a:  +  4). 

84B.  On  formera  donc  une  équation  du  second  degré  qui 
ait  pour  racines  des  nombres  donnés  x'  et  xf\  en  égalant  à  zéro 
le  produit  des  facteurs  x — x'  eix — a/'  trouvés  en  soustrayant 
chaque  racine  de  Tinconnue;  ce  qui  donnera 


x'—x' 

—  af 


a:+a7V  =  0. 


Ce  résultat  nous  apprend  que  dans  toute  équation  du  second 
degré ,  ramenée  à  la  forme  x* + P*  +  fl  =  ^»  ^  coefficient  du 
second  terme  est  égal  à  la  somme  des  racines  prises  avec  des 
signes  contraires,  et  que  le  terme  indépendant  est  égal  aupro- 
duit  de  ces  racines. 
846.  Ces  propriétés  fournissent  un  nouveau  moyen  de  recon* 

naître  les  signes  des  racines  d'une  équation  du  second  degré, 
lorsque  ces  racines  sont  réelles.  Divisons,  en  effet,  tous  les 

termes  de  l'équation  [1]  par  a,  ce  qui  donnera 

et  considérons,  par  exemple,  le  cas  où 

é<0,    (?<0. 

Alors  le  dernier  terme  -,  qui  est  le  produit  des  racines,  étant 

négatif,  on  voit  que  ces  racines  sont  de  signes  contraires;  mais 

le  second  terme  -  étant  négatif,  leur  somme  est  positive  :  donc 

la  raeine  positive  est  plus  grande  en  valeur  absolue  que  la  racine 
négative. 


\ 
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247.  Problème  1.  Étant donnéstlaêcmvmsdedeuxinombret 
et  leur  produit  p,  trouver  cheteun  d'yeux. 

Soit  X  l'un  des  nombres  demandés  :  Tautre  cera^  —  x,  et  on 
au£a  par  conséquent,  pour  l'équation  du  problème, 

x{s — a?)=^p,    d'où    x^ — »*«:+/>  =  0, 

équation  d'où  l'on  tire 

Quoique  nous  trouvions  pour  x  deux  valeurs,  il  ne  faut  cepen- 
dant pas  en  conclure  que  le  problème  admette  deux  solutions, 
parce  que  la  somme  de  ces  deux  valeurs  étant  la  somme  don- 
née s  (845),  il  s'ensuit  que  ces  deux  valeurs  sont  précisément 
les  deux  nombres  cherchés. 

Au  reste,  on  pouvait  prévoir  que  l'équation,  qui  donnerait 
Fun  des  nombres  demandés,  donnerait  aussi  l'autre  ;  oar  x  ne 
représente  pas  l'un  plutôt  que  l'autre. 

24B.  L'équation 

X* — sx-^p=zO 

noms  montre  que  deux  nombres,  dont  on  vannait  la^omme  et. le 
produit  sont  les  racines  d'une  équation  du  second  degrés  qui  u 
pour  voeffîoient  du  premier  terme  l'unité,  pour  coefficient-dû 
second  terme  la  somme  donnée  prise  avec  un  signe  contraire^ 
et  pour  terme  indépendant  le  produit  donné. 

On  aurait  pu  déduire  cette  conséquence  des  propriétés  énon- 
cées au  n*"  245,  mais  on  n'aurait  pas  raisonné  rigoureusement 
en  agissant  ainsi,  parce  qu'on  ne  sait  pas  a  priori  si  le  problème 
n'a  qu'une  seule  solution. 

.â49.  PaoBCÈMB  II.  Trouver, ^ur  ladroiteiiuvjoint deux poènês 
lumineux  kelB,  le  point  R  où  il  faudrait  placer  un  écran  pour 
qu'il  en  reçut  des  quantités  égales  de  lumière.  On  admet  ce  prin- 
cipe de  physique  queTintensité  de  la  lumière  croit  en  raison 
imerne  eu  carré  de  la  distance,  c'est^Mlire  qu'un  écarantphné 
à  des  distances  2, 3, 4,...  fois  plus  ou  moins  grandes  d'un  point 
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iumineux  est  4, 9, 16,...  fois  moins  ou  plus  éclairé  par  ce  point. 


R^ A ^R — B « 

Désignons  par  d  la  distance  des  points  fixes  A  et  B,  par  a.et  b 
ks  quantités  de  lumière  que  l'écran  reçoit  respectiventent  de 
ces  points  lumineux,  quand  il  est  successivement  placé  à  Tu* 
nîté  de  distance  de  cbacun  d'eux,  et  enfin  appelons  x  la  dis^ 
tance  du  point  cherché  R  au  point  A.  Nous  allons  calculer  les 
quantités  de  lumière  que  l'écran,  placé  en  R ,  recevra  de  A  et 
de  B,  et,  en  écrivant  qu'elles  sont  égales,  le  problème  sera  mis 
en  équation.  Or,  puisque  le  point  A  projette  sur  récran,  placé 
à  Tunité  de  distance ,  une  quantité  a  de  lumière,  on  trouvera 
la  quantité  y  de  lumière  qu'il  envoie  à  ce  même  écran  placé  à 
la  distance  x ,  par  la  proportion 

a:y::x^:i,    d'où   y=^- 

On  verra  de  mféme  que  Wi  étafnt  égale  à  d — a?,  ht  qtiaBtité  z 
de  lumière  que  notre  écran,  placé  en  R,  recevra  de  B,  sera  dé- 
terminée par  la  proportion 

b:z::{d—xy:i,    d'où    s==^^-^,; 

donc  l'équation  du  problème  est 

X*      {d—x?  *"  •*• 

11  s'agit  donc  de  résoudre  cette  équation.  Mais,  au  lieu  de  la 
ramènera  la  forme  convenue  (220),  je  remarque  qu'on  l'abais- 
sera immédiatement  au  premier  degré,  en  extrayant  la  racin 
carrée  de  ses  deux  membres  (227 '^j  :  on  trouvera  ainsi 

œ  d — 'X 

équation  d'où  Von  tirera  facilement 

x=4^  [8]. 
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Nous  allons  maintenant  discuter  cette  formule,  et  nous 
distinguerons,  pour  cela,  trois  cas  principaux,  savoir  :  a>fr, 
a  ==  6,  a  <  &• 

!•'  Cas.  a>  b.  La  première  valeur  de  x  place  Técran  entre 
les  points  A  et  B,  et  plus  près  du  second  que  du  premier;  car  il 

est  évident  que  la  quantité -=A- — =est  plus  petite  que  Tuuité 

Va  +  )/b 

et  plus  grande  que  ^.  En  effet,  le  dénominateur  est  plus  grand 
que  le  numérateur,  mais  il  est  plus  petit  que  le  double  de  ce 
numérateur,  puisquea>6;  donclavaleur de  a:est<(^et>iÉ/. 
C'est  ce  qui  doit  arriver,  car  pour  qu'un  écran ,  placé  entre  A 
et  B,  soit  également  éclairé  par  ces  deux  lumières,  il  faut  évi- 
demment qu'il  soit  plus  près  de  la  plus  faible  que  de  la  plus 
brillante. 

-   Quant  à  la  seconde  valeur  de  x ,  elle  est  plus  grande  que  d , 

car  -p^- — =>>  1  ;  ainsi  il  y  a  une  seconde  position  à  donner  à 

va  — v^^ 

l'écran  sur  le  prolongement  de  AB,  en  un  certain  point  R\ 

2*  Cas.  a= 6.  La  première  valeur  de  x  se  réduit  à  -,  et  il  est 

évident,  en  effet,  que,  dans  l'hypothèse  actuelle,  l'écran  qui  sera 
placé  au  milieu  de  l'intervalle  AB,  sera  également  éclairé  par 
les  deux  lumières. 

La  seconde  valeur  de  x  devient  infinie  pour  a=6.  Mais  si, 
au  lieu  de  faire  brusquement  a  =  2^,  on  suppose  que  l'intensité 
du  point  lumineux  B,  d'abord  moindre  que  a,  augmente  de  plus 
en  plus,  la  seconde  valeur  de  x  ira  en  augmentant,  et  on  voit 
qu'en  donnant  à  h  une  valeur  inférieure  à  a  d'aussi  peu  que 
l'on  voudra,  cette  valeur  de  x  pourra  devenir  plus  grande  que 
toute  quantité  donnée,  de  sorte  que  quand  on  aura  5= a,  il  n'y 
aura  plus  de  position  possible  à  assigner  à  l'écran  sur  le  prolon- 
gement de  ÂB;  et  en 'effet,  dans  toutes  ces  positions,  il  sera 
toujours  plus  près  de  B  que  de  A,  et  par  conséquent  il  sera 
inégalement  éclairé  par  ces  deux  lumières. 
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Si  en  même  temps  que  a:=  6,  on  avait  £{  =  0,  la  première 
valeur  de  x  se  réduirait  à  zéro^  et  la  seconde  à  $  ;  mais,  comme 
il  n'y  a  pas  de  facteur  commun  aux  deux  termes  de  la  fraction 

-= p:,  il  faudra,  pour  interpréter  ce  dernier  résultat,  faire 

S'a  —  yjb 

les  hypothèses  a=r  6  et  (2=0  dans  Téquation  du  problème.  On 
trouvera  ainsi  qu'elle  se  réduit  à  l'identité 

a a 

et  qu'en  conséquence  %  est  ici  le  symbole  del'indétermination,  de 
sorte  que  x  pouvant  recevoir  toutes  les  valeurs  possibles,  on  doit 
en  conclure  que,  dans  quelque  position  que  l'on  place  l'écran,  i^ 
sera  également  éclairé  par  les  deux  lumières,  ce  qui  est  évident. 

3*  Cas.  a<Z,b.  Ici  la  première  valeur  de  x  est  encore  plus 
petite  que  d  et  elle  est  même  <-,  ce  qui  doit  être.  Quant  à 

la  seconde,  elle  est  négative,  ce  qui  indique  que  la  distance  de 
l'écran  au  point  A  doit  être  portée,  non  plus  à  droite  du  point  A 
sur  AB,  mais  à  gauche  de  ce  point,  conformément  aux  conven- 
tions faites  au  n*  29.  Ici  la  valeur  négative  de  x  provient  d'une 
fausse  hypothèse  faite  sur  la  position  du  point  R',  en  mettant  le 
problème  en  équation  ;  car  on  aurait  obtenu  la  même  équa- 
tion [7],  en  prenant  AR'  pour  inconnue.  Supposons  en  effet  que 
l'écran  doive  être  placé  en  R",  et  désignons  AR'^  par  x\  les  quan- 
tités de  lumière  qu'il  recevra  des  points  A  et  B  seront  respecti- 
vement -3  et   , ,     „  de  sorte  que  l'équation  du  problème  sera 

alors 

a b 

et  c'est  là  précisément  ce  que  devient  l'équation  [7]»  quand  on 
y  change  x  en  — x  (148). 

5ttM>.  Pboblème  III.  Plusieurs  personnes^  voyageant  ensemble, 
prirent  une  vtnture  qui  devait  les  conduire  à  leur  desHnatian^ 
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moyenfiant  342  francs.  Le  voyage  fait,  trois  voyageurs  se  trou^ 
vèrent  sans  argent  ^  mais*  les  autres  suppléèrent  à  ce  qui  leur 
manquait^  et  donnèrent  chacun  19^  de  plus.  On  demande  le 
nombre  des  voyageurs. 

Boit X ienombre-des  voyageurs,  a: —3  sera lenombre de  ceux 

342f 
qui  ont  acquitté  les  342  francs,  et  par  conséquent ^  sera  la 

34*2' 

quote-part  que  chacun  aura  payée,  au  lieu  de qu'il  devait 

Puis  donc  que  chacun  d'eux  donne  19^  de  plus  que  si  tous  les 
voyageurs  avaient  également  contribué  à  la  dépense ,  on  aura 
pour  réquation  du  problème 

342        342 


X  —  3        X 


=  19. 


On  tire  de  celte  équation  2r  =  9  et  x= — 6.  La  première  de 
ces  deux  valeurs  nous  indique  que  les  voyageurs  étaient  au 
nombre  de  9,  ainsi  qu'il  est  facile  de  le  vérifier. 

Quant'àla  seomide  valeur  de  x ,  elle  n'a  ici  aucun  sens ,  car 
le  nombre  des'voyageurs  n'est  pas  susceptible  de  reoevoir  deux 
modes  d'existenee  opposés.  Si  Ton  veut  savoir  quelles  modifi- 
cations il  faut  introduire  dans  l'énencé  du  problènoe,  pour 
que  4*'6  en  fournisse  une  solution,  on  changera  x  ea — iX 
dans  l'équation  :de  ce  problème  (145),  ce  qui  donnera 

3«       ,.342.=  , 9. 


=  19. 


— X — 3        X 
ou  bien 

342        a42 

X        x-^-S 

Ainsi  — représentant  toujours  la  somme  que  chaque  voyageur 

*  X 

342 
devrait  payer,  — -j^  sera  celle  qu'il  paye  réellement,  de  sorte 

que  le  nouvel  énoncé  sera  le  suivant  : 

'Féu$êeuirsper»onneSy  voyageant  ensemble  ^prii^entwie  veiiiÊre 
q»i  Semait  les  eondmre  à  leur  destination^  mayennsmt  342'. 
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Mais  troisrnouvetmix  voyageurs  étant  survenus  y  la  quote-partde 
chacun  se  trouva  éimmuée  de  19^  On  demande 'le  nombre  pri- 
mitif des  voyageurs.  On  vérifiera  facilcfflaent  que  ce  nombre 
était  6. 

S&l.  Problème  IY.  En  laissant  tomber  une  pierre  dans  un 
puiis.de  mine^  on  a  trouvé  qu'il  s'était  éaoulé  mt  nombrei,(de 
secondes,  entre  l'instant  de  sa  chute  et  oeiui  où  le  bruit  de  a»» 
arrivée. au  fend  du  puits  est  parvenu  à  l'oreille  de  C  observateur. 
On  :propose.de  calculer  laprofondeur  de  ce  puits,  sachant  queUa 
vitesse  du  son  est  uniforme  et  de  a  mètres  par  seconde ,  qu'un 
corps  qui  tombe  dans  le  videparcouri  ^  g  mètres  pendant  lapre- 
mière  seconde ,  et  que  les  espaces  parcourus  ainsi  sont  propor- 
tionnels aux  carrés  des  temps.  On  fait  d'ailleurs  abstraction  de 
la  résistance  de  l'air. 

Désignons  la  profondeur  du  puits  par  x  :  nous  calculerons  le 
temps  y  que  la  pierre  a  mis  pour  arriver  au  fond,  en  posant  la 
proportion 

}/g:x::i:y\    d*où    y=yy. 

D'un  autre  côté,  la  vitesse  du  son  étant  de  a  mètres  par  se- 
conde ,  on  trouvera  le  temps  z  que  le  son  amis,  pour  parvenir 
du  fond. du  puUs  à  l'oreille  de  Tobservateuh^jen  pesant  la  pro- 
portion 

X 

a:x  ::i  :z,    d'où    «  =  -; 

a 

mais  t  est  évidenunent  la  somme  des  nombres  y>et  z  :  donc 
l'équation  du  problème  est 


On  tire  de  ccrMe  équation,  en  isolant  le  radical  dans  le  premier 
membre,  pu»  en' élevant  au  carré  les  deux  membres  de  Téqaa- 
tion-résu  hante, 

i^i» —  3^{gt  4-  a)x  +  ô*^(*=  0, 

d'où  x=-  [gt'{-a±}/a{a-^'2gt)]' 
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il  semblerait  ainsi  que  le  problème  a  deux  solutions,  car  ces 
valeurs  de  x  sont  réelles  et  positives,  et  cependant  il  est  évident 
a  priori  qu'il  ne  peut  en  admettre  qu'une  seule.  Comment  donc 
distinguer,  entre  ces  deux  valeurs  de  a;,  celle  qui  résout  le  pro- 
blème? Pour  y  parvenir,  nous  observerons  qu'en  t  secondes  le 
son  doit  parcourir  un  espace  plus  grand  que  la  profondeur  du 
puits;  donc  cette  profondeur  doit  être  moindre  que  ai;  mais  la 
première  valeur  de  x  est  au  contraire  plus  grande  que  at  ; 
donc  elle  doit  être  rejetée  ;  donc  la  solution  du  problème  sera 
donnée  par  la  formule 

282.  D'oiê  vient  que  F  algèbre  a  ainsi  donné  nne  solution 
étrangère  à  la  question  proposée?  Nous  remarquerons  que, 
pour  rendre  rationnelle  Téquation  du  problème,  nous  avons 

élevé  au  carré  les  deux  membres  de  l'équation  i/  —  =  < , 

et  que  nous  aurions  obtenu  le  même  résultat  en  carrant  les  deux 

f^x            X 
membres  de  l'équation  —  i/  —  =  ^ ;de  sorte  que  les  deux 

racines  de  l'équation  ga^ — 2a(^/-|-A)^+^V^=0>  appartien- 
nent réspectivemenfà  ces  deux  équations,  et  nous  verrons  (261) 
que  la  seconde  est  satisfaite  par  la  valeur  de  x  que  nous  avons 
rejetée. 

253.  On  voit  par  là  que  quand  on  aura  à  résoudre  une  équa- 
tion qui  renfermera  un  radical  du  second  degré,  il  faudra  d*a* 
bord  faire  évanouir  ce  radical^  en  t  isolant  dans  un  membre  et 
en  élevant  ensuite  au  carré  les  deux  membres  de  la  nouvelle 
équation;  mais  aussi  l'équation  rationnelle  résultante  pourra 
avoir  des  racines  qui  ne  satisferont  pas  à  la  proposée. 

254.  Si  l'on  voulait  faire  abstraction  du  temps,  toujours  très- 
court,  que  le  son  a  mis  pour  venir  du  fond  du  puits,  il  suf- 
firait de  supposer  que  sa  vitesse  a  crott  indéfiniment,  et  de 
chercher  vers  quelle  limite  tend  alors  la  valeur  de  x.  Mais  j'ob- 
serve que  quand  a  augmente,  les  quantités  (gt  -f-o)  et  v^o(a  -\-^gf) 
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croissant  en  même  temps,  on  ne  peut  pas  reconnaître  dans  quel 
sens  varie  la  valeur  de  x.  Pour  éluder  cette  difficulté,  je  multi* 

plie  et  je  divise  l'expression  de  x  par  gt  •\'CL-\-^a{a-\'^gt)\  de 
cette  manière,  le  numérateur  deviendra  égal  à  la  différence  des 

carrés  de  gt  '\'  a  tià%  y/ a{a-\-^gt)^  et  Ton  trouvera,  toutes  ré- 
ductions faites , 

x  = ^  ^  ; 

mais  comme  la  variable  a  se  trouve  encore  dans  les  deux  termes 
de  cette  fraction,  je  les  divise  l'un  et  Tautre  par  a ,  ce  qui  donne 

9t^ 


'^'i+^W^'i 


+  1 


Or,  lorsque  a  augmentera ,  la  quantité  ^  diminuera  et  pourra 

même  devenir  moindre  que  toute  grandeur  donnée,  lorsqu'on 
assignera  à  a  une  valeur  suffisamment  grande  ;  donc  la  limite 
du  dénominateur  est  1  -f  1  =  2 ,  et  par  conséquent  celle  de  x 

a  fi 
est—-;  et  en  eflfet,  en  vertu  du  principe  que  les  espaces  par- 

courus  par  un  corps,  qui  tombe  dans  le  vide^  sont  proportionnels 
aux  carrés  des  temps  employés  à  les  parcourir^  on  calculera 

l'espace  parcouru  en  t  secondes,  par  la  proportion 

1  :  t*::y:x=i^. 

2iU(.  En  résolvant  les  problèmes  III  et  lY ,  nous  avons  trouvé 
des  solutions  étrangères  :  à  quoi  cela  peut-il  tenir?  H  y  a ,  en 
général,  dans  l'énoncé  d'un  problème ,  deux  sortes  de  condi- 
tions auxquelles  les  inconnues  doivent  satisfaire  :  les  unes  que 
nous  appellerons  conc^tïfon^  algébriques,  et  qui  peuvent  toujours 
être  exprimées  par  des  équations;  les  autres  que  Ton  nomme 
conditions  physiques ,  qui  assujt;t lissent  les  inconnues  à  être , 
par  exemple ,  des  nombres  entiers ,  des  quantités  positives ,  à 
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être  oomprises  entre  certaines  limites,  etc.,  et  qui,  ne  pouvairt 
ainsi' être  exprimées  par  des  équations,  doivent  être  Térifiées 
après  coup.  D*où  Ton  voit  que,  avant  d'admettre,,  comoiersolu* 
tion  d'un  problème^  les  valeurs  trouvées  pour  les  inconnues^  il 
faudra  s'assurer  qu'elles  satisfont  aux  conditions  phy^ques  de 
son  énoncé ,  de  sorte  que  celles  qui  seront  incompatibles  avec 
ces  conditions  devront  être  rejetées,  et  les  autres  seront  seules 
bonnes. 

Mais,  dira-t-on,  pourquoi  l'algèbre  fournit-elle  des  solutions 
étrangères  aux  questions  que  l'on  veut  résoudre?  C'est  qu'en 
appliquant  l'algèbre  à  la  solution  d'un  problème,  on  le  dépouille 
des  conditions  physiques  auxquelles  sont  assujetties  les  incon- 
nues, que  l'on  ne  soumet  ainsi  qu'aux  seules  conditions  algébri- 
ques ,  de  sorte  que  les  équations  que  l'on  obtient  conviennent 
à  toutes  les  questions  qui  comportent  les  mêmes  conditions 
algébriques ,  mais  dilORèrent  seulement  par  les  conditions  phy- 
siques. 

£x£UPLR»  Une  personne  a  emprunte  un  nombre  d'éovA  de  âf, 
tel  que  si  de  ^\2  fois  la  somme  prêtée ^  évaluée  en  francs,  en 
retranche  le  carré  de  cette  même  somme ,  on  aura  pout  reste 
'  6000  francs.  Quelle  est  cette  somme  ? 

DésigaQnsrla  par  x  et  nous  aurons 

612^  — 0?*=  6000;     d'où    a:=12eta:=100. 

Mais  les  conditions  physiques  de  la  question  exigent  que  la 
somme  demandée  soit  un  nombre  entier^  positif  et  divisible 
par  5  ;  puis  donc  que  des  deux  nombres  12  et  100  le  second 
satisfait  seul  à  ces  trois  conditions,  la  racine  12  doit  être  rejetée 
et  tOO  francs  est  la  somme  demandée. 

280.  Lorsque  dans  l'équation  ax*-}-ôx-|-c=0  le  coefB- 
cient  a  est  très-petit,  on  peut  simplifier  la  formule  géné- 
rale â?= ^^^^ —  y  qui  se  prête  mal  aux  calculs  numé- 
riques. 

CoBsidéDons,  en  effet,  l'une  seulement  des  valeurs  de  x{là 
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seconde  se  trouver»  ensuite  facilement,  puisque  leur  somme 

est'connue  et  égale  à j.  De  Téquation  «x^+te+e-s^O', 

on  tirera 

e      ax* 


et  comme  a  est  supposé  très-petit,  on  pourra  négliger  le 
terme  -r-  et  prendre  comme  première  approximation 


€ 


ao:* 


L'erreur  que  l'on  commet  ainsi  est — ^  ;  elle  renferme  comme 

facteur  la  première  puissance  de  a  ;  on  dit  qu'elle  est  du  pre^ 
mier  ordre.  Désignons-la  par  £i  ;  la  valeur  exaete  de  x  sera 

et ,  en  reportant  cette  valeur  dans  le  second  membre  de  l'équ»- 

c       ax^ 
tion  x= —  T r- ,  il  viendra 

0  0 


c      af     c  .     y 


c'est-à-dire 

les  deux  derniers  termes  sont  évidemment  du  second  et  du 
troisième  ordre  par  rapport  à  a;  et  si  on  les  néglige,  il  viendra 
oomme  seconde  approximation  | 

c      aà 


x=^~^ — M> 


Taleur  qui  n'est  fautive  que  d'erreurs  du  second  ordre-*  En 

désignant  l'erreur  commise  par  ^ ,  la  valeur  exacte  de  x  sera 

donc 

c     ae^  , 
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Si  maintenant  nous  reportons  cette  valeur  de  x  dans  le  second 


c      (m:* 


membre  de  l'équation  a;  = — -r T  ^^^  trouvera  facilement 

(?      'oc      2aV 

• 

comm^  troisième  approximation ,  et  l'erreur  commise  ne  i*en- 
ferme  que  des  termes  du  troisième  et  du  cinquième  ordre.  Il 
sera  facile  de  continuer  ainsi  indéfiniment  *. 

Remarquons  que  chacune  des  formules  d'approximation 
successives  s'obtient  de  la  précédente  par  l'addition  d'un  terme 
de  correction  »  et  que  l'erreur  qui  subsiste  après  l'addition  de 
chacun  des  termes  »  est  toujours  très-petite  par  rapport  à  ce 
terme. 

g  II.  RÉSOLUTION  DB  DEUX  ÉQUATIONS  DU  DEUXIÈME 

DEGRÉ  A  DEUX  INCONNUES. 

2S7.  Une  équation  complète  du  second  degré  à  deux  incon- 
nues doit  renferiper  tous  les  termes  du  second  degré,  tant  en  x 
qu'en  y^  les  premières  puissances  de  ces  inconnues  et  un  terme 
tout  connu.  Elle  peut  donc  être  ramenée  à  la  forme 

«y*  H-  bxy  -|-ca;»  -f-  ^y  +  ««^  +  f=  0  [9]. 

Soit  encore  l'équation  complète 

aV  +  Vxy  +  c'x*-fc/V+«'x+  f =0        [10]  ; 

et  proposons-nous  de  résoudre  ces  deux  équations. 

Si  l'une  d'elles  était  du  premier  degré  par  rapport  à  l'une  des 
inconnues,  y  par  exemple,  on  résoudrait  cette  équation  par 
rapport  à  y,  et,  en  substituant  la  valeur  ainsi  trouvée  dans  l'autre 
équation,  l'éliminalion  de  y  serait  effectuée,  et  le  calcul  s'achè- 


*  On  a  Immédialement  la  suite  des  termes  de  la  valeur  de  z  en  partant 

de  la  formule  «= 55~ — »  '**•'*•  laquelle  on  développera  la 

quanUté  v^--Taë=(b>—  4ac)'  par  la  formule  du  binôme  pour  le  cas  de 
Tex posant  fractloDDaire  (339). 
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verait  comme  au  n*  itt5,  c'est-à-dire  que  Ton  résoudrait  Féquor 
tion  finale  eux^  et  qu'on  substituerait  successivement  ses  ra- 
cines dans  l'expression  de  y  en  fonction  de  ar ,  ce  qui  ferait 
connaître  toutes  les  solutions  des  équations  proposées.  On  ramè- 
nera le  cas  général  à  ce  cas  particulier,  en  éliminant  le  carré  de 
y  entre  les  équations  proposées,  d'après  la  méthode  du  n""  186; 
ce  qui  nous  conduit  à  substituer  au  système  des  équations  pro- 
posées, le  système  formé  de  l'une  d'elles  et  de  l'équation  ainsi 
obtenue  (la  démonstration  est  celle  même  que  nous  avons 
donnée  au  n*  156).  Nous  multiplierons  donc  les  équations  [1] 
et  [2]  respectivement  par  a'  et  par  a,  nous  retrancherons  les 
équations-produits ,  membre  à  membre ,  et  il  viendra 

(ab'  —  b€()xy  -\-(ac'  —  ca')  a:^-^(ad'  —  da')y  +  {ae'  '-ea')x 

+  ar_/a'=0  [11], 

d'où  l'on  tire 

y  —  (a6'— ba)x + (adf — da')  ^  ""^^ 

et  en  substituant  cette  valeur  dans  l'une  des  équations  propo- 
sées, on  aura  évidemment  une  équation  du  quatrième  degré, 
qu'on  pourra  ramener  à  la  forme 

Aa:*  +  Rï:»-|-C«*  +  Dx-fE  =  0  [13]. 

On  démontrerait  comme  au  n"*  iS3  que  le  système  des  équa- 
tions [12]  et  [13]  est  équivalent  à  celui  des  équations  [9]  et  [11]  ; 
d'où  il  suit  que,  pour  avoir  les  solutions  deséquationsproposées, 
il  faudra  résoudre  l'équation  [13],  ce  qui  fera  connaître  toutes 
les  valeurs  dont  l'inconnue  x  est  susceptible;  puis  substituer 
les  valeurs  ainsi  trouvées  dans  [12],  et  on  obtiendra  les  valeurs 
de  y  qui  sont  conjuguées  avec  celles  de  x. 

258.  11  semblerait  plus  naturel ,  pour  éliminer  y  entre  les 
équations  [9]  et  [10],  de  tirer  de  l'une  d'elles  la  valeur  de  y  en 
fonction  de  a:,  et  de  la  substituer  ensuite  dans  la  seconde ,  mais 
cette  méthode,  outre  sa  longueur  (S55),  aurait  encore  l'incon- 
vénient d'exposer  à  admettre  des  couples  de  valeurs  de  xeiAey 
c.  «3 
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qai  ae  vérifieraient  pae  les  équations  proposées.  Siappoéons,  en 
etttii ,  qu'après  avoir  «rdooné  ieurs  premiers  membres  par  rap- 
port aux  puissaBcea  descendantes  de  y,  on  ait  dégagé  le  carré  da 
cette  inconnue  de  son  coefficieat  :  les  équations  [0]  et  [10}  ae* 
root  ainsi  ramenées  à  la  forme 

y»-2Py  +  Q=0  [14], 

y«— 2P'y+Q'=0    .  [15]. 
On  tire  de  la  première 

y=P+^ï>îZ:Q     [16],        y  =  P-v/prrQ  [17J. 

Si  Ton  substitue  la  première  de  ces  valeurs  dans  Téquation  [15], 
on  trouvera  deux  sortes  de  termes  :  les  uns  qui  seront  indépen- 
dants de  la  quantité  y^P* — Q  ,  et  d'autres  qui  la  contiendront 
comme  facteur,  de  sorte  que  si  l'on  désigne  par  À  l'ensemble 
des  premiers  et  par  B  la  somme  algébrique  (3o)  des  quantités 
que  v^P — Q  multiplie ,  l'équation  résultante  pourra  être  re- 
présentée par  A  +  Bv/1** — Q=0.  Comme  l'équation  [17]  ne 
diffère  de  l'équation  [16]  que  par  le  signe  dont  y^P'^-Q  y  est 
affecté,  on  obtiendra  i*équaiiûn  résultant  de  la  substitution  de 
p — y^l'»--y  dans  [15J,  en  changeant,  dans  l'équation  qu^ 
nous  venons  d'obtenir,  le  signe  du  facteur  y^P* — Q.  On  aura 
donc  ainsi  les  deux  équations 

A-|-Bv/P^=0    [18],        A— Bv/F=:î=0    [19j, 

et  il  est  facile  de  voir,  en  répétant  les  raisonnements  fiutg  au 
B*  Itt3 ,  que  tout  couple  de  valeurs  jr  =  a  et  y  =:  p,  qui  vérifie 
les  équations  [14]  et  [15],  vérifie  l'équation  [16]  oti  l'équation 
[17],  et  par  suite  l'équation  [18]  ou  l'équation  [10];  et  que  réci- 
proquement tout  couple  de  valeurs  x=a  et  y  =  p,  qui  vérifie 
le  système  des  équations  [16]  et  [18],  ou  celui  des  équations 
[17]  et  [19],  vérifie  les  équations  [14]  et  [15];  d'où  il  suit  que  si 
l'on  ré&out,  d'une  part,  le  système  des  équations  [16]  et  [18], 
d'une  autre  part,  celui  des  équations  [17]  et  [19]^  on  obtiendra 
toutes  les  solutions  et  les  seules  solutions  des  équations  propo- 
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s4e&.  MA  powr  résimdre  le»  éqwUiom  [18]  ei  [19],  il  faut  les 
rendre  raikmnelleSy  ei ,  ptmr  eela^  isêèer  dans  im  membre  le  terme 
irratiemiely  ei  élever  etisuite  les  deux  membres  au  carré  (S85). 
9r^  en  eSéctiuuit  cette  opération  sot  ks  équations  [IB]  et  [19], 
on  obtient  l'équation  unique 

A«=B«(P«-Q)  [20], 

qui  a  par  conséquent  pour  racines  toutes  les  valeurs  de  x  qui 
pourraient  vérifier  les  équations  [18]  et  [19],  de  sorte  que,  quand 
on  aura  résolu  cette  équation ,  on  ne  saura  plus  si  une  de  ses 
racines  a  devra  être  substituée  dans  [16]  ou  dans  [17].  Il  faudra 
donc,  pour  éviter  toute  ervear^  substituer  cette  valeur  a  de  j: 
dans  [18],  et  suivant  qu'elle  satisfera  à  cette  équation  ou  qu'elle 
ne  h  vérifiera  pas,  on  mettra  a  au  lieu  de  x  dans  [16]  ou  dans 
[17],  ce  qui  fera  connaître  la  valeur  correspondante  de  y. 
Prenons,  pour  exemple,  les  deux  équations 

On  tirera  de  la  première 

a?=y+v/y    [16},      x=y—^    [17]'; 

puis ,  en  substituant  dans  la  seconde ,  on  trouvera ,  toutes  ré- 
ductions faites, 

-yv/H-2y  =  o   [is],.      +yv^y+2y=o   [i9i. 

Eu  faisani  évanouir  les  radicaux,  il  viendra 

/— 4y*=0,    ou    y»(y  — 4)=0. 

Sous  cette  dernière  forme ,  on  voit  que  y  a  trois  valeurs,  dont 
deux  sont  égales  à  zéro,  et  dont  la  troisième  est  égale  à  4. 

Or  y  =0 ,  satisfait  également  à  [18]  et  à  [19],  donc  on  devra 
fairey=rO  dans  [16]  et  dans  [17],  et  il  en  résultera  a:=0,  a:=0. 
On  verra  ensuite  que  y =4  vérifie  [18],  mais  ne  satisfait  pas  à 
[19]  ;  donc  on  devra  substituer  y =4  dans  [16]  et  on  aura,  pour 
valeur  coriespondante  de  x^  â?=6.  Aiûfii  les  Suintions  deman- 
dées sont 


y=0 
â7=0 


y=o 

x=0 


y=4 

a?=6 


[ 
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SttO.  La  résolution  de  réqimtion  [13]  est  impossible  au  point 
où  nous  en  sommes  actuellement  de  l'algèbre.  Cependant  on 
peut  résoudre  cette  équation,  dans  le  cas  particulier  où  les  coef- 
ficients B  et  D  seraient  nuls,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  elle  se 

réduirait  à 

Aa:*+Ca^-f  K=0  [21]. 

Une  pareille  équation  est  dite  bi-^arrée. 
Posons  en  effet 

elle  deviendra,  en  substituant, 

En  résolvant  cette  équation,  on  en  tirera  deux  valeurs  de  y,  que 
je  représente  par  a  et  par  b ,  de  sorte  que  l'on  aura  ainsi 

a^zrzQj    d'où    x=di^a^ 
et  a^=bj    d'où    x=:±:^b. 

La  proposée  aura  donc  quatre  racines  égales  deux  à  deux  et  de 
signes  contraires.  Pour  que  ces  racines  soient  réelles ,  il  fiant 
d'abord  que  a  et  6  soient  elles-mêmes  des  quantités  réelles , 
ensuite  qu'elles  soient  positives.  Si  Tune  d'elles  est  négative , 
les  deux  valeurs  correspondantes  de  x  seront  imaginaires,  et  si 
a  et  6  sont  toutes  deux  négatives  ou  imaginaires ,  les  quatre 
valeurs  de  x  seront  imaginaires.  Ainsi  l'équation  bi-carrée  peut 
avoir  ses  quatre  racines  réelles,  ou  deux  racines  réelles  et  deux 
imaginaires ,  ou  toutes  les  quatre  imaginaires. 

On  voit  qu'elle  n'aura  de  racines  égales  qu'autant  que  a  sera 
égal  à  A,  et  alors  son  premier  membre  sera  un  carré  parfait,  car, 
pour  que  a  soit  égal  à  6 ,  il  faut  (257)  que 

C«— 4AE  =  0,     d'où    E  =  S. 
et,  en  substituant  cette  valeur  dans  [21],  il  viendra 
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équation  dont  le  premier  membre  est  le  carré  defâ^^y^  '^oT?  )  * 

Les  valeurs  de  y  étant  y  =  — Tï~ »  ^^  formule  gé- 
nérale des  valeurs  de  x  sera 


x  =  ±\J 


2à 


[22], 


et  on  pourra  discuter  directement  cette  formule ,  en  suivant 
exactement  la  marche  que  nous  avons  tracée  aux  n"^  S54»  256 
et  258. 

260.  La  formule  [22]  nous  montre  que,  pour  obtenir  les  va- 
leurs de  X,  il  faut  extraire  la  racine  carrée  (Tun  binôme  composé 
de  deux  termes  ^  dont  tun  —  C  est  rationnel  ^  et  dov^  Vautre 

V^C* — 4AE  est  en  général  une  quantité  irrationnelle  du  deuxième 
degré;  or,  on  ne  peut  alors  obtenir  la  valeur  de  ce  terme 
qu'approximativement,  de  sorte  que  les  valeurs  de  x  sont  ainsi 
compliquées  de  deux  causes  d'erreur.  Si,  au  contraire,  on  pou- 
vait transformer  l'expression  de  x  en  une  autre  dans  laquelle 
les  deux  radicaux  fussent  indépendants,  on  extrairait  Tune  des 
racines  par  excès  et  l'autre  par  défaut ,  si  ces  radicaux  avaient 
des  signes  semblables,  ou  toutes  deux  dans  le  même  sens,  s'ils 
avaient  des  signes  contraires,  et  les  erreurs  commises  sur  les 
deux  racines  se  compensant  en  partie,  on  aurait  ainsi  la  valeur 
de  X  plus  exactement. 

Soit  donc  A+v/B  la  quantité  dont  on  demande  la  racine 
carrée  :  il  s'agira  de  trouver  deux  nombres  rationnels  a?  et  y 
tels  que  l'on  ait 

Cette  équation  n'a  rien  d'absurde ,  car  si  l'on  élève  ses  deux 
membres  au  carré,  on  trouvera 

A  +  V^  =  ar  +  2v^xy  +  y  [23], 

et  les  deux  membres  de  celle-ci  sont  de  même  forme.  Or,  cette 
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éqaation  se  décompose  dans  les  deux  suivantes 

^  =  2v/iy, 

formées  en  égalant  entre  eux ,  d'une  part,  les  termes  commen- 
surables,  et,  de  Favtre,  les  termes  incommensurables  qui  se 
trouvent  dans  les  deux  membres  de  l'équation  [231.  Supposons, 
en  effet,  que  A  ne  soit  pas  égal  kx  +  y,ei  soit  rf  leur  différence, 
de  sorte  que 

Ea  substitwit  cette  expression  de  À  dus  l'équation  [23] ,  et 
simplifiant  ensuite ,  il  viendra 

d  +  ^  =  2^, 

d'où,  en  élevant  au  carré, 

(P  +  2d^B  +  Bz=z4xyj 
et  par  conséquent 

^"  = 25 ^ 

ce  qui  ne  se  peut  pas;  donc 

A  =  a;  4-  y,  et  par  conséquent,  v/B  =  2^^- 

Si  l'on  carre  cette  dernière  équation ,  on  aura  pour  détermi- 
ner X  et  y  les  deux  équations 

dont  l'une  fait  connaître  la  somme  et  l'autre  le  produit  de  cea 
deux  inconnues.  Les  valeurs  de  a;  et  de  y  sont  donc  (248)  les 
racines  de  l'équation 

B 


*  —  As-f -T=rO. 


^1 

4 


En  réMlrant  eette  éqottion ,  on  trouvera 

^^ 2 '     ^~ 2 ' 

par  cofiséqueat 

Remarquons  que  les  deux  radicaux  du  deuxième  membre 
doivent  avoir  des  signes  semblables,  sans  quoi,  en  élevant  ce 
deuxième  membre  au  carré,  on  ne  reproduirait  pas  le  terme 
+  V^.  Ce  serait  le  contraire  si  v^B  était  précédée  du  signe  —  ; 
donc 

On  voit  que  si  (A* — B)  n'tstpas  «n  carré  parfait^  les  formules 
que  nous  venons  de  trouver  ne  rempliront  pas  le  but  que  nous 
nous  sommes  proposé  en  les  calculant,  car  elles  seront  plua 
compliquées  que  celles  auxquelles  on  voulait  les  substituer,  et 
alors  il  faudra  effectuer  directement  le  calcul  indiqué  par  t ex- 
pression vA±v^B« 

261.  Exemple  I.  Suit  V expression  \/31  — 10  y'ê.  On  posera 

A  =  31,v^=10v/6,  d'où  v^3?=^=v^96l— 600=v/36Î=:19. 
La  formule  [2ôJ  est  applicable  et  on  trouve 


Exemple  II.  Nous  avons  dit  au  n*  &SS  que  la  valeur  de  ^, 

a                                                                            /2»ï7          oc 
-(^^+a+v^-{-2a^J  devait  vérifier  l'équation —  1/  —  =^ . 

y  y    y         ^ 

Pour  le  faire  voir,  je  la  substitue  dans  cette  équation ,  qui  de- 
vient ainsi,  après  avoir  changé  les  signes  des  deux  membres, 
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Pour  séparer  les  deux  radicaux  qui  se  trouvent  dans  le  premier 
membre,  j'effeclue  la  multiplication  indiquée  sous  le  premier  ra- 
dical, puis  je  pose  A=2a;^4*^a%  v1B=2ov/o'+2a^^  d'où  je  tire 


^A*— B= v^4fl*^<*+  Mgt  -f  Aa^—Ao^—%€fgt  =  2agt. 

La  formule  [24]  est  donc  applicable  ici,  et  en  y  remplaçant  A  et 
B  par  leurs  valeurs,  il  viendra 

\/2a  { ^^+a+v^a*-|-2a^^ }  =  v^2aflr^-f  a*-f-a , 

et  il  est  alors  facile  de  voir  que  l'égalité  [26]  se  réduit  à  une 
identité. 

268.  Problème  V.  Étant  donnés  la  somme  a*  des  carrés  de 
deux  nombres  et  leur  produit  b*,  trouver  chacun  d'eux. 

Soient  a?  et  y  ces  deux  nombres,  les  équations  du  problème 
seront 

a^  +  f/^=a\ 

xyzssV, 
On  tire  de  la  deuxième 

et,  en  substituant  cette  valeur  dans  la  première,  il  viendra 

ar*_aV  +  6*  =  0, 


d  ou  ar  r=  ±:  y  — — ^ . 

On  voit  ici  que  la  quantité  A' — B=j  —  ( -j — 6*j  =  6*  est  un 

carré  pariait;  donc  on  pourra  appliquer  les  formules  du  numéro 
précédent,  et  en  le  faisant,  on  trouvera 

x=±{[ v/a»+  26» ± v/a«— 2ft* } . 

Comme  les  équations  proposées  sont  symétriques  en  x  et  en  y, 
on  en  conclut  immédiatement 

y  =  ±i{v/a«+2ô'±v/a»— 26*{. 

D'où  il  semble  résulter  seize  couples  de  valeurs  de  x  et  de  y. 
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tis  il  n'en  est  pas  ainsi ,  car  le  produit  xy  devant  être  égal 
i^*,  il  faut  que  le  radical  y/c^—W  ait  des  signes  contraires 
^  valeurs  de  x  et  de  y,  et  que  les  signes  qui  précèdent  les 
\s  soient  les  mêmes  ;  ainsi 

les  signes  se  cùrrespondant  dans  ces  deux  formules^  c'est-à- 
dire  que  Ton  doit  prendre  à  la  fois  dans  toutes  deux  les  signes 
supérieurs  ou  les  signes  inférieurs.  Si,  pour  abréger,  on  repré- 
sente le  premier  radical  par  2a  et  le  second  par  2p,  on  formera 
donc  les  quatre  couples 

a?=«— p,  y  =  «-f  p; 

a?=— (a-f-p),     y  =  — (a— p); 

a?=— (a— pj,      y  =  — (a-f  p); 

de  sorte  qu'il  n'y  a  réellement  que  les  deux  couples  différents 

«  +  P    et         «— p, 

-(«  +  W   et    -(flt-p), 

qui  satisfassent  à  la  question.  Ainsi  les  solutions  du  problème 
seront  données  par  les  deux  formules 

On  peut  obtenir  encore  les  solutions  des  équations  proposées 
d'une  manière  beaucoup  plus  simple.  Pour  cela,  ajoutons  le 
double  de  la  deuxième  équation  avec  la  première  :  il  viendra 


(x+yy=a*  +  2V'    d'où    ar +  y=rb  v/a*  +  26«. 


Ainsi,  on  connaît  la  somme  ±v/a*-t-26*  et  le  produit  V  des  deux 
nombres  demandés;  donc  (S48)  ces  nombres  sont  les  racines 
de  la  double  équation 


«•q:Va"-f2*"«+6»  =  0, 
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de  laquelle  on  tire 

Or,  le  signe  4- du  premier  radical  appartient  anx  deux  radnea 
de  la  première  équation,  et  le  signe — de  ce  radical  appartient 
à  celles  de  la  seconde  ;  de  sorte  qu'il  y  a  deux  couples  dénom- 
bres qui  satisfont  à  la  question ,  savoir  : 


2  2  * 


et  ^ et    ^ . 

La  solution  du  problème  sera  donc  donnée  par  les  deux  for- 
mules suivantes  : 

«=d::i(y/a»  +  2#»-f  v'»'— 2t*^)» 
y=±:A(v/û^4-26*'-v^a«— 2ft*), 

dans  les€[uefles  les  lignes  se  correspondent. 

On  voit  que,  dans  cette  deuxième  méthode,  nous  avons  évité 
la  résolution  d'une  équation  du  quatrième  degré,  et  c'est  ce 
que  Ton  pourra  faire  souvent  par  des  artifices  de  calcul  que 
snggérera  lliahitude.  Le  problème  suivant  en  offre  un  exemple. 

2G5.  Problèhe  VL  En  ajoutant  m  fois  ïa  somme  de  deux 
nombres  à  la  somme  de  leurs  carrés^  on  obtient  le  carré  de  ce 
nombre  m  ^  et  on  retrouve  encore  ce  même  carré  en  ajoutant  le 
produit  de  ces  deux  nombres  à  la  somme  de  leurs  carrés  :  quels 
sont  ces  nombres? 

En  appelant  x  et  y  les  deux  nombres  demandés,  on  trou- 
vera pour  équations  du  problème 

OneB  tiM,  conformément  à  la  méthode  du  a*  2it7^ 

et  il  faudrait  actuellement  éUminer  l'une  des  deux  inconnues 
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entre  cette  équation  et  l'une  des  proposées  ;  mm  on  reconnaît 
iacileineBt  que  Téquatton  finale  serait  une  équation  comptée 
du  quatciène  degrés  de  sorte  que  le  problème  proposé  semble 
ne  pas  être  possible,  «a  point  où  nous  en  sommes  de  Talgèl^. 
Or,  je  remarque  que  si  Ton  eoanaîssaît  la  somme  des  deux 
nombres  demandés,  il  serait  facile  de  déduire  leur  produit  de 
réquation 

et  par  suite  de  les  obtenir  eux-mômes  (248).  Si  du  double  de 
la  seconde  équation  on  retranche  la  première,  on  trouvera 

d'où  Ion  tire 

par  conséfiMint 

^y= ^ . 

Les  nombres  demandés  sont  donc  les  raoices«de  Téqnation 

m(idzy/E)        n^(l±^l) 
2  '  2 

Aans  laqucfRe  les  signes  se  correspondent.  En  résolvant  cette 
équation ,  on  trouvera  que  les  valeurs  relatives  aux  signes  su* 
pérîenrs  sont  imaginaires ,  et  que  ceHes  qui  se  rapportent  aux 
signes  inférieurs  sont  réelles,  de  sorte  que  le  problème  admet 
une  seule  solution  réelle, 

5  ra.  AlîALYSE  INDÉTERMINÉE  DU  DEtJXIÈME  DEGRÉ. 

9MÂ,  Une  équation  du  deuxième  degré  à  deux  inoonnues  don» 
Bant  en  général  la  valeur  de  Tune  de  ces  inconnues  en  fonctîoa 
irrationnelle  de  l'autre»  on  voit  que,  pour  obtenir  les>soUiti(»is 
entières  de  cette  équation ,  il  faudra  trouver  pour  Tune  des 
inconnues  des  valeurs  eommensurables  et  entières  auxquelfes 
correspondent  de  pareilles  valeurs  pour  l'autre,  de  sc^e  que  la 
questioii  à  réaottdre  pourra  «teveoir  très-diffieile.  C'est  ce  qui  a 
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lieu  en  effet;  aussi,  pour  ne  pas  sortir  des  éléments,  nous  nous 
bornerons  à  examiner  quelques-uns  des  cas  les  plus  simples  qui 
puissent  se  présenter,  et  en  particulier  celui  où  Téquation  pro- 
posée sera  privée  du  carré  de  Tune  des  deux  inconnues. 
fi65.  Considérons  donc  d'abord  Téquation 

ftary  +  ^^+^y+^^+/*=0  [27], 

dans  laquelle  6,  c,  dy  «,  f  représentent  des  nombres  entiers  et 
de  plus  tous  premiers  entre  eux.  On  en  tire,  en  la  résolvant  par 
rapport  à  y , 

*■"  bx  +  d     • 

Soit  m  le  facteur  par  lequel  il  faut  multiplier  le  numérateur  de 
cette  expression  de  y,  pour  pouvoir  effectuer,  en  termes  entiers, 
la  division  de  ce  numérateur  par  le  dénominateur;  désignons 
par  nx-^-p  le  quotient  de  cette  division,  et  par  q  le  reste  indé- 
p:'ndant  de  x^  nous  aurons 

-n,y  =  nx-\.p  +  ^^  [28]. 

U  pourra  se  présenter  deux  cas,  selon  que  q  sera  nul  ou  qu'il 
ne  le  sera  pas.  Examinons  d'abord  ce  second  cas. 

l*"  q  n'étant  pas  nul,  pour  que  l'équation  [28]  détermine  des 
valeurs  entières  pour  y,  il  faut  que  les  valeurs  entières  que  l'on 
donnera  à  â;  rendent  la  quantité  hx-^-dnn  diviseur  exact  de  q. 
En  conséquence,  on  calculera  tous  les  diviseurs  de  g,  et  on  éga- 
lera bx'\-d  h  chacun  de  ces  diviseurs,  affecté  tour  à  tour  du 
signe  -|-  et  du  signe  — ,  et  les  valeurs  entières  de  x  tirées  de 
ces  différentes  équations  seront  les  seules  qui  pourront  faire 
partie  des  solutions  que  l'on  cherche.  On  substituera  donc  ces 
valeurs  successivement  dans  l'équation  [28],  et,  à  celles  de  ces 
valeurs  qui  rendront  le  second  membre  un  multiple  de  m,  et  à 
celles Jà  seulement,  correspondront  des  valeurs  entières  de  y. 
On  obtiendra  donc  ainsi  toutes  les  solutions  entières  de  l'équa- 
tion proposée,  lesquelles  seront  nécessairement  en  nombre 
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limité.  Il  pourra  môme  se  faire  que  Téquatioû  [27]  n'admelie 
point  de  pareilles  solutions. 

2«  Si  y =0,  {c3c^'{'ex-\-f)m  est  alors  égal  à  (hX'\-d)(nX'\-p\ 
et  par  conséquent  l'équation  [27]  revient  à 

ou  à 

(bx  -\-d){my  '\'nX'\-p)^=2Q, 

On  satisfera  à  cette  équation,  en  égalant  à  zéro  chacun  des  fac- 
teurs dont  son  premier  membre  est  le  produit,  ce  qui  donnera 

my-{-nx-\-p=^0. 

Si  d  est  un  multiple  de  bj  on  pourra  accoupler  avec  x  = — ^, 

toutes  les  valeurs  entières  possibles  pour  y ,  et  on  aura  ainsi 
une  infinité  de  solutions  entières  de  l'équation  [27].  Si  m 
et  n  sont  des  nombres  premiers  entre  eux ,  on  en  aura  en- 
core une  infinité,  en  résolvant  Téquation  du  premier  de- 
gré wy  -f  na?  +p=0  (207*). 

«66.  ExBMPUE  I.  6a:y— 3x*+6y— 4x+31=0.  On  en  tire 

y 6HF5 

En  effectuant  la  division  du  numérateur  par  le  dénominateur , 
on  trouvera  pour  quotient  â?  *]•  1  et  pour  reste  — 129,  chaque 
dividende  partiel  ayant  été  multiplié  par  2  ;  mais  en  multipliant 
le  dividende  par  un  certain  nombre,  on  multiplie  le  quotient  et 
le  reste  par  ce  nombre;  si  donc  on  avait  multiplié  le  dividende 
par  4 ,  le  deuxième  terme  du  quotient  et  le  reste  n'auraient  pas 
changé,  mais  le  premier  terme  aurait  été  multiplié  par  2  ;  ainsi 

129 


4y  =  2x  +  l 


ekr+ô' 


Les  diviseurs  positifs  de  129  sont  1,  3,  43  et  129.  On  posera 
donc 

6ar+5=±:l,  6a:-|-5=±3,  6ar+5=±43,  6ir-}-6=±129. 
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Oa  en  tife  les  Talears  entières  suivantes 

se  — —         1  f  Su  — —  ■     o. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  iy^  on  trouvera 
Ay  =  —  2+1+129  =  128,      d'où    y  =  32; 
4y=— 16  +  1+     3=— 12,    d'où    y=— 3. 

Ainsi  réquation  proposée  a  deux  solutions  entières,  savoir  : 


y=32    i'    u=—Zy 


y=si    y    y 

Exemple  II .  Soit  l'équation  ^xy — ^a^ — 4y  +  x  +  22  =  0. 
On  en  tire 

__6a:»— j— 22 
y—      2a:— 4     • 

Four  fiiire  la  division  indiquée ,  on  commencera  par  diviser  le 
diviseur  par  9,  et  on  trouvera  6a:  + 1 1  pour  quotient  exacte  de 
sorte  que 

ftr*— a?-r22r=(ar— 2)(6a?+ll); 

donc  réquation  proposée  revient  à 

(a:  — 2){2y  — 6a:— .llj  =  0, 

équation  qui  se  décompose  dans  les  deux  suivantes 

oa— 2  =  0  et  2y  — ar  — n  =  0. 

La  deuxième  n'a  pas  de  solution  entière  (1M)5),  et  la  première 
fournît  une  infinité  de  solutions  forniées  de  la  combinaison  de 
a:=2  avec  toutes  les  valeurs  entières  que  Ton  voudra  donnera  f . 

SIS7.  La  méthode  que  nous  venons  de  développer  devien- 
dra impraticable,  si  6  =  0,  c'est-à-dire  si  le  produit  xy  n'entre 
paftdaas  l'équation  [27]  ;  dans  ce  cas,  on  résoudra  encore  cette 
équation  par  rapport  à  y,  ce  qui  donnera 

ca^-^-exA-f 

y= ^^ i. 

Cela  posé ,  je  dis  que  si  â7=a  est  un  nombre  entier  qui,  snboti- 
taét  dans  cette  équaiion,  donne  une  valeur  entière  pour  y,  tous 
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les  nombres  compris  dans  la  formule  ^7=  «  -f  ^^  t  ^  désignant 
un  nombre  entier  quelconque,  fourniront  des  solutions  entières 
de  réquation  proposée 

car«+dy+ca?4-/*=0  [29]. 

En  substituant  en  effet  oi-\-dt  vlu  Heu  de  x ,  dans  Texpression 
de  y,  il  viendra 

^""  d  • 

Mais,  par  hypothèse,  c«*-j-  ev,  -|-  fesi  un  multiple  de  d;  donc,  en 
désignant  par  q  le  quotient  de  la  division  de  (ra*-|-^«-|-/'par  (/, 
on  aura 

y= — q — {2eoL~^e)i — cdfi. 

Ainsi,  pour  toute  valeur  entière  donnée  à  ^ ,  on  aura  de  pa- 
reilles valeurs  pour  y. 

Il  sait  de  là  que ,  si  l'équation  [29]  est  soluble  en  nombres 
entiers,  il  y  aura  au  moins  une  valeur  de  x  qui  sera  plus  petite 
que  d.  Désignons  en  effet  par  a  une  valeur  entière  de  x  plus 
grande  que  c^  et  à  laquelle  correspond  une  valeur  entière  de  y  ; 
la  quantité  «-{-clf  jouira  de  la  même  propriété,  ainsi  que  nous 
venons  de  le  voir  ;  mais  t  étant  une  indéterminée ,  on  pourra 
toujours  lui  assigner  une  valeur  positive  ou  négative,  telle  que 
ronaita-|-e/^<df,  de  sorte  qu'eu  appelant  b  celte  valeur  de  /, 
ûi'\-db  sera  une  valeur  de  x  moindre  que  d  et  qui  fera  partie 
d'un  couple  satisfaisante  l'équation  [29]. 

On  voit  par  là  que,  pour  déternûner  toutes  les  solutions  en* 
tières  de  cette  équation ,  il  faudra  essayer  tous  les  nombres 
0,1,2,3,....  {d — 1),  et ,  si  on  trouve  qu'à  quelques-uns  de 
ces  nombres  a,  a',  ci'\.,,  correspondent  des  valeurs  entières 
p,  p',  p^,...  de  y,  ou  obtiendra  toutes  les  solutions  de  Téqu»- 
tion  proposée,  en  posant 

x=a+dt  ]     x=^^di  ] 

y  =  p—(2c(^+e)t—edfiy    y  =  p'— (2c«'+e)/— cd^j' 


208         DES  ÉQUATIONS  DU  DEUXIÈME  DEGRÉ. 

fi68.  Exemple.  Soit  Téquation  S^i^-f  5y  —  Ix  — 16  =  0,  on 
en  tirera 

puis,  on  substituera  dans  cette  équation  les  nombres  successifs 
0,  1 ,  2 ,  3  et  4  au  lieu  de  x ,  et  on  verra  ainsi  qu'à  a?  =:  1  et  à 
x-^-Z répondent  y = 4  et  y=2 ;  en  conséquence,  on  y  substi- 
tuera de  nouveau  1  -f-  ^^  ^^  3  -|-  5/  à  la  place  de  a?,  et  on  trouvera 
que  les  formules  générales  qui  renferment  toutes  les  solutions 
de  l'équation  proposée  sont 

fy  =  4+*— 15^1  '    y='i—nt—\hf\* 


S  IV.  DES  MAXIMUMS  ET  DBS  MINIMUMS. 

268.  &%  ttm  a  une  certaine  fonction  d'une  variable  x  et  que 
Fon  y  remplace  cette  variable  par  une  valeur  a  ,  telle  que  la 
valeur  A  que  prendra  ainsi  la  fonction  soit  plus  grande  ou  plus 
petite  que  celles  qu'elle  reçoit  pour  des  valeurs  supérieures  ei 
inférieures  d'aussi  peu  que  l'on  voudra  à  a,  on  dit  que  A  est  une 
valeur  maximum  ou  minimum  de  la  fonction  proposée. 

La  théorie  des  équations  du  deuxième  degré  fournit  le  moyen 
de  trouver  les  valeurs  de  œ  qui  rendent  la  fonction 

a'a^+b'x-j-c" 

un  maximum  ou  un  minimum. 

En  effet ,  si  l'on  donne  à  x  une  certaine  valeur,  la  fonction 
prendra  une  valeur  correspondante  y,  et  réciproquement  étant 
donnée  cette  valeur  y  de  la  fonction ,  ou  retrouvera  la  valeur 
correspondante  de  x  en  résolvant  l'équation 

flx"  A-  bxA-c  ^    , 

Or,  on  comprend  que  les  valeurs  de  x  tirées  de  cette  équation 
devant  être  réelles,  les  valeurs  que  peut  recevoir  y  seront  assu* 
jetties  à  être  renfermées  entre  certaines  limites,  et  ces  limites 
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seront  les  valeurs  maximum  et  minimum  que  peut  prendre  la 
fonction  proposée. 

Chassons  donc  le  dénominateur  dans  Téquation  [30]  »  trans- 
posons et  ordonnons,  et  il  viendra 

(a—a'y)ji^+(b—b'y)x  +  e  —  &y=20        [31]. 

Or,  pour  que  les  racines  de  cette  équation  soient  réelles,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  valeurs  de  y  soient  telles  que  l'on  ait 

(ft— W— 4(a— a'y)  ic  —  &y)>0, 
le  signe  >>  n'excluant  pas  celui  d'égalité^  ou  bien 

wy*  +  2l>y  +  ?>0  [32], 

en  développant  et  posant,  pour  abréger. 

Trois  cas  principaux  peuvent  se  présenter,  suivant  que  n  est 
positif,  nul  ou  négatif. 

Dans  le  x>remîer  et  dans  le  troisième  cas,  les  racines  de  l'é- 
quation 

wy"  +  2py  +  î=0  [33] 

peuvent  être  réelles  et  inégales,  réelles  et  égales,  ou  imaginaires. 
Si  elles  sont  réelles  et  inégales,  il  pourra  se  faire  qu'elles  soient 
toutes  deux  positives,  toutes  deux  négatives,  ou  que  l'une  soit 
positive  et  l'autre  négative. 

Dans  le  deuxième  cas,  où  n  ==  0,  les  signes  des  coefficients  p 
et  q  donneront  lieu  aux  quatre  combinaisons  suivantes  :    . 

P>0).    P>0].    p<Oi      p<0] 
q>oy     q<Oy     q>Oy     q<Qy 

Nous  allons  passer  en  revue  ces  différents  cas. 

«70.  !•'  Cas,  n>0.  !•  y'  et  y",  racines  de  Féquatian  [33] , 
sont  réelles  et  positives^  et  je  suppose  y'<Cy^« 

La  condition  exprimée  par  l'inégalité  [32]  revint  (S44)  à 

n(y— y')(y-!r)>o. 

Gela  posé,  il  est  évident  que,  pour  toute  valeur  positive  de  y 
G.  i* 
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moiodre  que  p'*^  les  facteurs  y— y'  et  y — j/'soni  néga4i£i,  ctoe 
le  trinôme  wy*+  2j9y+g  =  n(y — y')  (y — y")  est  positif;  donc, 
en  donnant  des  vuleurs  convenables  k  x,  y  recevcti  ioules 
les  valeur^  moindres  que  ^,  et  on  pourra  même  rendre  y 
égal  à  y\  puisque  ce  trinôme  se  réduira  alors  à  zéro,  et  que 
nous  avons  dit  que,  dans  la  condition  [32],  le  sîgne>n'ex- 
clueit  pas  le  signe  =  . 

Mais,  pour  toute  valeur  de  y  comprise  entre  y'  et  y,  on  aura 
y — y'>0  et  y — y"<:;û^  de  sorte  que  le  trinôme  ny*'^-^py-\-q 
étant  le  produit  de  deux  facteurs  positifs  par  un  facteur  négatif 
sera  négatif,  et  l'inégalité  [32]  ne  sera  pas  satisfaite. 

Enfin,  pour  toute  valeur  de  y  plus  grande  que  y",  les  fac- 
teurs y — y'  et  y  —  y"  seront  positifs,  et  par  conséquent  le  tri- 
nome  ny*-|-2^y  +  ^  sera  positif;  d'ailleurs  il  s'évanouit  pour 
y=y^y  et  ainsi  la  condition  [32]  est  vérifiée, 

£n  résumé,  on   voit    que   y,    c'est-*à*dire  la  fonction 

,  ,  ;  ^,     ,    ,  peut  recevoir  toutes  les  valeurs  possibles  depuis 

zéro  jusqu'à  y';  toutes  les  valeurs  depuis  y^  jusqu'à  Tinfini; 
mais  qu'elle  ne  peut  prendre  aucune  des  valeurs  comprises 
entre  y'  et  y".  Donc  les  valeurs  minimums  de  la  fonction  sont 
zéro  et  y%  et  ses  valeurs  maximums  sont  y'  et  l'infini. 
2*  y'  et  y"  sont  négatives.  L'inégalité  [32]  devient  alors 

ny*  +  2|)y  +  g  =  n(y  +  y')(y  +  y'')>0, 

en  mettant  en  évidence  lesisignes  des  racines  de  réqofttion  [33]. 
Or,  il  est  évident  que,  quelque  valeur  positive  que  l'on  assigne 
à  y,  cette  condition  sera  toujours  remplie,  et  qu'ainsi  on  peut 
donner  à  cette  variable  toutes  les  valeurs  depuis  zéro  jusqu'à 
+  00 .  Donc  0  et  -j-  Qc  sont  les  valeurs  minimum  et  maximum 
dey.    ' 


*  Nous  supposons  qu'on  cherche  les  limites  des  valeurs  positives  de  la 
fonction  proposée,  mais  si  Ton  ilemandail  les  limiles  de  ses  valeurs  néga^ 
tives,  il  D'y  AuraU  qu'à  changer  y  ea  --y  dam  aOscaiculK 
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3''  Supposons  y <0  et  f>0,  et,  eo  mettant  en  évkleBce  le 
signe  de  y',  l'inégalité  [32]  deviendra 

nî^+2/>y+^=xn(y+y')(y— y'0>O; 

d'où  l'on  voit  que ,  pour  toute  valeur  positive  de  y  moindre 
que  y',  cette  inégalité  n'aura  pas  lieu ,  car  les  facteurs  n  et  y-j-y' 
seront  positifs  et  y — y"  sera  négatif;  mais  si  Ton  donne  à  y  la 
valeur  y"  et  toutes  les  valeurs  plus  grandes  que  y",  la  condi- 
tion [32]  sera  toujours  vérifiée  ;  donc  y  peut  recevoir  toutes  les 
valeurs  à  partir  de  y^';  donc,  le  minimum  de  la  fimction  pro^ 
posée  est  y,  et  son  maximum  est  rinfini. 

4"  Supposons  que  r/=y';  le  trinôme  ny'-f  ^py-\-q  deviendra 
alors  égal  à  n(y—y')'^,  de  sorte  que  Tinégalité  [32]  reviendra  à 

«(2^  — yO'>o, 
laquelle  sera  toujours  satisfaite,  quelque  valeur  que  Ton  assigne 
à  y.  Donc,  le  minimum  de  cette  fonction  est  zérOy  et  son  maxi- 
mum est  '\'  Qo , 

5"  Si  les  racines  de  Téqnation  [33]  sont  imaginaires,  le  pre- 
mier membre  de  cette  équation  sera  la  somme  de  deux  quan- 
tités de  mêmes  signes  que  n,  c^est-à-dire  positives  0238) , 

donc  y  pourra  recevoir  toutes  les  valeurs  possibles  ;  donc  elle  a 
zéro  pour  minimum  et  -^  9:>  pour  m/iximum. 

271.  2*  Cas,  n  =  0.  1«  Supposons  p>0  et  y >0.  Ze  mttti- 
mum  de  la  fonction  sera  zérOy  et  son  maximum  sera  -j^  oo . 

2*  p>0,  ^<0.  L'inégalité  [32]  revient  à 

^(y-|)>o. 

en  mettant  en  évidence  le  signe  de  q.  D'où  Ton  conclura  que 
la  fonction  a  ~  pour  minimum  ^  et  ~^co  pour  maximum, 

3*  p<0,  g>0.  On  v^rra  de  même  que,  l'inégalité  [32]  re- 
venant à 
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le  minimum  de  la  fonction  est  zéro ,  et  que  son  maximum  est 

+  ^* 
4''  p<0,  9<0.  L'inégalité  [32]  ne  peut  évidemment  être 

vérifiée  par  aucune  valeur  positive  de  y;  par  conséquent  la 

fonction  proposée  ne  pourra  prendre  aucune  valeur  positive, 

quelque  valeur  que  Ton  assigne  à  x  ;  donc  elle  n'a  ni  minimum 

ni  maximum. 

272.  3*  Cas,  n<0.  l""  Supposons  que  y*  et  y^\  racines  de 

l'équation  [33] ,  soient  réelles  et  positives ,  et  que  y*  soit  plus 

petite  que  y".  L'inégalité  [32]  revenant  à 

niy-y'Hy—f)>0, 

on  voit  que  Ton  ne  peut  pas  donner  à  y  des  valeurs  moindres 
que  y'  ou  plus  grandes  que  y";  car,  pour  de  pareilles  valeurs, 
son  premier  membre  sera  le  produit  de  trois  facteurs  négatifs  ou 
d'un  facteur  négatif  par  deux  facteurs  positifs,  et  ainsi  il  sera 
négatif.  Au  contraire,  on  pourra  assignera  y  toutes  les  valeurs 
depuis  y=y'  jusqu'à  y  =  y^;  en  efiet,  lorsque  Ton  fera  y=y' 
ou  y=y^,  le  premier  membre  de  notre  inégalité  se  réduira  à 
zéro,  et,  pour  toutes  les  valeurs  intermédiaires,  il  sera  positif; 
car  le  facteur  y — y^  sera  négatif,  ainsi  que  n,  mais  y — y'  sera 
positif.  La  fonction  y  a  donc  un  minimum  qui  est  y'  et  un  maxi- 
mum qui  esfy, 

2^  Soient  y'<0  et  y^<0.  On  aura,  en  mettant  en  évidence 
les  Isignes  de  y'  et  de  y^, 

iiy«+2i)y +g  =  n  (y + y')  (y +/) , 

quantité  qui  restera  négative ,  quelque  valeur  que  Ton  assigne 
à  y.  Donc  cette  fonction  ne  peut  devenir  positive  pour  aucune 
valeur  de  or,  et  par  conséquent  elle  n'admet  ni  minimum  ni 
maximum. 
&•  Soient  y'<0  et  y">0.  On  a  alors 

ny*-f  2jpy+^  =  n(y+y')(y— y'O; 

d'où  Ton  voit  que  la  condition  exprimée  par  l'inégalité  [32]  ne 
sera  remplie  qu'autant  que  l'on  n'assignera  pas  à  y  des  valeurs 
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plus  grandes  que  %/*  ;  ainsi  la  fonction  proposée  pourra  prendre 
toutes  les  valeurs  depuis  zéro  jusqu'à  \l\  donc  elle  a  zéro  pour 
minimum  et  "f  pour  maximum. 
4*  y"  =  y'.  Alors 

«y*  +  2i>y  +  ?  =  n{y—îff, 

de  sorte  que,  pour  toute  valeur  positive  de  y  autre  que  y\  Tiné- 
galité  [32]  ne  pourra  pas  être  satisfaite.  La  fonction  n'admet  donc 
pas  d'autre  valeur  positive  que  y\  et  ainsi  elU  n'a  ni  minimum^ 
ni  maximum, 

if"  Supposons  enfin  que  les  racines  de  l'équation  [33]  soient 
imaginaires  :  le  trinôme  ny^+^PV'f*?  conservant  alors  con- 
stamment le  signe  de  n  (238) ,  sera  par  conséquent  toujours 
négatif,  et  ainsi  la  fonction  proposée  ne  pourra  prendre  aucune 
vaicjur  positive,  et  n'aura  ainsi  ni  minimum  ni  maximum. 

S73.  Pour  déterminer  les  valeurs  de  x  qui  font  acquérir  à  la 
fonction  proposée  les  valeurs-limites  que  la  discussion  précé- 
dente aura  fait  découvrir,  il  faudra  substituer  ces  limites  dans 
l'équation  [31] ,  et  on  résoudra  ensuite  l'équation  résultante. 

Mais  si  l'on  remarque  que  ces  valeurs  minimum  ou  maximum 
autres  que  zéro  et  l'infini ,  étant  les  racines  y'  et  y"  de  Féqua-^ 
tion  [33],  leur  substitution  dans  l'équation  [31]  rendra  égales  les 
racines  de  cette  équation ,  de  sorte  que  chacune  d'elles  sera  la 
moitié  de  leur  sommé;  on  voit  que,  pour  obtenir  ces  racines, 
il  n'y  aura  qu'à  dégager  a:^  de  son  coefficient  a — a'y^ce  qui 
donnera 

'a  —  ay     '  a — a'"'        ' 


et  à  remplacer  dans  — ^, rr,  moitié  du  coefficient  de  x 

^  2(a— a'y)' 

prisen  signe  contraire,  ypary'oupar  y^.  En  effet,  lorsque  l'équa- 
tion du  deuxième  degré  est  ramenée  à  la  forme  a?'^pX'\-q;=Q , 
la  somme  de  ses  racines  est  égale  au  coefficient  de  x^  pris  en 
signe  contraire  (24)t). 
Si  y  a  Finfini  pour  maximum^  avant  de  faire  cette  hypothèse 
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dans  réqnation  [SI] ,  on  ditisera  tous  les  termes  de  cette  éqva- 
4iofi  par  y,  puis  on  supposera,  dans  Féquatîon  résultante,  que  y 
croisse  au  delà  de  toute  limite,  ce  qui  fera  évanouir  tous  ks 
termes  qui  auront  y  pour  dénominateur.  Or,  ceci  reviendra  à 
égaler  à  zéro  le  dénominateur  a'a^-^b'x-\-c'  de  la  fonction 
proposée. 

On  pourra  encore,  dans  tous  les  cas,  remplacer  y  par  sa  va- 
leur dans  la  formule  qui  donne  l'expression  des  racines  de  fé- 
quation  [31] ,  et  lorsqu'on  devra  y  faire  2^=00 ,  on  agira  comme 
nous  l'avons  indiqué  au  n"^  149. 

274.  Problème  I.  Partager  un  nombre  donné  a  en  deux  par- 
ties dont  le  produit  soit  maximum. 

Soit  X  Tune  des  parties  demandées,  a — x  sera  l'autre,  et  leur 
produit  aura  pour  expression  x{a — x);  si  donc  on  représente 
par  y  la  valeur  variable  de  cette  fonction ,  on  trouvera 

x{a — rc)=y,    d'où    a^ — ax-|-y=0      [34]. 

Pour  que  les  racines  de  cette  équation  soient  réelles,  il  faut  et 
il  suf&t  que  Ton  ait 

û»— 4y^0,    d'où    y^^*. 


a* 


Donc ,  la  plus  grande  valeur  que  l'on  puisse  assigner  à  y  est  -^  • 

Les  racines  de  l'équation  [34]  devenant  égales  pour  cette  valeur 

de  y,  chacune  d'elles  .sera  égale  à  -  (273).  Ainsi,  pour  partager 

un  nombre  donné  en  deux  parties  dont  le  produit  soit  maximum  ^ 
il  faut  le  diviser  en  deux  parties  égales,  et  la  valeur  maximum 
du  produit  sera  le  carré  de  la  moitié  du  nombre  donné. 

27tf .  Il  suit  de  là  que,  pour  partager  un  nombre  donné  en  m 
parties  dont  le  produit  soit  maximum ,  fi  font  le  diviser  en  m 
portées  égales.  En  effet ,  soient  a  le  nombre  dont  il  s'agit , 
et  ^T] ,  jTt ,  Xi. . .  x^  les  m  parties  dans  lesquelles  on  Ta  dé- 
composé et  dont  le  produit  est  maximum  ;  je  dis  qu'on  aura 
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«i=^=jrs=  ...z=zx^;  car,  si  Xi  n*e$t  pas  égal  à  Xt^  on  pourra 
substituer  à  cette  décomposition  la  suivante  : 

et  le  produit  de  ces  m  parties  de  a  sera  plus  grand  que 
Xi,  a7|.a?j. .  .ar^,  puisque  la  somme  des  deux  facteurs  égaux     T  ' 

et  — ~— î  étant  la  mdme  que  celle  de  Xi  et  de  art,  le  pro- 

(X  -4-a^  \' 
*T^  M  >a?i.art.  Donc,  les  nt^ parties  de  a  sont  égales. 

S70.  Problème  IL  Décomposer  le  nombre  a  en  deux  facteurs 
dent  la  somme  soit  minimum. 
Soit  X  Tun  des  facteurs  demandés,  l'autre  sera  représenté 

par-,  de  sorte  que  l'équation  du  problème  sera 

X 

a?  +  -=y,    d*où    a:* — yx-^a^s^O» 

La  condition  de  réalité  des  racines  de  cette  équation  est 

y* — 4a;^0»    d'où    y_2v^a; 

donc,  le  minimum  de  y  est  Sy^a,  et  la  valeur  correspondante 
dexsera^=^  AJBsi^  pour  décomposer  un  nombre  donné  en 

m 

deux  facteurs  dont  la  somme  soit  minimum,  il  faut  le  décompo- 
ser en  deux  facteurs  égaux,  c'est-à-dire  extraire  sa  racine  car- 
rée,  et  cette  somme  minimum  sera  égale  au  double  de  cetU  ra- 
dne  carrée. 

On  démontrera ,  comme  au  n""  273 ,  que ,  pour  décomposer 
«m  momibre  donné  en  m  facteurs  dont  la  somme  soit  minimum  ^ 
f#  foui  le  décomposer  en  m  facteurs  égaux. 

Vn.  Problèvc  IH.  Be  tous  les  triangles  rectangles  qui  ont 
to  mim»  hypoténuse  a,  quel  est  eeM  qui  a  le  plus  grand  ou  le 
flus  petit  périmètre? 
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Soit  X  un  des  c6tés  de  l'angle  droit,  Tautre  sera  ^/a* — «■,  et, 
en  désignant  par  y  la  somme  de  ces  deux  côtés,  on  aura 

a:-fv^a«— a;*  =  y, 
d'où,  en  faisant  évanQuir  le  radical  et  transposant, 

2x«— 2y«  -f  (y«— a«)  =  0  [35]. 

La  condition  de  réalité  des  racines  de  cette  équation  est 

2a«— y«^0,    d'où^y^a^/sT. 

Ainsi ,  le  maximum  de  y  est  ayjï,  :  donc ,  de  tous  les  triangles 
rectangles  qui  ont  la  ligne  a  pour  hypoténuse,  celui  qui  a  le 
plus  grand  périmètre  est  isocèle,  et  ce  périmètre  est  égal  à  cette 
hypoténuse  augmentée  de  la  diagonale  du  carré  dont  elle  est 
un  des  côtés. 

Si  l'on  observe  que  x  ne  représentant  pas  un  des  côtés  de 
l'angle  droit  plutôt  que  Tautre,  l'équation  [35]  doit  avoir  pour 
racines  les  longueurs  de  ces  deux  côtés,  on  en  conclura  que  ces 
deux  racines  doivent  être  positives,  et  qu'en  conséquence  son 
premier  membre  doit  présenter  deux  variations  (^58)  ;  donc  il 
fout  que 

y*— a*>0,    d'où    y>a. 
Le  minimum  de  y  est  donc  a,  et  alors  l'une  des  racines  de 
l'équation  [35]  étant  nulle,  on  voit  que  ce  triangle  se  réduit  à 
son  hypoténuse ,  ainsi  qu'on  pouvait  le  prévoir. 

S  V.  DES  EXPRESSIONS  IMAGINAIRES. 
i78.  La  résolution  de  l'équation 

nousaconduitàdesexpressionsde â? qui  deviennent  imaginairas 
lorsque  6* — 4ac<0.  Ces  expressions  sont  alors,  comme  nous 
Favons  démontré,  la  conséquence  d'une  absurdité  dans  l'équa- 
tion proposée  (238);  cependant  elles  n'en  vériBent  paamoinscette 
équation ,  si  an  les  traite  d'après  les  règles  ordinaires  de  rai-- 
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gèbre  »  et  que  Ton  considère  le  cairé  de  la  racine  carrée  d'une 
quantité  négative  comme  étant  cette  quantité  elle-même,  ce  qui 
est  conforme  à  la  définition  de  la  racine  carrée.  En  effet,  en 

remplaçant  X  par  "^ — ,  le  trinôme  aa^-^-bx  +  e 

deviendra 


ou,  en  réduisant, 


6*      byJt^—Aae  V  _^by/l^—Aae  . 

2a  ^^       2a  ^      2a^        2a       ^^' 

et  il  est  évident  que  cette  quantité  est  identiquement  nulle. 

i79.  Les  racines  imaginaires  des  équations  du  second  degré 
peuvent  se  ramener  à  la  forme 

a  et  p  désignant  des  quantités  réelles. 

Considérons  en  effet  Texpression  y/— A ,  et  désignons  par  a 
la  racine  carrée  absolue  de  la  quantité  positive  A  :  nous  pour- 
rons poser  ^ — A  =  ay,  pourvu  que  le  carré  de  ay  soit  égal  à 
— A;  ainsi  on  aura 

a'y^  — A,    d'où    f=—i, 

puisque  a  étant  la  racine  carrée  de  A,  on  a  a^=k.  On  tire  de 
là  y=dcv^ — 1,  et  par  conséquent,  si  Von  convient  d'indiquer 
par  dbaV'^^  le  produit  de  a  par  iy^— 1 ,  on  aura 

Cela  posé,  la  formule 


—  b±)/b^^4ac 


2a 


revient  à 


"^""25 
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en  effectuant  la  division  de  chaque  terme  du  numérateur  parie 
dénominateur  2a.  Si  donc  la  quantité  j^ est  négative ,  et 

que  Ton  représente  —  —  par  a  et  la  racine  carrée  de  la  quan- 

(c       6'\ 
j-jj  par  p ,  cette  formule  deviendra 

X=.fi±P\J — 1. 

S80.  Remarquons  que  quand  2>'— 4ac=0,  Pqui  représante 
la  racine  carrée  de  ( j-jj  =      .  ,    ,  devient  zéro,  et  qu'en 

métne  temps  les  deux  valeurs  de  x  se  réduisent  à  — ^,  c'est-è- 

dire  à  a  :  pour  rendre  la  formule  a;=:a±p^ — l  applicable  au 
cas  où  6' — 4ac  =  0,  on  conviendra  que  le  produit  §^ — 1  de- 
vient nul  lorsque  p  =  0. 

281.  D*après  ce  que  nous  avons  établi  au  n°  278,  lorsque  des 
expressions  imaginaires  de  la  forme  «±Pv/^^*  entreront 
dans  un  calcul^  sans  leur  atlacher  aucune  idée  de  quantité,  ce 
qui  serait  d^surde,  nous  conviendrons  de  les  soumettre  aux  ré- 
gkâ  mêmes  que  nous  avons  établies  pour  les  quantités  réelles, 

282.  Par  conséquent,  nous  devons  admettre  comme  vrais, 
pour  des  expressions  imaginaires  de  la  forme  0L±^yJ — 1, 
tous  les  théorèmes  que  nous  avons  établis  pour  des  quan- 
tités réelles,  et  dont  les  démonstrations  sont  fondées  uni- 
quement sur  les  règles  du  calcnl  de  ces  quantités.  Ainsi ,  la 
démonstration  que  nous  avons  donnée  de  ce  principe  :  wm 
équation  du  deuxième  degré  n'a  pas  plus  de  deux  racines  (228), 
s'applique  au  cas  où  ces  racines  sont  dcs  imaginaires  de  la  forme 

a±:py/ — 1  ;  mais  elle  ne  prouve  pas  qu'une  pareille  équation 
n'a  pas  de  racines  imaginaires  d'une  autre  forme,  parce  que  les 


*  On  entend ,  en  général ,  par  expression  imaginaire  toute  expression 
qui  n'est  suscepUble  d'aucune  valeur  réelle,  soit  positive ,  soit  négative. 
Ainsi  toute  racine  de  degré  pair  d'une  quaulilé  négative  est  Imaginaire. 
TeUessoot  yf^y  >f^,  ÎT^,  elc. 
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règles  relâtÎYes  au  calcul  de  ces  autres  expressions  imaginaires 
n*éta&i  pas  étabKea,  bous  ignorons  si  les  théorèmes  sur  lesquels 
nous  iMMJS  somises  appuyé  d«is  eette  démonstration  seraient 
encore  vrais  pour  de  pareilles  expressions. 

Stt.  Remarquons  toutefois  que,  dans  toute  la  suite  de  cet 
ouvra^ ,  nous  n'aurons  à  considérer  que  des  expressions  ima- 
ginaires telles  que  cedr^v'^;  ainsi,  quand  nous  écrirons  le 
mot  imaginaire^  on  devra  toujours  ente^ndre  qu'il  s'agit  d'une 
expression  de  cette  forme. 

d84.  Si  Ton  combine  successivement  par  voie  d'addition,  de 
soustraction,  de  multiplication  et  d<*  division  les  deux  expressions 
îmagkiaires  «+p\/ — 1  et  ot'-f  pY — i ,  on  trouvera  que 

(«+p  v^izî)  _(a'+p'v^z:î) =(«_aO + (p-pOV=^  ; 
(«+P  )/^  X  (a'+p'v^=î)=««'+pa'v/irï+«p'v/=ï_pp' 

*'+pv-i    («'+py-i)(*'-pv-i) 

_(a«-+P.sO+(P«^~«POv^~l_««-+pp^       p/.^«p. 

En  comparant  le  deuxième  membre  de  chacune  de  ces  éga- 

*  Oo  a  io<flqué  le  quotient  de  ta  division  de  « + §  V^  par  a''\-ff  yf-i 
sous  la  forme  d'une  fraclion,  et  on  a  multiplié  les  deux  termes  de  cette 

fraction  para'— p'V~~î^v  afin  que  le  dénonioateur,  dewnant  Ib  produit 
de  la  somme  de  deux  quantités  par  leur  diUérence,  se  réduise  à  la  diffé- 
rcBce  des  carrés  de  ces  deux  quantités ,  c'est*?iHlire  à  une  quantité  réelle. 
Une  transformation  analogue  s'emploie  fréquemment  pour  rendre  ra- 
tionnel le  dénominateur  d'une  fraction ,  quand  II  se  compose  d'un  terme 
commensurable  et  d'un  terme  incommensurable  du  deuxième  degré.  Amsî, 
par  exemple^  si  l'on  a  les  deux  expressions 

A  A 


et 


a-fVS  a-V* 


^  • 
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lités  au  premier,  on  reconnatt  que,  lorsque  Von  soumet  des 
expressions  imaginaires  aux  quatre  premières  opérations  de 
l'algèbre ,  le  résultat  est  toujours  une  expression  imaginaire  de 

la  même  forme  a  +  Pv^ — 1. 

Nous  verrons  plus  tard  qu'il  en  est  encore  ainsi  pour  Tex- 
traction  des  racines  d'un  degré  quelconque;  mais  nous  pou- 
vons le  vérifier  dès  à  présent  pour  la  racine  carrée. 

En  effet,  les  formules  [24]  et  [25]  que  nous  avons  établies  au 
n""  260  étant  vraies,  quelques  valeurs  que  l'on  y  attribue  aux 
lettres  A  et  B ,  puisque  Ton  retombe  sur  des  identités  en  éle- 
vant au  carré  les  deux  membres  de  chacune ,  nous  pourrons  y 
faire  A  =  a  et  \/B=p  v^^,  ou  B  =  —  p*,  et  on  trouvera  ainsi 
que  

Or,    ~^    ^^  est  une  quantité  positive  que  nous  pouvons 

représenter  par  a'*;  mais"       ^  ®st  une  quantité  négative 

que  je  désignerai  par  —  p'*;  nous  aurons  donc 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

28S.  Si,  dans  ces  mêmes  formules  [24]  et  [25]  du  n«  S60, 
on  feit  A=0  et  B=: — 1,  d'où  y^A*— B=t,  on  en  tirera 

On  déduit  de  ces  formules  ce  résultat  remarquable 

VTv^+  ^-\/=i  =  V^  [37].  • 

-■    -  — 

on  maUlpIlera  les  deux  termes  de  la  première  par  a— ^  et  ceux  de  la 

seconde  par  a  +  ^  ;  ce  qui  donnera 

A      _A(o  — \/6)    ^^  A      _A(a4->^) 

a  +  v^l         a'-ï>        *      a-^yfb  <*'  — * 

Cet  transformatiOHg  doivent  être  revMrqttéee  avec  toin.  ! 
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586.  Remarquons  que  les  quatre  premières  puissances  de 
-f-v^— î  étant 

(+vC=î)*=+i, 

■ 

si  Ton  forme  les  puissances  suivantes  de  -f-V^--î)  on  retrou* 
vera  périodiquement 

+v/=ï,        —1,        -v/-^,        +1. 
On  peut  donc  établir  les  quatre  formules  qui  suivent  : 

On  en  déduit 

(_^)»-*=_i.(_VZ^r)«-=+,/:zï  )  t^^J- 

Ces  formules  conviennent  à  toutes  les  puissances,  car  tout 
nombre  entier  est  nécessairement  de  la  forme  4n ,  4n  4- 1  ) 
4»  + 2  ou  4n  +  3. 

587.  Si  l'on  extrait  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés 
des  deux  quantités  a  et  p,  le  résultat  -f- v/ô?+P*  est  dit  le  module 
de  l'expression  «  +  P^—i-  Ainsi,  le  module  de  4  +  3v^ — 1  est 
H-V^Ï6+9  =  +  5. 

588.  Deux  expressions  imaginaires  sont  dites  conjuguébs 
lorsqu'elles  ne  diffèrent  que  par  le  signe  du  coefficient  de  y/ — I . 
Telles  sont  a+pv^^  et  a — pV'^^.  Deux  pareilles  expressions 
ont  le  même  module. 

589.  Thèorèmk  I.  Pour  qu'une  expression  imaginaire 
Qc^^^ZIÏ  soit  nulle  ^  il  faut  et  il  suffit  que  son  module 
+  V^a*-f-p*  soit  égal  à  zéro. 

En  effet,  si  le  module  v/«*4-p'  n'est  pas  égal  à  zéro,  a  et  p  ne 
seront  pas  nuls  en  même  temps,  et  par  conséquent  g-j-p^/mî 
ne  sera  pas  non  plus  égal  à  zéro.  En  second  lieu,  si  y^a'-j-jS»  est 
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aal,  «  et  ^80ttt  oécessaireoieiitégiiax  ftsére,  eCalorB  a-f-Pv^— î 
est  identiquement  nul  (280). 

IkOO.  Théorème  II.  Le  module  du  produit  de  deux  facteurs 

imaginaires  est  égal  au  produit  de  leurs  modules. 

En  effet,  nous  avons  vu  que  le  produit  de  a  +  py^ — 1  par 
a'+p'^/ZIÏ  est  (««'— pp')+  («p'-f  pa'yUî,  et  qtl'ainsî  lemodole 
de  ce  produit  est 


en  effectuant  les  opérations  indiquées  sous  le  radical  et  rédui- 
sant ensuite.  Mais  si  Ton  met  a*  et  p'  en  fadeur  commun  des 
quantités  qu'ils  muUiplient,  on  trouvera  enfin  que  Texpression 
de  ce  module  revient  à 

ce  qui  démontre  le  théorème,  car  les  modales  des  deux  fac- 
teurs que  nous  avons  multipliés  sont  respectivement  v/a*-j-|3" 
et  v^a'»+p'«. 

291.  Théorème  III.  Le  module  du  quotient  de  la  division  dû^ 
deux  expressions  imaginaires  est  égal  au  quotient  de  leurs  mo^ 
dules.  Soient,  en  effet,  a  +  py^ — 1  et  a'-f- PV — 1 1  ces  deux 
expressions,  et  a"-f-PV — 1  ^^ur  quotient  (284)  :  on  aura 

«+ Pv'=ï=(.'+p'vc:r)(."'-t-  p''v'=ï), 

et  par  conséquent  (290) 

v/?+^=v'i'^+rVi'M?'.   d'où    v'ï?Hr=-^^, 

v»  +P 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

492.  Théorème  IV.  Pour  qu'un  produit  de  facteurs  imagi-^ 
maires  soit  nut^  il  faut  et  il  suffit  que  run  de  ces  faeteufs  S9it 
égal  à  zéro. 

En  effet,  le  produit  de  plusieurs  facteors  imaginaires  étant 
Ittinnéme  une  expression  de  ht  même  ferme  «4'PV~^(^^)9 
pour  q«e  ce  produit  asà  égii à  xéro,  il  but  et  il  suffit  que  mm 
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module  soit  nul  (289)  ;  or,  ce  OMKlule  est  le  produit  des  mo- 
dules des  facteurs  que  Ton  considère  (290),  et  ces  modules 
sont  des  quantités  réelles,  de  sorte  que  leur  produii  ne  peut 
être  nul  qu'autant  que  Tod  d'eux  est  égal  à  zéro  *;  mais  alors 
le  facteur  imaginaire  correspondant  à  ce  module  est  zéro,  donc 
notre  théorème  se  trouve  démontré. 


*  11  suit  éfideiiiment  de  la  définikion  de  la  mulUpliGalicm  {Arith.,  SI), 
qu'un  produit  de  quantités  réelles  n'est  pas  nul ,  si  aucun  de  ses  fadeurs  ne 
Test;  et  qu'au  contraire,  i\  est  égal  à  zéro  si  le  multiplicande  étant  nul, 
le  multiplicateur  est  commensurable  ;  il  en  est  de  même  si  ce  mulliplica- 
teur  est  irrationnel,  puisque  le  produit  est  alors  la  limite  des  produits  que 
l'on  obtient ,  en  remplaçant  ce  mulliplieatewr  incommensurable  pat  des 
faeleurs  commensurables  qui  tendent  ^  en  différer  d'une  quantité  moindre 
que  toute  grandeur  donnée  {Ariih.f  23S).  Si  c'est  le  multiplicateur  qui 
est  nul,  le  produit  est  encore  égal  à  zéro,  car  si  l'on  considère  le 
produit  a.b  de  deux  quantités  réelles  et  finies,  il  suffira,  pour  le 
rendre  moindre  qu'une  quantité  donnée  fi,  de  donnera  h  une  valeur 

moindre  que  -;  donc  lorsque  le  fadeur  b  tend  vers  zéro,  le  produit  a.b 

tend  aussi  vers  zéro.  Donc  pourqu*un  produit  de  facteurs  réels  et  finis  soit 
nul,  il  faut  et  il  suffit  que  Vun  d'eux  le  soit. 

On  ne  saurait  conclure  immédiatement  qu'il  en  est  de  même  dVn  pro- 
dirit  de  facteurs  imaginaires,  car  on  conçoit  très-bien  que  les  lenncftd'an 
pareil  produit  poumleot  s'entre-détruire,  sans  qu'aucun  de  £es  faslcun 
fût  égal  à  zéro. 


CHAPITRE  IX. 

PUISSANCES  ET  RACINES  DES  QUANTITES 

ALGEBRIQUES. 


S  I.  PUISSANCES  DBS  MONOMES. 

995.  Nous  allons  nous  occuper  de  la  formation  des  puis- 
sances des  quantités  algébriques  et  de  rextraction  de  leurs  ra- 
cines, en  suivant  la  marche  que  nous  nous  sommes  tracée  dans 
ce  que  nous  avons  dit  jusqu'ici  du  calcul  algébrique,  c'est-à-dire 
en  traitant  d'abord  des  quantités  monômes,  puis  des  polynômes  ; 
mais,  à  cause  de  la  liaison  intime  qu'ont  entre  elles  la  formation 
des  puissances  et  l'extraction  des  racines,  nous  ferons  suivre 
inunédiatement  ces  opérations  dans  les  deux  divisions  que  nous 
venons  d'indiquer. 

S04.  Une  puissance  d'une  quantité  étant  le  produit  d'autant 
de  bcteurs  égaux  à  cette  quantité  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'ex- 
posant de  cette  puissance,  il  résulte  immédiatement  des  règles 
données  pour  la  multiplication  des  monômes  que,  pour  élever 
un  monôme  quelconque  à  une  certaine  puissance,  il  faut  élever 
son  coefficient  à  cette  puissance  (40)  et  multiplier  l'exposant  de 
chaque  lettre  par  celui  de  cette  même  puissance ,  car  l'expo- 
sant que  chaque  lettre  aura  dans  la  puissance  demandée  doit 
être  égal  à  l'exposant  dont  elle  est  affectée  dans  le  monôme  pro- 
posé, répété  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'exposant 
de  cette  puissance.  On  donnera  d^ ailleurs  au  résultat  le  signe -{' 
si  Fexposant  de  la  puissance  demandée  est  pair,  et  le  signe 
même  qu'a  le  monôme ^  s'il  est  impair  (38).  Ainsi,  ( — 5c?b^<:^df 
=  —  5oWc»d  X  —  6aWc»d  X  —  6a*6*^d  =  —  125a«6'ViP.  De 
même  (±:3ai*c»j*=-f-81a*ye»^. 

S  II.  RAQNES  DBS  MONOMBS. 

5193.  Il  suit  immédiatement  de  la  règle  précédente  que , 
poMr  extraire  d'un  monôme  une  racine  d^un  certain  degré , 


L 
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il  faut  extraire  une  pareille  racine  de  son  coefficient ,  et  di^ 
viser  r exposant  de  chaque  lettre  par  l'indice  de  la  racine  de^ 
mandée.  On  se  rappellera  d'ailleurs  que  toute  racine  de  degré 
pair  doit  être  affectée  du  [double  signe  +,  et  que  toute  racine 
de  degré  impair  porte  le  signe  de  la  quantité  dont  on  l'ex- 
trait (i9S).  On  trouvera  ainsi  [que  ^16a*6V= ±  2aWc  et 
que  v'— 27a»6^c*» = — 3a6*c». 

S96.  Corollaire.  Pour  que  la  racine  d'un  monôme  puisse 
être  obtenue  exactement,  il  faut  et  il  suffit  que  son  coefficient 
soit  une  puissance  parfaite  du  degré  marqué  par  l'indice  de  cette 
racine^  et  que  l'exposant  de  chaque  lettre  soit  divisible  par  cet 
indice.  Lorsque  ces  conditions  ne  seront  pas  remplies,  on  ne 
pourra  qu'indiquer  Topération  arithmétique  qu'il  faudra  faire, 
quand  on  substituera  des  nombres  aux  lettres;  mais  cette 
expression  sera  souvent  susceptible  de  simplification.  On  sait, 
en  effet,  que  pour  élever  un  produit  à  une  certaine  puissance , 
il  faut  élever  chacun  de  ses  facteurs  à  cette  puissance,  et  qu'en 
conséquence,  pour  extraire  la  racine  m"**  d*un  produit,  il  n'y 
a  qu'à  extraire  la  racine  m"^  de  chaque  facteur,  et  multi- 
plier ces  racines  entre  elles.  D'après  cela ,  si  la  quantité  sou- 
mise  à  un  radical  peut  être  décomposée  en  deux  facteurs,  dont 
l'un  soit  une  puissance  parfaite  du  degré  marqué  par  l'indice 
de  ce  radicalj  ovTextraira  la  racine  de  ce  facteur,  et  on  la  mut- 
tipliera  par  la  racine  indiquée  de  Vautre.  Si,  par  exemple,  on 
demande  la  racine  cinquième jde  —  640*6^^,  ce  qui  s'indique 

V^— 64a^6V,  on  observera  que  64  =-.  V .  2,  que  c''  =  c» .  c*  et 

qu'ainsi  y/—  64o'6» V = — y'a'ô V .  2oV = — Wc^W?. 

297.  En  général ,  pour  faire  sortir  un  facteur  de  dessous  un 
radical ,  il  faut  diviser  son  exposant  par  l'indice  de  la  racine 
indiquée,  puis  l'écrire  hors  du  radical  avec  le  quotient  de  cette 
division  pour  exposant,  et  sous  le  radical  avec  un  exposant  égal 
au  reste  de  cette  même  divisiofi. 

298.  Au  contraire,  pour  faire  passer  sous  un  radical  une 
quantité  qui  le  multiplie,  il  faudra  l'écrire  sous  ce  radical,  en 

c.  15 
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féietan/à  kt/misêOMe  marfiêée  par  t^indicê  âe  h  raeii^.  Ainsi 

$  m.  CALCUL  DES  RADICAUX. 

890.  L6  grand  nombre  de  c«b  dans  lesquels  en  ne  peut  ex^ 
traire  exactement  les  racines,  et  la  longueur  de  ropération  né- 
cessaire pour  les  avoir  par  approximation,  ont  conduit  les 
géomètres  à  transformer  fes  opérations  indiquées  sur  des  radi- 
caux en  d'antres  opérations  telles  que  l'extraction  de  la  racine 
fttt  rejetéc  à  la  fin  du  calcul,  pour  n'avoir  à  Feifectuer  que  sur 
les  expressions  les  plus  simples  que  Ton  puisse  obtenir.  Nous 
allons,  en  conséquence,  nous  occuper  immédiatement  du  calcul 
des  radicattx. 

300.  On  dit  que  deux  radicaux  sont  semblables  lorsqu'ils 
ont  le  même  indice ^  et  qu'après  les  avoir  simplifiés  autant  que 
possible  (296),  les  quantités  soumises  à  ces  radicaux  sont  elles- 
mêmes  semblables.  Telles  sont  les  expressions  v^40a^6'et  sJ^aVy 
car  elles  reviennent  respectivement  à  Say^'ôoFet  à  b  slba  *. 

501.  L'addition  et  la  soustraction  des  radicaux  s'effectuent 
de  la  même  manière  que  l'addition  et  la  soustraction  des  quan- 
tités rationnelles  f  et  y  si  le  résultat  contient  des  radicaux  sem^ 
blablesy  on  en  fait  la  réduction  (29). 

Exemple.  (2a  ^1^  +  5ô y^  +  (3& v^  —  4fl )f^  +  6a6  )/ab) 
—  (2a*v^â6— 3a^?i&)  =  2av^4-56v^â  +  36v^fl— 4av^ 

502.  On  distingue  deux  cas  dans  la  multiplication  et  dans 
la  division  des  quantités  radicales,  selon  que  les  radicaux  ont 
ou  n'ont  pas  les  mêmes  indices. 

!•  Pour  mulOplierou  pour  diviser  l'tmpar  tautre  deux  ra- 
dicaux de  même  indice^  il  ftmt  faire  la  muttipheation/m  la  di- 
vision  ée$  qwmiités  mmmisesà  ces  radicaux  et  couvrir  le  résultat 
du  radical  commun.  Ainsi 

7HxV*=^^.  et  &=y/f- 
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Tu 

En  effet,  si  on  élève,  par  exemple ,  ^  à  la  puissance  m ,  on 

ÊÊ. 

trouvera  ?';  car,  pour  érever  une  fraction  à  une  certaine  puis- 
sance, il  faut  élever  ses  deux  termes  à  cette  puissance  (84) , 

donc  la  fraction  ^estla^cacine  m"*  àià-AArith.^  190). 

y  ^  • 

2*  Si  les  dmix  radicaux  que  ton  veut  multiplier  ou  diviser 
fwmpar  foutre  nl^ont  pas  U  m^Ke  in4i€t^  cm  hnyt  rédbùér  ce 
qui  ratàène  au  cas  précédent. 

OeciipoDfr-noin»  donc  de  ïa  rééuciiéti  des  radicaux  au  méwm 
indice.  Nous  établirons  d*abord  le  principe  suivant  : 

305.  On  fCaltère  pas  la  valeur  d'un  radical  en  multipliant 
Vindice  de  ce  radical  par  un  certain  nombre  entier  et  positifs 
pourvu  que  F  on  élève  là  quantité  qui  lui  est  soumise  à  lapuissance 
dont  rexposant  esfégalàce  nombre.  En  effet,  on  a  identiquement 

si  on  élève  les  deux  membres  de  cette  égalité  S  la  puissance  n , 
il  viendra  (294) 

ce  qui  exprime  qve  y/lk  est  fa  racine  dtr  degré  m»  de  «**  {Arifh,^ 
iOOj  ;  donc 

ya=  y  a"; 

cette  égalité  démontre  le  principe  énoncé,  et  nous  apprend,,  en 
autre  que  Vmk  n^ altère  pas  la  valeur  d'un^  radical ,.  en  divisant 
son  indice  par  un  certain  nombre  entier^  pontrvu  fue  l'on  ex- 
traie  en  même  temps  de  la  quantité  qui  lui  est  soumise  une  ra^ 
cine  dont  Vindice  est  égal  à  ce  nombre. 

304.  Cela  peaé,  peur  réduire  plusieurs  radicaux  au  même 
indice^  on  cherchera  le  plt^ petit  multiple  de  tous  leurs  indices; 
on  divis^a  ce  plus  petU  multiple  stuicessivement  par  cbaçpie  in- 
dieey  pms  en  wmltipliera  l'indice  de  chaque  radical  par  le  guo^ 
tient  correspondant ,  et  on  élèvera  en  même  temps  la  quamtité 
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soumise  à  ce  radical  à  la  puissance  dont  l'exposant  est  égal  à 
ce  quotient^.  11  est  évident,  en  effet,  que  de  ]cette  manière  cha- 
que radical  a  conservé  sa  valeur  (303)  et  que  chacun  a  actuel- 
lement pour  indice  le  plus  petit  multiple  des  indices  primitifs. 

Exemple.  Faire  le  produit  des  quantités 

^;r^    et     v^?+^. 

Lepluspetitmultiplede4  et  de  6  est  12  ;  ^  =  3 ,  -g-  =  2  ;  donc 

308.  Pour  élever  un  radical  à  une  certaine  puissance  ^  on 
élève  à  cette  puissance  la  quantité  qui  lui  est  soumise;  ainsi 

(va)*=7â*.  En  effet,  il  résulte  de  la  règle  donnée  pour  mul- 
tiplier entre  eux  plusieurs  radicaux  qui  ont  le  même  indice, 

que  pour  élever  \/a  à  la  »"•  puissance ,  il  faut  faire  le  produit 
de  n  facteurs  égaux  à  a ,  ce  qui  donnera  a\  et  extraire  de  ce 
résultat  la  racine  ih'^\  Donc  , 

{^ayz=ya^* 

306.  Si  Vindice  du  radical  est  divisible  par  V exposant  de  la 
puissance^  on  devra  le  diviser  par  cet  exposant.  En  effet,  on  a 

(7i)"  =  7^  (308)  =  7i  (303). 

307.  Sitindice  duradical  et  l'exposant  de  la  puissance  ont  un 
facteur  commun^  on  myiixdiviser  l'indice  parce  facteur,  et  élever 
la  quantité  soumise  au  radical  à  une  puissance  dontVexposani  est 
égal  au  quotient  de  celui  de  la  puissance  proposée  par  ce  même 

facteur.  Ainsi  (70)**=  y'»'-  En  effet,  on  a 

(7^"'=  75^(308)= ;/S?(303). 


♦  Il  est  bon  de  remarquer  Tanalogîe  qui  existe  enlre  ceUe  rè^îf  et  celle 
que  Ton  suit  pour  rédoire  plusieurs  fractions  au  plus  petit  dénominateur 
commun. 
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5M>8.  Pour  extraire  une  racine  éTun  radical,  cm  multiplie  l'in^ 

dice  de  ce  radical  par  celui  de  cette  racine.  Ainsi  v7â=:'"^â. 
En  effet,  nous  venons  de  voir  (SOS)  que 

ce  qui  signifie  que^â  est  la  racine  n"*  de  ^a. 

800.  5i  la  quantité  soumise  au  radical  est  une  puissance 
parfaite  du  degré  de  la  radne  à  extraire,  on  devra  extraire  cette 

racine;  ainsi  y/^=^.  En  effet, 

ce  qui  signifie  que  y/a  est  la  racine  n"^  de  v^. 

510.  Il  résulte  immédiatement  de  là  que  si  l'on  a  plusieurs 
racines  successives  à  extraire ,  on  pourra  intervertir  l'ordre 

dans  lequel  on  doit  extraire  ces  racines;  y\/a='^=y)/a* 

31  i .  Nousavons  vu  que  la  racine  carréed'un  nombreavait  deux 
valeurs,  et  nous  démontrerons  plus  tard  qu'un  radical  a  toujours 
autant  de  valeurs  distinctes  qu*il  y  a  d'unités  dans  son  indice  :  or, 
dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  constamment  supposé  que 
les  quantités  radicales  que  nous  considérions  étaient  réelles,  et 
nos  raisonnements  ont  porté  uniquement  sur  les  valeurs  arso- 
LUBS  des  radicaux;  il  faut  donc  bien  se  garder  d'attribuer  aux 
règles,  établies  ci-dessus,  une  extension  plus  grande  que  celle 
que  nous  leur  avons  donnée ,  autrement  on  s'exposerait  à  des 
erreurs  grossières.  Ainsi,  par  exemple,  si,  considérant  l'ex- 
pression ^ — a*,  on  multipliait  l'indice  du  radical  par  2,  et  qu'on 
élevât  au  carré  la  quantité  soumise  au  radical ,  on  trouverait 
^ — a*=  v^=dba,  ce  qui  est  évidemment  absurde,  et  cepen- 
dant on  aurait  appliqué  exactement  le  principe  du  n«  SOS. 
Nous  verrons  plus  tard  comment  doivent  se  modifier  les  règles 
que  nous  avons  établies  plus  haut,  lorsque  l'on  veut  considérer 
les  radicaux  dans  toute  leur  généralité  ;  toutefois  nous  allons 
examiner  ici  quelques-uns  des  cas  qui  se  présentent  le  plus 
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sm^eBt/ioraqu'tOQ  a  i  nHilUptier  «itre^eux  des  radieux  iou^i- 
naires.  Nous  sufgposerans  que  chague  radical  n'ait  pas  d'autn 
signe  que  celui  dont  il  sera  qffecté» 

!•  Soit  à  multiplier  +  v/^  par  +  ^^^a;  la  règle  du  n»  269 
donne  v/T«'=±«-  ^*n«'  ^  seraWe  qu  il  y  ait  incertitude  sur 
la  valeur  de  ce  produit.  Est-il  +a  ou  —  a?  Pour  lever  cette 
difficulté,  je  rappellerai  TobservaSon  que  J'w déjà  *aîte  (t«K), 
savoir,  que^aad  on  ignore  oonHmai  a  été  loniié  le  carré  -f-«*, 
6t  qu'on  demande  sa  racine,  on  «doil  assigner  4([deinent4*« 
et  — a,  pour  cette  racine;  mais  que  si  l'on  sait  d'avance  la- 
quelle de  ces  deux  quantités  a  été  multipliée  par  dle-même , 
pour  former  +  o*,  il  n'est  pas  permis,,  quand  on  revient  sur  ses 
pas ,  d'en  prendre  une  autre.  Or,  ce  cas  est  celui  qui  se  pré- 
sente ici  ;  car,  puisque  la  quantité  +a*  comprise  sous  le  radical 
V^+a"S  provient  de  —  aX — a,  l'ambiguïté  cesse  et  la  racine 
cairée  de  +û*  est  certainement — a;  donc  +  ^ — a  X  +  ^ — û 
= — a,  ce  qui  est  d'ailleurs  une  conséquence  de  la  dél&nition 
delà  racine oarrée. 

2«  Soit  +v/^X  — V^^.  La  règle  éa  ip  Wï  donne 
-^(v/Sô) .  Or  devra- t-on  prendre  la  racine  carrée  de  «6  positive- 
ment ou  nëgïftîvemeiït ,  et  écrire  +v^ — oX — /— *  =+\^ 
ou  = — v^^  Pou^  ^^'^»  r^^serve  que,  en  désignant  par  b  et 
par  p,  les  racines  carrées  resjpectives  de  a  et  de  &,  on  a  (1279) 
•^^ — a  =  +  a\/ — 1    et   — >/ — b  =  —  P\/— 1 ,    et   qu*ainsi 

+  V^x-v^=-«P.(v/=^i)'=— «PX-1=+«P 

8  IV.  CALCUL  DES  EXPOSANTS  TOACnO^^NAIRES. 

312,  Nous  avons  vu  que  si  les  expeaants  des  lettres  qui  en- 
trent dans  un  monôme^  sont  divisibles  par  l'indioe  4e  Ja  ra- 
cine À  extraire,  on  obtie^  >cette  racine  ea  divisant  «cbaoun 
de  ces  exposants  par  cet  indice  ;  .mais  ai  ^:es  divisions  ne 
^^euvent  pas  se  faire  exactement^  il  se  présente  natai^Ue^ 
meut  à  4'^prît  l'idée  d'indiquer  l'exiraction  de  la  moine  ^ 
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en  iadîquaat  la  division  46  duuiae  exposant  par  Tindice  da 
cette  racine;  Ainsi  bous  nmvknârons  désormais  que  '^'^  et  a^ 
seront  deux  expressions  éqrîvalentes,  c*est-è-dîre  qa'tin  expo- 
sant fraelionnuire  signifie  qu'il  faut  Hever  lu  quantité^  au-des- 
sus de  lûquelle  il  est  placé ,  û  la  puissance  marquée  par  son  nu- 
mérateur, et  extraire  durésuîtat  une  racine  dont  Vindtce  est 
égal  à  son  dénominateur. 

813.  Bxaniiaons  maintenait  qaelles  sont  les  règles  qu'il  fau- 
dra suivre  dans  h  eateul  des  quantités  affectées  d'exposants 
frm^Uonnttires.  Ces  règles  sofst  fe«  mêmes  que  -eeiles  que  fon  cb^ 
serve  quand  eeê  eo^posantê  sont  entiers.  Gela  est  évident  pour 
l'addition  et  ponr  la  aou^raction ,  eonsidérens  d^nc  d'abord 
le  cas  de  la  multîplieatioii  : 

1*  Soit  €fl.  û*,  je  dis  que  le  produit  est  a'  '.  En  effet,  a'=vV, 

o*=  y  a*"';  donc  a«  •  o*=  y/  cf .  \fa''=\la^^^^^  ou ,  en  revenant 
aux  exposants  fractionnaires , 

Il  suit  de  là  que  le  symbole  a"*  a  sur  7  a*"  ravantage  de  conduire 
tout  de  suite  à  la  simplification  dont  v^a**  est  susceptible,  lorsque 

»>m.  Car  soit  n=mq-{-r,  on  aura  a'^^^c?  •*=  a!*.  ûT  =  o«  v^  a*". 


P        r 


^  On  démontrerait  de  même  que  -^  =  a«    *. 

3*^  Proposons-nous  maintenant  d'élever  le  monôme  a*  à  la 

f 
puissance  dont  rexposani  est  Ja  fraction  -*  Cela  revient  à  ex- 

traire  la  racine  s"*  de  la  /*"•  puissance  de  ce  menome.  Amsi,  en 
substituant  aux  exposants  fractionnaires  les  expressions  radi- 
cales qu'elles  remplacent ,  on  trouvera  successivement 

r 

Donc  pour  élever  à  une  certaine  fmàesMce  urne  quemiité  mo^ 
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nome  affectée  d'un  exposant  fraetUmnaire^  il  faut ,  comme  pour 
les  exposants  entiers,  multiplier  l'exposant  du  monôme  par  celui 
de  la  puissance  à  laquelle  on  veut  V élever. 

Cette  règle  comprend  évidemment  le  cas  de  Félévation  d'un 
monôme  à  une  puissance  entière  et  celui  de  l'extraction  des  ra- 
cines ,  car  on  peut ,  dans  la  démonstration  précédente ,  sup- 
poser «  =  1  ou  r  =  1 . 

514.  Considérons  actuellement  des  quantités  affectées  d'ex- 
posants incommensurables,  mais  auparavant  définissons  soi- 
gneusement ce  qu'on  doit  entendre  par  une  puissance  de  degré 
irrationnel  d^une  quantité.  C'est  la  limite  vers  laquelle  tendent 
tous  les  résultats  que  l'on  obtient,  lorsque  Von  remplace  Vexpo^ 
sont  incommensurable  par  des  valeurs  rationnelles  qui  ten- 
dent à  en  différer  d'une  quantité  moindre  que  toute  grandeur 
donnée. 

5iS.  Supposons  que,  a  et  p  étant  deux  quantités  incommen- 
surables, on  ait  à  multiplier  a*  par  a^  Soient  a'  et  p'  deux  quan- 
tités commensurables  variables  qui  peuvent  approcher  respec- 
tivement de  a  et  de  p  d'aussi  près  que  Ton  voudra  ;  cela  posé , 
on  a,  d'aprbs  ce  qui  précède  (515), 

et  cette  égalité  subsistera  toujours ,  lorsque  a'  et  p'  tendront  à 
devenir  égaux  à  a  et  à  p.  Or,  lorsque  deux  quantités  variables 
restent  constamment  égales  entre  elles ,  dans  tous  les  états  de 
grandeur  par  lesquels  elles  passent ,  leurs  limites  sont  égales 
(Arith. ,  S57);  mais  les  limites  de  a*'  et  de  a^  sont  a*  et  a^  (514), 
de  sorte  que  la  limite  du  produit  à^Xa^'  est  a*Xa^  et  que 
celle  de  o*'-^^  est  a*+*  ;  donc 

La  règle  que  Fon  observe  dans  la  multiplication  des  quantités 
affectées  d'exposants  incommensurables  est  donc  la  même  que 
quand  ces  exposants  sont  commensurables.  Il  en  est  de  même 
0  ur  la  division ,  l'élévation  aux  puissances  et  F  extraction  des 
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racines,  car  il  est  évident  que  la  démonstration  précédente 
s'appliquerait  à  ces  différents  cas. 

8 16.  Si  »  m  et  n  désignant  deux  quantités  positives  fraction- 
naires ou  incommensurables»  m  est  plus  petit  que  n  et  que  Ton 
appelle |>  leur  différence  n — m,  on  aura 

ûT  a*        1         1 

—.  =  a*-*  =  ûT*,   et  comme   -=■  =  -=:== -ï> 

on  en  conclura,  comme  au  n"*  50,  que  a-*  et  -^  sont  deux  sym- 
boles équivalents,  de  sorte  qu'il  y  aura  des  exposants  fraction- 
naires ou  incommensurables  négatifs,  de  même  qu'il  y  en  a  de 
positifs.  Or ,  en  reprenant  pour  ces  nouveaux  exposants ,  les 
raisonnements  que  nous  avons  faits  au  n*^  80 ,  on  verra  qu'il 
&ut.  dans  le  calcul  des  quantités  affectées  d'exposants  fraction- 
naires ou  irrationnels  négatifs ,  suivre  les  mêmes  règles  que 
pour  les  exposants  positifs. 

11  est  donc  démontré  que  les  règles  du  caletU  des  quantités 
affectées  d'exposants  sont  indépendantes  de  la  nature  de  ces  ex- 
posants, qu'ils  soient  entiers  ou  fractionnaites,  cotnmensurables 
ou  incommensurables,  positifs  ou  négatifs. 

.    S  V.  DES  COMBINAISONS. 

N»  B.  Comme  la  théorie  de  la  formation  des  puissances  des 
polynômes  est  fondée  sur  celle  des  combinaisons,  nous  allons 
développer  d'abord  cette  théorie ,  afin  de  ne  pas  interrompre 
plus  tard  la  suite  des  raisonnements. 

3i7.  On  appelle  arrangshsnts  tous  les  groupes  que  Von  ob^ 
tient,  en  disposant  à  la  suite  les  uns  des  autres,  et  dans  tous  les 
ordres  possibles ,  2  à  2,  3  à  3,  4  à  4,  etc.,  un  nombre  déterminé 
d'objets,  de  manière  que  le  même  objet  n'entre  qu'une  fois  dans 
chaque  groupe.  Ainsi  tous  les  mots  de  5  lettres,  que  l'on  peut 
former  avec  les  25  lettres  de  notre  alphabet ,  sont  tous  les  ar- 
rangements de  ces  25  lettres  5  à  5 ,  pourvu  toutefois  qu'une 
même  lettre  n'entre  pas  deux  fois  dans  le  même  mot. 
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Sitt.  PftOHiiBS  1«  Déterminer  le  wambre  des  arrnngements 
que  ton  peut  faire  avec  m  lettres  prises  xi  «  n. 

robsenre  d*abord  qti«  m  lettres  prises  1  à  1  donnent  éTidem- 
ment  m  arrangements  :  d'où  il  suit  qne  si,  oonnaîssant  le  nom- 
bre des  arrangements  de  m  lettres  (n  —  1)  k  (n  —  1),  on  pou- 
vait en  déduire  le  nombre  des  arrangements  de  ces  m  lettres 
n  à  n,  le  problème  pourrait  être  regardé  comme  résolu,  puisque 
du  nombre  des  arrangements  1  à  1 ,  on  déduirait  celui  des  ar- 
rangements 2  à  2,  de  celui-ci  on  passerait  au  nombre  des  arran- 
gements 3  à  d ,  et  aifisi  de  suite. 

Supposons  donc  formés  tous  les  arrangements  des  m  lettres 
(n — 1)  à  {n — 1)  :  représentons  lewr  nombre  par  A,»-4  «t  psfr  A» 
te  nombre  des  arrangements  de  ces  m  lettres  ti  à  n.  Sf ,  à  là  droite 
de  chaque  arrangement  de  (n — 1)  lettres,  on  écrit  sudeessrve^ 
ment  chacune  des  \m — (n — 1)}  lettres  qui  n'y  entrent  pas, 
chacun  de  ces  arrangements  en  fionmire  évidemment 
{m — (n —  1)}  de  n  lettres,  et  par  conséquent  le  nombre  total 
de  ces  nouveaux  arrangements  sera  égal  à  autant  de  fois 
\m — (n  —  !)}  qu'il  y  a  d'unités  dans  A^«i,  c'est-à-dire  qu'il 
sera  égal  à  kn~\.\m — (n — !)}.  Or,  je  dis  qu'on  aura  formé 
ainsi  tous  les  arrangements  de  m  lettres  n  à  n.  En  eflfet,  soit 
abc,,..rs  un  quelconque  de  ces  arrangements  :  si  on  en  retran- 
che la  dernière*  lettre ,  il  restera  un  arrangement  abc,.,.r  de 
(n — 1)  lettres,  lequel  se  trouvera  ainsi  compris  parmi  ceux  dont 
nous  avons  représenté  le  nombre  par  A,,.i  ;  donc ,  puisqu'à  la 
droite  de  chacun  de  ces  arrangements  on  a  écrit  successivement 
chacune  des  lettres  qui  n'y  entrent  pas,  la  lettre  ^  a  été  écrite  à 
la  droite  de  abc.,..r,  et  par  conséquent  l'arrangement  abc....rs 
a  été  formé,  donc  on  a  obtenu  tous  les  arrangements  des  m  let- 
tres nkn.  D'un  autre  côté,  tous  les  arrangements  que  l'on  a 
formés  sont  distincts ,  car  deux  d'entre  eux  difièrent  nécessai- 
rement ou  par  la  dernière  lettre',  ou  au  moins  par  l'ordre  des 
lettres  qui  la  précèdent;  donc  enfin 
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Àiiisî ,  en  faisant  successivement  i»  =  2,  =  3,=:4v-«-  dans 
cette  formule,  on  trouvera,  puisque  Ài=.in, 

Aft=Ai(m — î,)^=m(m  —  l){m — t); 
A^=k^{m—3)=mipi — l)(m  — *)(!«-- 8); 
ecc*  ^ 

pour  expression  du  nombre  des  arrangements  de  m  lettres 
prises  2à^,3à3,4à4,  etc. 

Hais,  pour  obtenir  la  formule  générale  demandée ,  on  rem* 
placera  n  successivement  par  n  —  1,  n — 2,....  3  et  2  dans 
réquation  [1],  ce  qui  donnera 

An-i  =  An_tjw  — (n  — 2)(, 
A»_i= An-«  {a»  —  (n  — 3)} , 

Â«  =  A«  (iw— 2), 
Ai==  Al   (»»  — 1), 

Si  on  multiplie  membre  à  membre  toutes  ces  équations  avec 
réquation  [î],  on  verra  que  le  produit  An-iAn.-a...AsA4  est  fac- 
teur commnn  aux  deux  membres  de  l'êquation-produit;  on 
pourra  donc  le  supprimer,  et,  en  remplaçant  Ai  par  m  y  on 
trouvera  ainsi 

A»  =  w(m  — l)(w  — 2)...|»i— (n  — l)j         [2]. 

De  ]k  cette  x^le  :  Du  nombre  totéU  des  iettres^  mtrancheM 
sueaesswemeiit  les  jmmAres  entiers  de  la  suite  nmiwrelleëepîtù 
iém  fusqm'à^êlui  jgiU  marque  te  nombre  des  lettres ,  moins  un^ 
qui  doivent  entrer  dans  chaque  turanfement;  multipliez  ions 
ces  restes  entre  ^ua: ,  et  vom  nurez  le  nombre  des  arremfo 
wwsUs  demandé. 

519.  On  appelle  PEamiTATiONS  tous  les  groupes  que  l'on  ^b^ 
tienl^  en  disposant  des  uns  à  la^suMe  des  autres  et  dans  ioms  les 
ordres  possibles^  un  nombre  déterminé  d'objets ,  de  manière  qme 
tOÊfs  ces  o^dets  cadrent  dans  chaque  groupe  tt  que  chacun  n'y 
esUre  qu'une  fois.  Tels  soai  tous  les  changements  d'ordre  que 
l'on  peut  faire  «ubir  aux  facteurs  d'un  produit. 
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5S0.  Problème  II.  De  combien  de permuiations  un  produit 
de  n  facteurs  est-il  susceptible  T 

J'observe  d*abord  qu'un  produit  de  deux  facteurs  donne  évi- 
demment deux  permutations  :  d'où  il  suit  que  si,  connaissant 
le  nombre  des  permutations  d'un  produit  de  (n  —  1)  facteurs, 
on  pouvait  en  déduire  celui  d^un  produit  de  n  facteurs,  le  pro- 
blème pourrait  être  regardé  comme  résolu ,  car  du  nombre  des 
permutations  d'un  produit  de  2  facteurs,  on  déduirait  celui  des 
permutations  d'un  produit  de  3  facteurs;  de  celui-ci,  on  passe- 
rait au  nombre  des  permutations  d'un  produit  de  4  facteurs»  et 
ainsi  de  suite. 

Supposons  donc  que  l'on  ait  mis  de  câté  Vunedes  n  lettres, 
et  qu'on  ait  ensuite  formé  toutes  les  permutations  dont  est  sus- 
ceptible le  produit  des  (n —  1)  facteurs  restants.  Soient  P,,^  le 
nombre  de  ces  permutations  et  P«  celui  des  permutations  que 
l'on  peut  faire  avec  n  lettres.  Si  maintenant  on  écrit  la  lettre 
isolée,  à  la  droite  de  chaque  permutation  de  (n  —  1)  lettres,  il 
en  résultera  P,^i  permutations  de  n  lettres,  terminées  par  celle 
dont  il  s'agit;  de  sorte  qu'en  faisant  passer  cette  lettre  successi- 
vement par  toutes  les  places ,  en  allant  de  droite  à  gauche,  on 
obtiendra  autant  de  fois  n  permutations  de  n  lettres  qu'il  y  a 
d'unités  dans  P»-i  ;  c'est-è-dire  que  le  nombre  de  ces  permu- 
tations sera  égal  à  nP^-i.  Or,  je  dis  qu'on  aura  formé  ainsi  toutes 
les  permutations  dont  notre  produit  de  n  facteurs  est  suscepti- 
ble. En  effet,  soient  esb.,.ra^  une  quelconque  de  ces  permuta* 
tions  et  s  la  lettre  qu'on  avait  d'abord  isolée  ;  si  on  la  retran  - 
che,  il  restera  une  permutation  cb...ra  de  (n  —  1)  lettres, 
laquelle  a  ainsi  été  formée.  Comme  on  l'a  placée  à  la  droite 
de  toutes  les  permutations  fournies  par  le  produit  des  (n— 1) 
lettres  restantes,  cette  lettre  s  a  été  écrite  à  la  droite  de  cfr...ra, 
ce  qui  a  donné  cb,.,ras;  mais  on  lui  a  fait  parcourir  toutes  les 
places,  en  allant  de  droite  à  gauche ,  donc  elle  est  venue  se 
mettre  à  la  gauche  de  6 ,  et  par  conséquent  la  permutation 
ef6...raaété  formée.  De  plus,  toutes  les  permutations  que 
nous  avons  obtenues  sont  distinctes ,  car  deux  quelconques 
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d'entre  elles  difièrent,  soit  par  la  place  qu*y  occupe  la  lettre  s , 
soit  par  Tordre  des  autres  lettres  ;  donc  enfin 

Pn  =  nP«^i  [3]. 

Ainsi 9  en  fiGÛsant  successivement  n  =  3,  =4,  =5,. .  dans 
cette  formule»  on  trouvera 

P,=  3P,  =  3.2; 
P«=4P«  =  4.3.2; 
P,  =  6P4  =  5.4.3.2; 

etc., 

pour  eipression  du  nombre  des  permutations  d'un  produit 
de  3»  de  4,  de  5....  facteurs. 

Mais ,  pour  obtenir  la  formule  générale  demandée ,  on  rem- 
placera n  successivement  par  (n — 1),  (n — ^2),., .4, 3 dans  Téqua- 
tion  [3],  ce  qui  donnera 

P,-i=(n— 1)P^, 
P,_,=(n— 2)P,^, 

Pk  =4P„ 
P,  =3P,. 

En  multipliant  toutes  ces  équations  membre  à  membre  et 
avec  réqnation  [3],  omettant  le  facteur  Pn-iPn-s-*-P»Ps  com- 
mun aux  deux  membres  de  réquation-produit,  et  en  rempla- 
çant Ps  par  2 . 1 ,  on  trouvera 

P,  =  1.2.3.4...n  [4]. 

Ainsi,  pour  trouver  le  nombre  des  permutations  d'un  produit^ 
multiplies  entre  eux  ttms  les  nombres  entiers  depuis  1  jusqu'à 
celui  qui  indique  combien  il  y  a  de  facteurs  dans  ce  produit, 

5Si.  Remarquons  qu'en  faisant  m=n  dans  la  formule  [2], 
elle  donnerait  le  nombre  des  arrangements  que  Ton  peut  obte- 
nir avec  n  lettres  prises  nhn,  c'est-à-dire  le  nombre  des  per- 
mutations d'un  produit  de  n  facteurs;  et  en  efiet  son  second 
membre  se  réduit  alors  à  n  (fi— l)(n — 2)  ...2 . 1. 

5S2.  On  appelle  combinaisons  tous  les  groupes  que  l'on  ob^ 
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iieftP  en  Msposmit  tts  uns  à  la  suite  des  autres  et  dans  fùtis-  les 
ordres  possibles  ^  à  2^3  àZ,  4à  4,...  un  nombre  détemàné 
d*objets^  de  manière  que  le  même  objet  n'ente  qu'une  fois  dans 
chaque  groupe  et  que  deux  quelconques  de  ces  groupes  diffèrent 
au  moins  par  un  des  objets  qui  s'y  trouvent.  Tels  sont  tous  les 
produits  dîfTérents  que  Ton  obtient  en  multipliant,  par  exemple, 
4  facteurs  3  à  3. 
585.  Problème  III.  Combien  peut-on  former  de  combinai- 

m 

sons  avec  m  lettres  prises  n  à  n  ? 

Supposons  que  Ton  ait  formé  toutes  les  combinaisons  n  kn 
de  nos  m  lettres,  et  désignons-^n  le  nombre  par  Cn.  Si  Ton  teut 
obtenir  tous  les  arrangements  nhn  que  peuvent  fournir  ces  m 
lettres,  il  saKvs  d'effeetser  sur  chaque  combinaison  toulesr  les 
permutatîoDs  dont  eRe  est  susceptible  ;  car ,  si  Ton  préteodait 
que  l'arrangement  de  n  lettres  abc.rs  n'a  pas  été  obtenu,  ùtt 
observerait  que  le  produit  dont  les  facteurs  sont  a,  A,  r,...r,  s 
se  trouve  nécessairement  parmi  ceux  dont  C»  désigne  le  nom- 
bre ;  et  comme  on  a  fait  subir  à  chacun  de  ces  produits  toutes 
les  permutations  qu'il  peut  admettre ,  il  faut  en  conclure  que 
l'arrangement  abc.rs  a  été  formé. 

Gebi  poflé,  puisque  cbM)ae  produit  de  n  facAeiirs  admet  P^ 
permutations,  lea  C»  produits  de  n. facteurs  chacun»  {burniroDi 
donc  Cmt  fois  Pn  pensKUatioas  ;  donc 

A.  =  Pn.C„,  d'où  C.=^  [5], 

*  n 

formule  qui  nous  apprend  que  pour  calculer  le  nombre  des 
conMaaisoms  n  à  n  que  l'on  peut  obtenir  avee  m  lettres^  ià  faut 
dimser  le  nombre  des  arrangements  dont  cer  m  Mires  sont  sme- 
ceptibUs n  à  D,  pmr  le  nembre  des  permwêatkms  fu^onpeut  for- 
mer  aam  n  leUree^ 

Si,  dauilaferaiiiie  [5} ,  on  remplace  A«,  et  P^  par  leurs  lalears 
doanées  par  lea  formules  [2]  et  [4],  il  viendra 

^'^  =  \      %     ,     l     ... i ■^^1- 

Telle  est  la  formule  qui  résout  le  problème. 
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Pour  &ire  usage  de  cette  fiomule ,  on  observem  que  )e$  £uh 
leufs  du  numérateur  formant  nue  progreaHon  par  différence 
dont  la  raison  est  l^unité,  il  suffira,  pour  écrire  ee  numérateur, 
de  former  son  dernier  facteur  {m — (n — 1)|.  D'ailleurs  il  y  a 
autant  de  facteurs  au  dénominateur  qu'au  numérateur.  Yeut-on 
le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  2  à  2,  ou  3  à  3,  ou 
4  à  4,...  on  fera  n=2,  ou  =3,  ou  =4,...  ce  qui  donnera 
\m — (it — l)}=wi — 1,  ou=w — 2,  oii=m — S,...  et  par 
conséquent 

m(in — 1) 


€.== 


1. 


p m{m — 1)(m — 2) 

^"'r7~"2"~r~3   ' 

P  _m(m—l)(m—%)(m—3) 
^^1.     2.3.4' 


etc. 

Si ,  dans  la  formule  [5] ,  on  remplace  A»  et  P«  par  lenrs  va- 
leurs données  par  les  formules  [l]  et  [3] ,  on  trouvera 

p        A„_,   m-^n  +  l . 

mais,  eu  vertu  de  la  formule  [5] ,  j^  est  égal  à  C^-i ,  donc 

C.=C^.^!i=^  [7], 

formule  qui  donne  le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres 
»  à  n  en  fonction  du  nombre  des  combinaisons  de  ces  m  lettres 
(n — l)à(n — 1).  Ainsi,  en  observant  que  Ci  =  m,  ce  qui  est 
évident ,  on  pourra  déduire  successivement  de  la  formule  [7], 
les  valeurs  que  nous  avons  trouvées  plus  haut  pour  Ci,  Cj, 
C»,  etc. 

5S4.  Lorsque  le  nombre  n  des  lettres  qui  enirenê  élans  cha- 
que combinaison  surpasse  la  moitié  êem^  au  Heu  de  ealeuler  le 
nombre  des  combinaisons  des  m  lettres  n  à  n ,  efi  cherche  celui 
de  leurs  combinaisons  (m — n)  à  (m — n),  parce  que  ces  deux 
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nombres  sont  égaux.  Ainsi,  veut-on  savoir  combien  on  peut 
former  de  combinaisons  avec  10  quantités  prises  8  à  8,  on  cher- 
chera le  nombre  de  leurs  combinaisons  2  à  2 ,  et  on  trouvera 

10  9 

.--^=  45.  En  faisant  m  =  10  et  n=8  dans  la  formule  [6],  on 

10.9.8.7.6.5.4.3      10.9 
'""'*^°    1.2.3.4.5.6.7.8  =  -î:2- 

Pour  démontrer  que  le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres 
n  à  n  est  le  même  que  celui  de  leurs  combinaisons  m — n  à 
m — n,  nous  observerons  que  si  l'on  divise  le  produit  des  m 
lettres  successivement  par  toutes  les  combinaisons  n  an,  les 
quotients  que  Ton  obtiendra  seront  toutes  les  combinaisons 
m  —  n  à  m  —  n  que  Ton  peut  faire  avec  ces  m  lettres  ;  car,  si 
Ton  nie  que  abc..,pqr,,.uv  étant  le  produit  de  ces  m  lettres,  la 
combinaison  gr,.Mv ,  par  exemple,  ait  été  formée ,  on  répon* 
dra  qu'en  divisant  abc...pqr...uv  par  abc.p^  combinaison  de 
n  lettres,  on  obtiendra  qr...uv  ;  or  cette  -division  a  été  faite  : 
donc  le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  m — n  à  m — n 
est  égal  à  celui  de  leurs  combinaisons  nkn. 

5Stt.  La  méthode  qui  nous  a  conduit  à  la  formule  [5]  entraî- 
nerait dans  de  très^randes  longueurs,  si  on  voulait  l'employer 
pour  former  toutes  les  combinaisons  de  m  lettres  n  d  n.  On 
pourra  résoudre  cette  question  de  la  manière  suivante. 

Supposons  que  Ton  ait  formé  toutes  les  combinaisons  dont 
nos  m  lettres  sont  susceptibles  (n  —  1)  à  (n — 1) ,  et  que,  dans 
chacune ,  on  ait  rangé  les  lettres  qui  y  entrent  suivant  Tordre 
alphabétique.  Si  Ton  écrit  maintenant,  à  la  suite  de  chacune  de 
ces  combinaisons,  successivement  toutes  les  lettres  qui  suivent 
la  dernière  de  cette  combinaison,  je  dis  que  l'on  obtiendra 
toutes  les  combinaisons  de  nos  m  lettres  nkn.  Car  soit  ede*..rs 
un  produit  de  n  facteurs  que  Ton  prétende  n'avoir  pas  été  formé  ; 
on  voit,  d'après  ce  qui  précède,  que  le  produit  cde...r  a  été 
fait;  donc  cde...rs  Ta  été  aussi;  de  plus,  la  même  combinaison 
ne  se  trouve  pas  répétée  deux  fois,  puisque,  dans  chacune,  les 
lettres  se  succèdent  dans  l'ordre  alphabétique. 
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596.  Exemple.  Former  toutes  les  comlnnaisons  4  à  4  des 
5  lettres  a ,  b,  c,  d,  e. 

Combinaisons  1  à  1...  a,  A,  c,  </,  e, 

2  à  2...  afr,  ae,  ady  ae^  be^  bd^  be^  ed^  ce  y  de. 

3  à  3...  abCy  abdy  abe^  acd^  ace,  ade^  bcd^  bve, 

bdej  cde*. 

4  à  4...  abcdy  abce^  abde^  acde,  bcde"^*. 

*  5S7 .  Le  nombre  des  combinaisons  nkn  que  l'on  peut  ob« 
tenir  avec  m  lettres  étant  nécesi»airement  entier,  on  doit  en  con- 
clure que  le  second  membre  de  la  formule  [6]  est  un  pareil 
nombre.  On  peut  toutefois  se  proposer  d'établir  directement 
cette  propriété ,  indépendamment  de  la  théorie  des  combinai- 
sons. Pour  y  parvenir,  je  multiplie  les  deux  termes  du  deuxième 
membre  de  l'équation  [6]  par  1.2.3...  (m — n};  de  cette  ma- 
nière, le  numérateur  deviendra  le  produit  de  la  suite  naturelle 
de  tous  les  nombres  entiers  depuis  J  jusqu'à  m,  de  sorte  que  si 
l'on  représente  par  p  la  différence  (m — n),  on  aura 

m(m— l)(in— 2)...{ffl— (nr—l)!      1.2.3    ,     .     .    w         -. 
1     .    2    .    3     .     .     .    n      ^  1.2.3.. .nxl.2.3..jp      '^  ^' 

et  il  est  évident  que  si  nous  démontrons  que  le  numérateur  de 
ce  deuxième  membre  contient  tous  les  focteurs  premiers  de  son 
dénominateur,  et  chacun  autant  de  fois  au  moins  que  celui-ci 
le  contient  r  il  sera  prouvé  que  l'expression  proposée  est  en- 
tière. 

Soit  donc  a  un  nombre  premier  qui  ne  surpasse  pas  m  ;  je  vais 
chercher  quelle  est  la  plus  haute  puissance  de  a  qui  divise  le 
produit  1.2.3.*.t>t.  Pour  cela,  j'effectue  la  division  de  m  par  a  et 
j'appelle  m' la  partie  entière  du  quotient,  de  sorte  que  tnfa 
est  au  plus  égal  à  m  ;  par  conséquent  tous  les  multiples  a, 
2a,  3a,...m'ade  a  se  trouveront  parmi  lesfacteursde  1.2.3. ..m; 
donc  ce  produit  est  divisible  par  a.2a.3a...m'a=:1.2.3...iii'.a"". 

*  ae,  he,  ce,  de  n'ont  pu  rien  fournir. 

**  abe,  aec,  ode,  hc$y  hdê,  cde ,  n'ont  pu  rien  fourolr. 
C.  16 
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Voix  Ton  voit  que  la  plus  haute  puissance  de  a  qui  divise 
1 .2.3..  .m,  est  le  produit  de  a**'  par  la  plus  haute  puissanee  de  a 
qui  divise  1.2.3.. .m'.  Mais,  par  la  même  raison ,  celle-ci  est  le 
produit  de  a^'  par  la  plus  haute  puissance  de  a  qui  soit  ren- 
fermée dans  1.2.3... m",  si  on  appelle  m"  la  partie  entière  du 
quotient  de  m'  par  a;  cette  dernière  sera  semblablement  le 
produit  de  a*^  par  la  plus  haute  puissance  de  a  qui  divise 
1.2.3.. ..m'f  en  désignant  par  m''  la  partie  entière  du  quotient 
de  m"  par  a  ;  et  on  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  soit  par- 
venu à  un  quotient  <a.  Supposons  donc ,  pour  fixer  les  idées, 
que  m"  soit  ce  quotient  <.«;  le  produit  1.2. 3. ..m*  ne  sera  pas 
divisible  par  a ,  et  par  conséqut^nt  la  plus  haute  puissance  de  a 
qui  divise  1.2.3...9n  sera  a*'-*^+**. 

D'après  cela,  si  on  nomme  n',  n*, n*,...  et  p^ffiP'y.^.  les 
quotients  que  Ton  trouve  en  divisant,  d'une  part,  n  par  a,  puis 
n'  par  a,  ensuite  n"  par  a...;  d'une  autre  part,  p  para,  puis  j?' 
par  a,  ensuite  p"  par  a...;  les  plus  hautes  puissances  de  a  qui 
divisent  respectivement  1.2.3.. .net  1.2.3...|) seront  o*''^'^'***"*"*" 
et  c^'*^''-*^-*-";  de  0orte  que  la  plus  haute  puissance  de 
a  contenue  dans  le  pnoduit  1.2.3.  ..nx  1.2.3...  p  est 
^«f4iiv+«ii+...+,»»4^/.i^+...^  jjl^jg  jg  l'égalité  m=n+p^  on  tire 

a      5  '  «* 

et  par  suite      •»'  =  ou>fi'4-p'i 

in*'=ou>n*'+;/', 
«»*=ou>n*+j/', 

donc  »i'+m*'+w''-f  •  •  .=ou>n'+ii'-f  n'-f , .  .4-P'+P^+l>*'4-^  •  • 

Donc  le  numérateur  1.2.3... m  contient  le  facteur  premier  a  du 
dénominateur  i.2.3...nX1.2.3...p  à  une  puissance  au  moins 
aussi  élevée  que  celle  où  il  entre  dans  ce  dénominateur  ;  donc 
l'expression  [8]  est  entière. 
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$  VI.  MNOMB  DB  NBWTON. 

928.  Le  moyen  qui  se  présente  natureUement  à  Tesprit,  pour 
élever  un  polynôme  à  une  puissance  entière  et  positive,  con- 
siste à  foire  le  produit  d'autant  de  facteurs  égaux  à  ce  polynomQ 
qu'il  y  a  d'unités  dans  l'exporant  de  cette  puissance  :  mais  ce 
procédé,  déjà  très-long  par  lui-même,  a  Tinconvénient  d'exiger 
qu'on  recommence  toujours  le  même  calcul  pour  chaque  cas 
particulier  que  l'on  veut  traiter.  Newton  a  trouvé,  mais  sans  en 
donner  la  démonstration,  une  formule  générale  pour  élever  direc- 
tement un  binôme  à  telle  puissance  que  l'on  veut,  sans  passer 
par  les  puissances  inférieures,  et  on  en  déduit  facilement  le 
moyen  de  former  la  môme  puissance  de  tout  polynôme  donné. 

Parmi  un  grand  nombre  de  démonstrations  que  l'on  a  don- 
nées de  la  formule  du  binôme  de  Newton ,  la  suivante ,  fondée 
sur  la  théorie  des  combinaisons,  est  la  plus  élémentaire. 

329.  Le  moyen  qui  paraît  le  plus  naturel,  pour  obtenir  cette 
formule,  est  de  former  les  premières  puissances  d'un  binôme 
(  îT  -}- <>)  par  des  multiplications  successives,  et  de  chercher  à 
saisir  la  loi  qui  régit  les  exposants  de  a?  et  de  a  dans  les  déve- 
loppements de  ces  puissances ,  ainsi  que  celle  des  coefficients 
numériques  des  différents  termes  de  chacune.  Élevons  donc 
successivement  le  binôme  (ar-j-a)  à  la  1'%  à  la  2%  à  la  3%... 
puissance,  et  nous  trouverons 

(a? -f- «y s=s a?  -+■<*» 

{x  +  af  =  a^  +  2ax  +  off^ 

(a?  +  ay=a?»-f  3a^*  +  3^*^    +a^, 

(0?  +  a)' =  «?•  4- 5fla?*  +  lOaV  +  lOa'a;*  4- 6a*  a?  4- o^, 
eto. 

En  considérant  attentivement  ce  tri>leau,  nous  remarquerons 
que  le  premier  terme  de  chaque  dévelcppement  est  x  élevé  à  la 
même  puiuance  que  le  binôme  proposé  ;  que  cet  exposant  diminue 
d^unê  unité,  m  allant  fun  terme  au  suivant,  fusqu^au  dernier 
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OÙ  il  est  zéro  (B6^  V)\  que  les  exposant  s  de  ^suivent  la  loi  inverse^ 
de  sorte  que  la  somme  des  exposants  de  x  et  de  a  dans  chaque 
terme  est  égale  à  V exposant  de  la  puissance  demandée.  Cette  loi 
est  générale,  car,  dans  le  passage  d'une  puissance  à  la  suivante, 
la  multiplication  par  {x  -j-  a)  ne  fait  qu'augmenter  d'une  unité 
les  exposants  de  â?  et  de  a  dans  chaque  terme.  Ainsi  nous  pou- 
vons écrire  immédiatement  la  partie  algébrique  des  termes  qui 
doivent  entrer  dans  le  développement  demandé. 

Voyons  si  nous  serons  aussi  heureux  dans  la  recherche  de  la 
loi  que  suivent  les  coefficients.  Nous  reconnaissons,  à  Tinspcc* 
tion  de  notre  tableau ,  que  le  coefficient  du  premier  terme  est 
l'unité;  que  celui  du  deuxième  terme  est  égal  à  l'exposant  de  la 
puissance;  mais  pour  les  termes  suivants,  nous  ne  pouvons  rien 
découvrir,  sinon  que  les  coefficients  des  termes  équidistanls 
des  extrêmes  sont  égaiLx.  Or,  il  résulte  du  procédé  de  la  multi- 
plication algébrique ,  que  ces  coefficients  numériques  naissant 
des  réductions  qui  se  font  entre  les  termes  semblables  du  pro- 
duit, si  on  multiplie  entre  eux  m  facteurs  binômes  (â7-|-a), 

(a:  +  6),  (x  +  c),...  (ar  +  ^)»  q^i  ont  tous  le  même  premier 
terme  x  et  des  seconds  termes  différents ,  tom  les  termes  du 
résultat  seront  dissemblables  ;  que ,  par  conséquent ,  il  n'y 
aura  pas  de  coefficients  numériques,  de  sorte  que  l'on  pourra 
espérer  de  découvrir  la  loi  qui  régira  les  termes  de  ce  produit. 
Cette  loi  reconnue,  il  suffira  de  supposer  que  les  seconds  termes 
de  DOS  binômes  deviennent  tous  égaux  à  a,  et  elle  deviendra 
celle  que  doivent  suivre  les  termes  du  développement  de  la  m"** 
puissance  du  binôme  {x  •\-  a). 

530.  Tâchons  donc  de  découvrir  quelle  est  la  forme  du 
produitdesmfacteurs(a:+a),(a?+A),(a?-fc),...(a?+ife).Onvoit 
d'abord  que  l'on  obtiendra  un  terme  quelconque  de  ce  produit, 
en  prenant  un  terme  dans  chaque  facteur  et  en  multipliant  tous 
ces  termes  entre  eux  ;  d'où  il  suit  V  que  deux  termes  de  notre 
produit  seront  xf^  et  abc.  • .  A  ;  2®  qu'il  renfermera  en  outre  toutes 
les  puissances  de  x  moindres  que  la  m"**;  car,  si  l'on  nmltiplic 
les  premiers  termes  de  (m — n)  de  nos  binômes  par  les  se('X>nds 


DES  QUANTITÉS  ALGÉBRIQUES.  245 

termes  des  n  autres ,  on  aura  un  terme  du  produit ,  qui  con- 
tiendra af"-^.  En  conséquence ,  si  on  ordonne  ce  produit  par 
rapport  aux  puissances  descendantes  de  x ,  le  coefficient  de 
27"*"*  sera  la  somme  de  tous  les  produits  différents  que  Ton 
peut  obtenir,  en  multipliant  n  h  n  tous  les  seconds  termes  de 
nos  binômes*;  d'ailleurs  ce  terme,  où  a?  a  l'exposant  (m — «), 
en  aura  n  avant  lui ,  puisque  les  exposants  de  x  décroissent 
d'une  unité,  à  partir  du  premier  terme  où  cette  lettre  entre  à 
la  puissance  m.  On  voit  donc 

1»  Que ,  dans  le  premier  terme  du  développement ,  x  a  nn 
exposant  égal  au  nombre  des  binômes  que  Von  a  multipliés; 

2*'  Que  l'exposant  de  x  diminue  d'une  unité  dans  le  pas- 
sage d'un  terme  au  suivant ,  jusqu'au  dernier  terme  où  il  est 


zéro; 


3**  Que  le  coefficient  du  premier  terme  est  l'unité;  que  celui 
d'un  terme  quelconque  est  égal  à  la  somme  des  produits  différents 
que  l'on  obtient  en  multipliant  les  seconds  termes  des  binwnes 
pris  en  nombre  marqué  par  le  nombre  des  termes  qui  précèdent 
celui  que  l'on  considère ,  de  sorte  que  le  coefficient  du  deuxième 
terme  est  la  somme  des  deuxièmes  termes  des  binômes ,  que  ce- 
lui du  troisième  est  la  somme  de  leurs  produits  distincts  2  â  2, 
et  ainsi  de  suite;  enfin  que  le  coefficient  du  dernier  terme  est  le 
produit  de  tous  les  seconds  termes  des  facteurs  binômes. 

D'après  cela,  si  l'on  convient  de  représenter,  en  général,  par 
Sn  la  somme  des  combinaisons  niin  des  m  quantités  a,  fr,  c,...A', 
on  aura 

{x-\-aXx+bXx-\-^)..  .{x+k)==x^+...+Snaf^''+...-^abc..,k  [9]. 

En  faisant  successivement  n=:l,=2,=3,..,  =  (m — 1),  on 

*  Si  Ton  prétendait  qu'une  de  ces  combinaisons  ne  fait  point  partie  de 
ce  coefficient,  on  réfuterait  cette  objection,  en  disant  que,  si  Ton  multiplie 
les  seconds  termes  des  n  binômes  où  se  trouvent  les  lettres  qui  entrent 
dans  celle  combinaison  par  les  premiers  termes  de  tous  les  autres  binômes, 
on  aura  certainement  un  terme  du  produit,  lequel  terme  est  formé  de  la 
combinaison  dont  il  s'agit  multipliée  par  x* 


846  PUISSANCUS  R  lACHIlS 

déduira  de  S«âr-"'  tous  les  termes  qiri  sont  cempris  entre  le 
premier  o^  et  le  dernier  ahe...h. 

531.  Cette  égalité  étant  indépendante  des  valeurs  particu- 
lières des  quantités  a,  fr,  c.A,  on  pourra  y  supposer  toutes  ees 
quantités  égales  entre  elles ,  ce  qui  réduira  le  premier  membre 
à  {X'\-df.  Quant  au  second  membre,  le  terme  af*^  ne  changera 
pas,  et  le  dernier  deviendra  a"*.  S«i  étant  la  somme  des  com- 
binaisons n^n  des  m  quantités  a,  6,  c.A;,  et  chacune  de  ces 
combinaisons  devenant  a",  lorsqu'on  suppose  a=6=c=. ••=:&, 
Sm  sera  alors  égale  à  a"  répété  autant  de  fois  que  Ton  peut  for- 
mer de  combinaisons  avec  m  lettres  prises  n  ^  n\  donc  on 

aura  (523) 

g  _m(m— l)(m— 2)...(m— (n— 1){ 

et  par  conséquent  la  formule  du  binôme  de  Newton  sera 

(,+.r=^+...+r"-";r!-.'"r'"^^)  t..i. 

dans  laquelle  il  faudra  donner  à  n  les  valeurs  successives  1,2, 
3,. ..(m — 1),  pour  obtenir  tous  les  termes  compris  entre  le 
premier  j^  et  le  dernier  cC^. 

558.  Si  l'on  désigne  par  T,^i  le  terme  du  rang  fi-f-l ,  e'eat- 
à-dire  celui  qui  en  a  n  avant  lui,  on  aura 

ff^^fn(m-^\)(m-^2)...\m—{n^i)]^^^^j^    [U], 

et  cette  formule  est  appelée  le  terme  générdl  du  développement 
de  {x-^aT  9  parce  qu  elle  fait  connaître  tous  les  termes  de  ce 
développement,  à  partir  du  second,  en  y  faisant  successive- 
ment n=  l,=2,=s3,...  =  }n.  Elle  a,  comme  on  voit,  i'atan- 
tage  de  fournir  chaque  terme  de  la  m"^  puissance  de  {x-\-a), 
indépendamment  des  autres.  Ainsi ,  si  l'on  a  besoin  de  con- 
naître le  sixième  terme^  on  observera  que^  ce  terme  en  ayant  C 
avant  lui,  il  faudra  faire  n= 5,  ce  qui  donnera 

T      fw(m— l)(m-2)(in— 3)(m-4)  -  ^  , 
^•=1     .2.3.4.6'^     • 
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999.  Si,  dans  la  formule  [11],  on  cbange  n  en  n4- 1 ,  elle 
deviendra 

^"^■"1  .2  .  3  . ..     s~:    (ïr=fT)    ^^* 

En  comparant  cette  valeur  de  T^t  à  celle  de  Tt^u  et  en  obser- 
vant que  le  terme  T,h-i  est  le  (n  + 1)**  du  développement ,  on 
en  conclura  que  pour  déduire  un  terme  quelconque  du  précé- 
dent ,  il  faut  multiplier  celui-ci  par  l'exposant  dont  o;  y  est 
affectée,  diviser  le  produit  par  le  nombre  qui  marque  le  rang 
de  ce  terme ,  augmenter  l'exposant  de  a  d*UDe  unité  et  diminuer 
d'autant  celui  de  x.  On  pourra  donc  énoncer  de  la  manière 
suivante  la  règle  qu*il  faut  suivre  pour  élever  un  binôme  à  une 
certaine  puissance  : 

Pour  élever  un  binôme  (x-^-d)  à  une  puissance  donnée^  élevez 
le  premier  terme  de  ce  binôme  à  cette  puissance  et  vous  aurez  le 
premier  terme  du  développement  ;  pour  former  un  terme  quel- 
conque de  cette  puissance,  multipliez  le  terme  précédent  par 
^  l'exposant  dont  x  y  est  affectée  ^  et  divisez  le  produit  par  le 
nombre  qui  marque  le  rang  de  ce  terme  ^  puis  augmentez  d*unê 
unité  l'exposant  de  a  et  diminuez  d'autant  celui  de  x. 

On  comprend  qu'au  nioyen  de  cette  règle,  on  pourra  d'abord 
former  le  premier  terme;  piiis  en  déduire  lé  second;  à  l'aide 
de  celui-ci  obtenir  le  troisième,  et  ainsi  de  suite. 

Lé  développement  de  {x-^af"  se  terminera  nécessairement, 
puisque  dans  le  (m-f-l^*  terme ,  x  aura  l'exposant  zéro,  et  que 
par  conséquent  le  terme  suivant  sera  nul. 

£n  appliqualit  la  règle  précédente,  on  trouvera 


^Trr^'^'^-^ 


et  on  voit  que  le  GoefBcient  numérique  d'un  terme  quëleOnque 
eat  le  notnbre  de»  combinaisons  que  l'on  peut  faire  avec  m  let- 
tres prises  en  nombre  marqué  par  le  nombre  des  termes  qui 
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précèdent  celui  que  l'on  coDBidère,  ce  qui  s'accorde  avec  ce 
que  nous  avons  vu  au  n*  351 . 
354.  Dans  la  pratique,  on  emploie  la  règle  que  nous  venons 

(le  donner,  seulement  pour  calculer  les  coefficients  des  (ô"!'') 
ou  des  —3—  premiers  termes  du  développement ,  selon  que  m 
est  pair  ou  impair,  parce  que  ceux  des  aulres  seront  connus 
par  cela  même,  puisque  les  eoeffieienis  det  termes  équi- 
distants  des  extrêmes  sont  égaux.  Comme  ce  principe  n'a  été 
établi  que  par  induction  (589} ,  nous  allons  le  démontrer  com- 
plètement. 

1  "  DfcHONSTBATiON.  Le  terme  qui  en  a  n  après  lui  est  le  (n+l  }■■* , 
en  comptant  de  la  droite  vers  la  gauche ,  et ,  comme  le  nombre 
total  des  termes  du  développement  est  {m-\-\),  on  voit  qu'il 
en  a  (w+l) — («+1)=»» — n  avant  lui,  de  sorte  que  son  coef- 
ficient est  égal  au  nombre  des  combinaisons  que  l'on  peut  faire 
avec  m  lettres  prises  {m — n)  à  (m — n)  ;  mais  ce  nombre  est  égal 
à  celui  des  combinaisons  de  m  lettres  n  fa  n  (3S4),  lequel  nombre 
est  le  coefficient  du  terme  qui  en  a  n  avant  lui  ;  donc ,  etc. 

2*  DftMONSTkATioH.  Sott  {«"x**""  le  terme  qui,  dans  le  dévelop- 
pement de  (a;-|-o)",  en  a  »  avant  lui  :  je  remarque  que  la  quan- 
tité (^r-j-a)**  ne  changeant  pas ,  lorsqu'on  y  permute  x  et  a,  son 
développement  ne  devra  pas  non  plus  être  altéré  par  cette  per- 
mutation des  deux  lettres  a:  et  a,  et  que  par  conséquent ,  puis- 
qu'il contient  le  terme  ka'af-',  il  renfermera  aussi  le  terme 
fcc"«"-".  Or,  ce  terme  en  a  (m — n)  avant  lui,  puisque  l'expo- 
Hint  de  a  dans  un  terme  quelconque  est  égal  au  nombre 
lies  termes  qui  le  précèdent  ;  donc  le  terme  kafa"^'  est  le 
[m — n-{-l]'"*,  et  comme  le  nombre  total  des  termes  du  déve- 
loppement de  Cx-|-o)"  e8t(»i-|-l),  on  voit  qu'il  en  a  (m-f-l) 
—(m — ii-|-l)  =  n  après  lui;  donc  les  deux  termes  ka'x"-' 
Bt  kaf<^-'  sont  également  distants  des  deux  extrêmes. 

33tt.  Si  le  second  terme  du  binôme  est  négatif,  il  n'y  aura 
le  différence,  dans  la  formule ,  qu'en  ce  que  les  termes  seront 
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aUernativement  positifs  et  négatift ,  puisque  a  a  un  exposant 
pair  dans  tous  les  termes  de  rang  impair  et  un  exposant  impair 
dans  tous  les  termes  de  rang  pair.  Ainsi 


{X — ar=^— »ww?     +  7"^^ — s—  û'j?*"' 

1   •    ^ 


«(m— l)(in— î)  ,  ^, ,        '  f'*^* 

EuMPLB.  Élever  le  binôme  (x — a)  à  la  sixième  puissance.  On 
devra  calculer  directement  les  quatre  premiers  termes  du  dé- 
veloppement ,  et  en  négligeant  les  signes ,  on  trouvera 

donc 

(a:— a)*=a:f— 6ajr'+ 1 5a V-r2(k^a5»+ 1 6a*a:"— eo'x+i*» . 

356.  Si  on  voulait  former  le  développement  de  la  m"**  puis- 
sance d'un  binôme  quelconque,  par  exemple,  de  ^aa^ — ^36'c,  il' 
faudriMt  d'abord  élever  iX'{-a)k  cette  puissance,  puis  remplacer 
dans  le  développements?  par  2Ar*et  b  par — 3b^c.  Mais  les  calculs 
effectués  de  cette  manière  seraient  encore  assez  longs.  On  les 
abrège  en  donnant  à  la  formule  du  binôme  une  forme  qui  en 
facilite  beaucoup  l'application.  11  suffit,  pour  cela,  de  mettre  a;"* 
en  &cteur  commun  de  tous  les  termes  du  développement  de 
(r-|-a}*,  ce  qui  donnera 


C 


a:+ar=^(l+m.|+m.?^gy 


,        m—1  w— «/a\"  ,      ) 


Celte  formule  nous  apprend  que ,  pour  obtenir  la  m"*  puix^ 
samee  d'un  binôme  quelconque^  il  faut  former  d'abord  la  suite 
des  nombres 

m — 1       m — 2     m — 3 


m 


'        2     '        3*4     '"' 

ahuique  le  rapport  du  second  terme  du  binôme  au  premier^  puis 
on  écrira  un  polynôme ,  dont  le  premier  terme  sera  t unité  ;  le  se- 


tM  rmuMM  wt  ■âonois 

Mfui  terme  $e  formera  wi  m^tipliani  ce  premier  terme  pmr  le 
premier  nombre  m  et  par  le  rapport  du  eee&nd  terme  dn  binôme 
au  premier;  le  troisième,  en  nrnltipliant  ce  eeeond  terme  par  U 

second  nombre  — ^—  et  encore  pût  le  rapport  du  second  terme  du 

binôme  au  premier^  et  ainsi  des  autres.  On  multipliera  enfin  le 
polynôme  ainsi  obtenu  par  la  m"**  puissance  du  premier  terme 
du  binôme  ^  et  on  aura  le  développement  demandée 

597.  EisWLf .  Développer  la  siâsième  puiesaneë  âU  binôme 
5taa?—We.  Oa  écrira  la  ftiiite  des  nombres 

^'      2    ""2*      3    ""3*      4    ""4*      5    ""6*      6    ""6' 

et  le  rapport  du  second  terme  du  binôme  au  premier  étant 

3ft*(? 
~  25? '''''''""' 

(W-8ê.«/=(j^..{.-..»g+,5.^_«..^ 

Où,  en  èAèdtUànt  lèâ  ëàlcùls, 

(2aa?«— 3i«c)*=64a«x«— 6r6aWc«*»+216Ôa*ft*cV--4320rf**c!*«^ 
+4S60a^Vc^a^—  29 1 6a6"c»a?«+ 7296V. 

558.  Si,  dans  les  fornlule»  [10]  et  [12],  on  suppose  â?=ia=l, 
on  verra  que  tous  les  termes  des  seconds  iheitibres  se  réduiront 
à  leurs  coefHéiëntSi  mais  que  le  premier  membre  de  la  pre- 
mière deviendra  2*,  tandië  que  celui  de  la  seconde  s'anéantira. 
On  voit  donc  que  la  somme  des  coefficients  de  tous  les  termes 
d'une  pUissMee  quekon^e  d'un  binoniê  est  é§ale  à  lapkiseanee 
même  degré  de  2^  et  que  la  somme  des  coefficients  des  termes 
de  rang  pair  est  égale  à  celle  des  coefficients  des  termes  de  rang 
impair, 

S39i  La  démonstration  que  nous  avond  donnée  de  la  formule 
du  binôme  de  Nevrton  suppose  essentiellement  que  Texposant  m 
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de  eette  pmmmeè  est  un  nombre  entier  et  positifi  pnisqne  nons 
av0ti8  obtenu  cette  formule  en  supposant»  dans  le  déf  eloppemeâ t 
du  produit  desin  binômes  (x+«),  (a?+6j,  (ar+Oi •.•.(«+*)!  que 
tous  les  seconds  termes  de  ces  binômes  devenaient  égaux.  Ce- 
pendant cette  formule  est  encore  vraie ,  quelle  que  soit  la  na- 
ture de  Texposant  m,  mais  la  démonstration  rigoureuse,  pour 
ce  cas  général»  sort  des  éléments.  Ainsi,  on  aura  : 

(-1)(-i)K9)  , 

+     1.2.3     ''^••- 
OH  bien  : 

On  trouvera  de  même  que  : 

1     k     Z    i    V 

0H  bien 

*         »     4       *     *fc     -i     4o      -î! 


•«*• 


540.  La  formule  de  Newton  noild  permet  dé  complétëf  ici 
une  Ihéorie  que  nous  n'avons  pu  exposer  ddns  nos  iefons 
d'arithmétique^  que  pour  des  cas  très-particuliers  :  nous  vou- 
lons parler  de  Pextraction  de  la  racine  m*"*  des  nombres.  11  suit, 
en  effet,  de  cette  formule,  que  éi  Ton  représente  par  x  les 
dizaines  d'un  nombre  et  par  d  ses  bnités ,  là  fK^  puissance  de 
ce  nombre  se  composera  de  la  m"*  puissance  des  dizaines  de  ce 
nombre,  plus  de  m  fois  le  produit  de  la  (m — 1)*"*  puissance  de 
ses  dizaines  multipliée  par  ses  unités,  plus  d'une  suite  d'autres 
termes.  Cela  posé,  en  remplaçant,  dans  la  théorie  que  nous 
avons  donnée  de  la  racine  cubique  des  nombres,  les  expressions 
de  eube  et  de  raeine  cubique  par  celles  de  m"**  puissance  et  de 
racine m^,  et  le  nombre  3  par  le  nombre  m,  partout  oii  il  sera 
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question  du  degré  de  la  racine  demandée  »  on  trouvera  la  mé- 
thode qu'il  faut  suivre  pour  extraire  la  racine  m"*  d'un  nombre. 

S  VII    PUISSANCBS  DES  POLYNOMES, 

541.  Le  développement  de  la  m"**  puissance  d'un  polynôme 
quelconque  a-^-b-^-c-^d-^e-^- ,..  se  déduit  facilement  de  la 
règle  que  nous  avons  donnée  pour  former  la  m"**  puissance  d'un 
binôme;  car,  si  on  représente  par  a  la  somme  6-|-c+rf+«+«.- 
de  tous  les  termes  qui  suivent  le  premier,  on  sera  ramené  à 
développer  (a -!-«)"*,  et  on  trouvera  un  polynôme  qui  procédera 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  «,  c'estnà-dire  suivant  les 
puissances  ascendantes  d'un  polynôme  qui  a  un  terme  de  moins 
que  le  polynôme  proposé.  En  désignant  de  même  par  p  la 
somme  c  -f-  ^ + ^ + *  •  *  ^^  ^^^^  '^^  termes  qui  suivent  le  premier 
terme  de  a,  on  fera  dépendre  la  formation  des  2%  3*,  4*,...  m* 
puissances  de  «  des  puissances  du  même  degré  de  ^,  c'est-à-dire 
d'un  polynôme  contenant  deux  termes  de  moins  que  le  poly- 
nôme proposé,  de  sorte  qu'en  continuant  ainsi,  on  finira  par 
n'avoir  plus  à  former  que  les  puissances  successives  d'un  bi- 
nôme, ce  qui  n'offre  aucune  (Ufliculté. 

ExtMPLE.  Former  le  cube  de  (a  +  b  +  c  -f-  d). 

p=c+d,    a=ft+p,    ««=é«-|-26p  +  p«; 

a«=6»-f-3ft"p+3ftp*+p"; 

p«=:c»+2cd+iP,    p»=c»+3c»d-t.3rd«-j-(P; 

«»=:6»-f-(î»-t-d»-t-3(6«c  +  Vd  +  ftc»4-  6d*+c«d+r<P)  +  6bed; 

^^542.  Proposons-nous  de  trouver  l'expression  du  terme  g^^ 
néral  du  développement  de  la  mr*  puissance  d'un  polynôme  ; 
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mais  auparavant  donnons  une  autre  forme  à  l'expression  que 
nous  avons  obtenue  précédemment  (35tt)  pour  T,»^.!.  Nous  mul- 
tiplierons les  deux  termes  de  cette  formule  par  1 . 2.3...  (m — n), 
de  sorte  que  le  numérateur  deviendra  le  produit  de  tous  les 
nombres  entiers  depuis  1  jusqu'à  m  ;  ce  qui  donnera 

'^'"^  =  1.2.3...nxi.2.3...(m-n)  "^^^"^      '^^•^^• 

Cette  formule  a  sur  la  formule  [1 1]  l'avantage  de  fournir  tous 
les  termes  du  développement  de  {x-^  af^  en  y  donnant  à  n  les 
valeurs  successives  0,  1,  2,  3,...  m,  pourvu  que  Von  convienne 
de  ne  pas  tenir  compte  du  facteur  1.2.3...n  quand  on  supposera 
u=0,  non  plus  que  du  facteur  1.2.3...  (m — n)  lorsque  n  sera 
égal  à  m. 

Gela  posé,  le  polynôme  proposé  étant  (a  +  ^  +  ^  +  ^  +  -*)» 
ou  posera,  comme  iu>us  l'avons  dit  plus  haut,  &4~^-|-^4~*-=«i 
ce  qui  conduira  à  développer  (a-f-s)"*)  et  le  terme  général  de  ce 
développement  sera 

Cil  posant,  pour  abréger, 

.  1.2.3. ..97t 

~  1.2.3.. .nxl.2.3...(w—n)' 

Soit  fait  maintenant  c-f-c^4-^-i~-*«=P9  d^  sorte  que  «=  ^  4-  P> 
le  terme  général  de  a*"  =  (6-f  P)"  sera  donc 

en  posant,  pour  abréger, 

g_ 1.2.3.. .n 

""  1.2.3.. .pX  1.2.3...(n— p)* 

De  cette  formule  Bp^ft"-',  on  déduira  toutes  les  puissances  suc- 
cessives de  a,  si  pour  chaque  valeur  de  n,  on  attribue  à  p  toutes 
les  valeurs  depuis  zéro  jusqu'à  celle  de  n  dont  il  s'agit  ;  donc 
en  multipliant  toutes  ces  valeurs  de  a*"  par  les  valeurs  correspon- 
dantes de  Aa"^"*,  on  obtiendra  tous  les  termes  du  développe- 
ment de  (a+ 6+^+ ^+*-0"*;  donc 

ABa"^"t"-'p' 
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serait  ie  terme  géaéral  de  ce  dévelappemeat,  si  fk  était  un 
moDome. 

Posons  maintenant  d-f-^-f  ...sy*  de  sorte  que  f^=e-^fi 
le  terafte  général  de  f^  sera 

en  ^ant,  poqr  ftbréger, 

1.2.3.. .p 

et,  en  raisoi^napt  comn)Q  toi|t  à  Theure,  op  verra  que 

sera  le  terme  général  de(a-f-fr+<?-M+—r»^  Y  ^  u^  nion<mie, 
et  ainsi  de  suite. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  en  soit  ainsi;  nous 
remplacerons  dans  l'expression  précédente  A ,  B ,  C  par  leura 
▼aleuta  respectives,  et,  en  ayant  soin  de  supprimer  les  faeteun 

communs  aux  deux  termes  de  la  fraction-produit,  il  viendra 

> 

^'^^"^ , a— "l>"-'c^d^; 

1.2.3..,(m— n)xl.2.8...(n— |>)xi.2.S...(j)— q)xl.t.S...ç 

car  alora  y=-d. 

Si  Ton  observe  que  la  somme  des  exposants  m — n,  n—p^p — g^ 
et  q  est  égale  à  m,  on  en  conclura  que  la  formule  du  terme  géné- 
ral de  la  m"*  puissance  du  polynôme  {a+b-^-e-^'d+ê...)  est 

1.2.3...IIX1.2.3.../IX1.2.3 jrxl.S.S...rX«to,  *"' 

en  y  joignant  la  condition  n-|-p4^-(*''+*-"'*'^f  de  sorte  que, 
pour  déduire  de  cette  formule  tous  les  termes  du  développement 
demandé,  il  faudra  chercher  tous  les  systèmes  de  valeurs  en- 
tières et  positives  de  n,  i>,  9,  r...,  qui  peuvent  satisfaire  à  cette 
équation  de  condition  et  les  substituer  ensuite  succes.^ivement 
dans  la  formule,  en  ayant  soin  toutefois  de  ne  pas  tenir  compte, 
dans  le  dénominateur  du  coefficient  numérique^  du  focteur  qui 
se  terminerait  par  s^o. 
S4S.  Lonque  le  polynôme  que  I'm  veut  élever  à  une  certaine 
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puissanae  Ml  oidonné  saivaiit  les  puissances  d'une  même  lettre, 
on  peut,  en  modifiant  légèrement  la  méthode  du  n*  Ml ,  faire 
en  sorte  que  la  puissanee  demandée  soit  ordonnée  immédiate* 
ment,  suivantles  puissances  decette  lettre.  Supposons,  par  exMA- 
ple,que  l'on  demande  le  cube  du  polynôme  Ça+b^+coc^-^-da^). 
Je  représenterai  par  olx  la  somme  de  tous  les  termes  qui  suivent 
le  premier,  c'esli4-dire  que  je  poserai  ft-f  ««-f'A^^*!  i**^* 
rai  ainsi 

(a+  6a?+ca^+  da^f=:  (a  -f  our)» = a"+ Srfour  +3aaV+a'ic'. 

II  s'agit  acluellepneot  de  former  a*  et  a'.  Pour  cela,  je  représen- 
terai par  fkr  la  somme  de  tous  les  termes  qui,  dans  la  yaleuf  de  «, 
suivent  le  premier,  c'est-à-dire  que  je  poserai  ç-^dx^p^  ^t 
j'aurai  aipsi 

a»=(ft+^rf=6*+36«px-|-3ftpV  +  pV. 

11  faut  actuellement  calculer  p*  et  p*;  mais,  cpmmjd  p  représente 
le  binôme  c-^dx^  il  n'y  aura  aucune  difSculté  pour  cela,  et  on 
trouvera 

et  par  suite 

+  ^  1 

et  enfin,  pour  le  développement  demandé, 

+302^1   +6abd    +3o<^ 

344.  Il  arrive  souvent  que ,  dans  le  développement  d'une 
puissance  d'un  polynôme  ordonné  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  «,  pn  n'ait  besoin  que  des  premiers  termes  de  ce  déve- 
loppement! on  peut  encore  les  obtmir  fijcilement  par  la  méthode 
précédente,  et  en  évitant  de  calculer  des  termes  de  degeé  ajpé' 


+tt/'d\    +ebed\   +^d\ 
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rieur  à  ceux  dont  on  a  besoin.  Supposons,  par  exemple,  que 
Ton  demande  les  quatre  premiers  termes  de  la  cinquième  puis- 
sance du  polynôme  a-i- bx-^ca^-{-da^-^ ex^ -\-  fz^-^ gaf.  Je 
poserai,  comme  précédemment, 

et  le  développement  demandé  sera  équivalent  à 

on  s'arrête  au  terme  en  rc",  puisqu'on  n'a  pas  besoin  de  termes 
d'un  degré  supérieur  au  troisième.  On  voit ,  d'après  cela ,  que 
dans  les  valeurs  de  a,  a*,  a',  on  ne  devra  pas  conserver  de  termes 
d'un  degré  plus  élevé  respectivement  que  le  deuxième,  le  pre- 
mier et  le  degré  zéro  par  rapport  à  x.  Je  pose  actuellement 

et  j'en  conclus 

Pour  que  a*  soit  du  premier  degré  en  â? ,  il  faut  que  p  soit  du 
degré  zéro  ;  donc 

par  suite 


+  ^tOcfbe 
+  10é» 


X^^T^  •  «  t 


S  Vm.  RACINE  CARRÉE  DES  POLYNOMES. 

545.  L'extraction  de  la  racine  carrée  des  polynômes  repose 
sur  les  deux  principes  suivants  : 

V  PaiNCiPE.  Lorsqu'un  polynôme  et  ion  carré  sont  ordonnés 
par  rapport  aux  puissances  d^une  même  lettre^  le  premier  terme 
du  carré  est  sans  réduction  le  carré  du  premier  terme  de  ce 
polynôme. 
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Ce  principe  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celui  qui  sert  de 
base  à  la  théorie  de  la  division  des  polynômes  (88). 

546.  2*  Principe.  Lorsqu'un  polynôme  et  son  carré  sont  ordon^ 
nés  par  rapport  av>x  puissances  d'une  même  lettre^  si  du 
carré  total  on  retranche  le  carré  de  la  somme  des  n  premiers 
termes  du  polynôme ,  le  premier  terme  du  reste  sera  sans  réduc- 
tion le  ^double  produit  d%  premier  terme  de  ce  polynôme  par  son 
{n+iy"'  terme. 

Représentons,  en  effet,  par  A  la  somme  des  n  premiers  termes 
du  polynôme,  et  par  B  la  somme  des  termes  suivants,  de  sorte 
que  l'expression  de  ce  polynôme  sera  A  4-  B  ;  celle  de  son  carré 
sera  donc  A"  +  2AB+B*,  et  si  Ton  en  retranche  le  carré  de  la 
somme  de  ses  n  premiers  termes ,  c'est-à-dire  A*,  il  restera 
2AB-{-B*.  Or,  si  l'on  suppose  que  l'on  ait  ordonné  par  rapport 
aux  puissances  décroissantes,  par  exemple,  d'une  même  lettre, 
on  voit  que,  A  renfermant  cette  lettre  à  une  puissance  plus 
élevée  que  B,  elle  aura  dans  A.2B=2AB  un  exposant  plus 
élevé  que  dansB.B=B*;  donc  le  premier  terme  de  2AB  sera  \% 
premier  du  reste  ;  mais  ce  premier  terme  est  sans  réduction  le 
double  du  produit  du  premier  terme  de  A,  c'est-à-dire  du  pre- 
mier terme  du  polynôme  proposé,  par  le  premier  terme  de  B, 
c'est-à-dire  par  le  (n-|-l)"'  terme  de  ce  polynôme;  donc,  etc. 

347.  Ces  principes  établis,  passons  à  l'extraction  de  la  racine 
carrée  d'un  polynôme.  J'ordonne  ce  polynôme  par  rapport  aux 
puissances  d'une  même  lettre,  et  je  conçois  que  la  racine  de- 
mandée soit  ordonnée  de  la  même  manière.  En  vertu  du  premier 
principe,  le  premier  terme  du  polynôme  est  sans  réduction  le 
carré  du  premier  terme  de  cette  racine;  donc  nous  aurons  ce 
premier  terme  en  extrayant  la  racine  carrée  du  premier  terme 
du  polynôme.  Maintenant,  en  vertu  du  deuxième  principe,  si  du 
polynôme  on  retranche  le  carré  du  premier  terme  de  la  racine,  le 
premier  terme  du  reste  sera  sans  réduction  le  double  du  produit 
du  premier  terme  de  cette  racine  multiplié  par  le  deuxième  : 
donc,en  le  divisant  par  le  double  du  premier  terme  de  la  racinq, 
on  obtiendra  le  deuxième  terme  de  cette  racine.  En  vertu  du 
c.  17 
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même  principe,  si  du  polynôme  proposé  on  retranche  le  carré 
de  la  somme  des  deux  premiers  termes  de  la  racine,  le  premier 
terme  du  reste  sera  le  produit  du  double  du  premier  terme  de 
cette  racine  par  le  troisième  ;  donc  eu  le  divisant  par  ce  double, 
on  trouvera  ce  troisième  terme.  Mais  nous  observerons  qu'au 
lieu  de  retrancher  du  polynôme  le  carré  de  la  somme  des  deux 
premiers  termes  de  la  racine,  il  suffira  de  soustraire  du  premier 
reste,  le  double  produit  du  premier  terme  de  la  racine  par  le 
deuxième,  plus  le  carré  du  deuxième,  puisqu'on  a  déjà  retran- 
ché du  polynôme  donné  le  carré  du  premier  terme  de  la  racine. 
Ainsi  on  écrira  le  second  terme  de  la  racine  à  la  suite  du  dou- 
ble du  premier,  on  multipliera  le  binôme  ainsi  formé  par  ce 
second  terme,  on  retranchera  le  produit  du  premier  reste, 
et  en  divisant  le  premier  terme  du  nouveau  reste  par  le  double 
du  premier  terme  de  la  racine ,  on  obtiendra  son  troisième 
terme.  En  continuant  ainsi ,  on  trouvera  successivement  tous 
les  termes  dont  la  racine  doit  se  composer,  et  on  disposera  le 
tableau  des  calculs,  comme  nous  l'avons  fait  dansTarithmétique, 
pour  l'extraction  de  la  racine  carrée  des  nombres. 

Si  le  polynôme  proposé  n'est  pas  un  carré  parfait,  Tapplica- 
tion  de  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer  conduira  à  une 
expression  de  la  racine  qui  sera  composée  d'une  infinité  de 
termes  :  il  est  donc  nécessaire  de  savoir  à  quel  point  de  l'opéra- 
tion il  convient  de  s'arrêter^  pour  reconnaître  que  la  racine  n'est 
pas  exacte  et  éviter  ainsi  des  calculs  inutiles.  Or,  si  le  polynôme 
donné  était  un  carré  parfait,  son  dernier  terme  serait  sans  réduc- 
tion le  carré  du  dernier  terme  de  la  racine  (34tt),  et  par  consé- 
quent le  dernier  terme  de  cette  racine  serait  la  racine  carrée  du 
dernier  terme  de  notre  polynôme.  On  arrêtera  donc  l'opération 
quand  on  sera  parvenu  à  un  reste  nul^  auquel  cas  le  polynôme 
trouvé  sera  évidemment  la  racine  demandée  (puisqu'on  aura 
obtenu  ce  reste  nul  en  retranchant  son  carré  du  polynôme  pro- 
posé), ou  à  un  reste  tel  qu'en  divisant  son  premier  terme  par  le 
double  du  premier  terme  de  la  racine^  on  serait  conduit  à  écrire 
à  cette  racine  un  terme  dans  lequel  l'exposant  de  la  lettre  ordan^ 
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nairice  serait  moindre  ou  plus  grand  que  la  moitié  de  celui  qu'a 
cette  lettre  dans  le  dernier  terme  du  polynôme^  suivant  que  Fon 
aura  ordonné  par  rapport  aux  puissances  descendantes  ou  ascenr 
dantes  d^une  même  lettre.  On  sera  sûr  alors  que  ce  polynôme 
n'est  pas  un  carré  parfait. 

348.  II  existe  des  caractères  auxquels  on  reconnaît  immé- 
diatement qu'tm  polynôme  n'est  pas  un  carré  parfait  ;  ce  sont 
les  suivants  : 

!•  Si  son  premier  terme  étant  un  carré  parfait ,  le  dernier  n'en 
est  pas  un;  car  on  ne  trouvera  à  la  racine  que  des  termes  ra- 
tionnels, et  le  dernier  terme  de  cette  racine  ne  doit  pas  l'être. 

2*  Si  le  polynôme  étant  entier,  le  premier  terme  d'un  reste  n'est 
pas  exactement  divisible  par  le  double  du  premier  terme  trouvé 
à  la  racine^  car  alors  cette  racine  serait  fractionnaire,  et  par 
conséquent  son  carré  le  serait  aussi. 

349.  Extraire  la  racine  carrée  de  4x*— 12ax'+25a*x^— 24a'x 
+16a*. 


4a:*— 12(w:»+25aV— 24rfa?+16a* 


--4«* 

ia^^Sax 

-j-lîoa;»—  90V 

— 3flWî 

+4a* 

^-Sax-^Aa^ 


Le  premier  terme  de  la  radne  est  2x^  qui  est  la  racine  carrée 
de  4x^.  On  retranche  le  carré  de  2^:*  du  polynôme  et  on  divise 
—  12a^,  premier  terme  du  reste ,  par  ix*  double  du  premier 
terme  delà  racine.  On  trouve  Sax  pour  le  deuxième  terme. 
On  récrit  à  la  droite  de  4x\  on  multiplie  le  binôme  Acfi--9ax 
par  — Sax^  on  soustrait  le  produit  du  premier  reste,  et  on  divise 
le  premier  terme  -^îda^a^  du  deuxième  reste  par  4a^,  ce  qui 
donne  4a*  pour  troisième  terme  de  la  racine.  On  écrit  4a'  à  la 
suite  de  ix^-^ôax  double  de  la  somme  des  deux  premiers  termes 
de  la  racine,  et  on  retranche  du  deuxième  reste  le  produit  du 
trinôme  4af'^6ax-\-4a*  par  4a*.  Le  reste  est  nul ,  et  ainsi  la  ra- 
cine demandée  e5tdb:(2â;*-— 3aâ7-|-4a*). 
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5t(0.  Problème.  Etant  donné  k  polynôme  Ax^+Bx^+Cx' 
-j-Dx-j-E  I  trouver  les  relations  qui  doivent  exister  entre  ses 
coefficients  A,  B,  C,  D  et  E,  pour  qu'il  soit  un  carré  parfait. 

Si  les  coefficients  étaient  déterminés  comme  on  le  demande, 
il  faudrait  qu'en  extrayant  la  racine  carrée  du  polynôme  on 
trouvât  un  reste  nul  :  mais  puisque  le  polynôme  est  du  qua- 
trième degré  par  rapport  à  a;  ,  sa  racine  sera  du  deuxième  ;  donc 
le  reste  correspondant  au  terme  de  cette  racine  qui  est  indé* 
pendant  de  x  sera  du  premier  degré ,  et  par  conséquent  de  la 
forme  Aiâ;-|-Ai.  Ce  reste  devant  être  nul ,  quelque  valeur  que 
Ton  assigne  à  x^  il  faudra,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  que  Ai  et  Ai 
soient  chacun  égaux  à  zéro  ;  car,  x  conservant  une  indétermi- 
nation complète  et  restant  une  quantité  purement  algébrique, 
les  termes  du  polynôme  Aia:4-Ai  sont  dissemblables,  et  par 
conséquent  ne  peuvent  pas  s'entre-détruire ,  de  sorte  que  ce 
polynôme  ne  sera  nul  qu'autant  que  chacun  de  ses  termes  sera 
séparément  égal  à  zéro"^.  Extrayons  donc  la  racine  carrée  du 
polynôme  proposé,  et  nous  trouverons  que  le  reste  du  premier 

degré  est  {  D  -?ii^  j  .+E-  ^i^^^;  donc  les 
équations  de  condition  demandées  sont 

ou  bien ,  en  chassant  les  dénominateurs , 

B»— 4ABC4-8A»D=0,    (B«— 4AC)»— 64A«E=0.  ' 

On  trouve  ainsi  deux  équations  entre  les  cinq  coefficients  A,  B, 
C,  D,  £,  et  on  peut  par  conséquent  disposer  arbitrairement  de 
trois  d'entre  eux. 

*  Comme  ce  raisonnementt'appUquerait  très-bien  k  un  polynôme  composé 
d'un  plus  grand  nombre  de  termes,  on  peut  établir  le  théorème  suivant  : 

Pour  qu'un  polynôme  ordonné  suivant  Us  puissances  d'une  certaine 
lettre  x  soit  nul,  quelque  valeur  que  l'on  puisse  assigner  a  cette  lettre  , 
(7  faut  et  il  suffit  que  les  coefUcients  des  diverses  puiuances  de  x  soient 
chacun  ^çaut  à  %éro. 
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S  IX.  DE  LA  RACINE  CUBIQUE  DBS  POLTOOMES. 

5S1.  1*' Principe.  Lorsqu'un  polynôme  et  son  cube  sont  or^ 
donnés  par  rapport  aux  puissances  d'une  même  lettre j  le  pre^ 
mier  terme  du  cube  est  sans  béduction  le  cube  du  premier  terme 
de  ce  polynôme. 

Ce  principe  est  une  conséquence  directe  de  ceux  que  nous 
avons  établis  aux  n«'  548  et  88. 

852.  2*  Principe.  Si  un  polynôme  et  son  cube  sont  ordonnés 
par  rapport  aux  puissances  d'une  même  lettre ,  et  que  de  ce  cube 
on  retranche  le  cube  de  la  somme  des  n  premiers  termes  du  poly- 
nome  proposé,  le  premier  terme  du  reste  sera  sans  réduction  le 
triple  produit  du  carré  du  premier  terme  de  ce  polynôme  multi'- 

plié  par  son  (n+^)™*  terme. 

Soient  A  la  somme  des  n  premiers  termes  de  notre  polynôme 
et  B  la  somme  des  suivants  :  ce  polynôme  sera  représenté  par 
A+B,  et  son  cube  par  A'+3A»B+3AB*-|-B%  de  sorle  que  si 
Ton  en  retranche  le  cube  A'  de  la  somme  des  n  premiers  termes 
du  polynôme ,  il  restera  3A*B+3AB'-f  B*.  Or,  on  voit  que  le 
produit  3A*B  est  d'un  degré  plus  élevé ,  par  rapport  à  la  lettre 
ordonnatrice,  que  les  deux  autres  (nous  supposons,  pour  fixer  les 
idées,  que  Ton  ait  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes 
d'une  même  lettre);  car,  les  deux  termes  3A*B  et  3AB*  ont  le 
facteur  commun  3ÂB,  et  le  facteur  A  restant  du  premier  est 
d'un  df  gré  plus  élevé  que  le  facteur  B  restant  du  second ,  de 
sorte  que  la  lettre  ordonnatrice  entre  avec  un  exposant  plus 
grand  dans  3A*B  que  dans  3AB*.  Par  une  raison  semblable, 
3AB*  est,  par  rapport  à  la  lettre  ordonnatrice,  d'un  degré  plus 
élevé  que  B'.  Donc  le  premier  terme  de  3A*B  est  le  premier 
terme  du  reste;  mais  il  résulte,  sans  réduction,  delà  multipli- 
cation de  3  fois  le  premier  terme  de  A*,  c'est-à-dire  de  3  fois  le 
carré  du  premier  terme  du  polynôme  proposé  par  le  premier 
terme  de  B,  c'est-à-dire  par  son  (n-f-1)"*  terme  ;  donc,  etc. 

583.  Soit  proposé  maintenant  d'extraire  la  racine  cubique 
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d*un  polynôme.  Nous  rordonnerons  par  rapport  aux  puissances 
d'une  même  lettre ,  et  nous  concevrons  que  la  racine  cubique 
demandée  soit  ordonnée  de  la  même  manière.  En  vertu  du  pre- 
mier principe,  le  premier  terme  du  polynôme  est  sans  réduc- 
tion le  cube  du  premier  terme  de  cette  racine ,  de  sorte  que 
nous  obtiendrons  ce  premier  .terme  en  extrayant  la  racine  cu- 
bique du  premier  terme  du  polynôme.  Je  rappelle  a.  En  vertu 
du  deuxième  principe,  si  du  polynôme  on  retranche  le  cube  du 
premier  terme  de  la  racine,  le  premier  terme  du  reste,  c'est-à- 
dire  le  deuxième  terme  du  polynôme ,  sera  sans  réduction  le 
produit  du  triple  du  carré  du  premier  terme  de  la  racine  par 
son  deuxième  terme,  et  par  conséquent  on  trouvera  ce  deuxième 
terme,  que  je  désignerai  par  6,  en  divisant  le  deuxième  terme 
du  polynôme  par  le  triple  du  carré  du  premier  terme  de  la  ra- 
cine. En  vertu  du  second  principe ,  si  du  polynôme  donné  on 
soustrait  le  cube  de  la  somme  des  deux  premiers  termes  de  la 
racine,  le  premier  terme  du  reste  sera  sans  réduction  le  produit 
du  triple  du  carré  du  premier  terme  de  la  racine  par  son  troi- 
sième terme  :  donc  en  le  divisant  par  ce  triple  carré,  on  aura  ce 
troisième  terme.  Mais  nous  observerons  que,  comme  on  a  déjà 
retranché  du  polynôme  proposé  le  cube  cf  du  premier  terme  a 
de  la  racine,  pour  en  soustraire  le  cube  de  la  somme  (a -{-6)  des 
deux  premiers  termes,  il  suffira  de  retrancher  3fi^ft4' 306*4- i^ 
du  premier  reste.  Or  cette  quantité  revient  à  (3a*4-3a&4-6^;ft, 
ou  encore  à  |3a*4-(3«+*)*!*i  de  sorte  que,  pour  la  former, 
on  ajoutera  b  au  triple  de  a,  on  multipliera  la  somme  par  b;  on 
ajoutera  le  produit  à  3a*,  et  on  multipliera  la  somme  par  b;  donc 
en  soustrayant  ce  dernier  produit  du  premier  reste,  et  en  divi- 
sant le  premier  terme  du  deuxième  reste  par  3a',  on  obtiendra 
le  troisième  terme  c  de  la  racine.  Pour  trouver  maintenant  le 
quatrième  terme ,  on  devra  retrancher  du  polynôme  le  cube  de 
la  somme  (a  -f-  6  -f  c)  des  trois  premiers  termes  de  la  racine 
et  diviser  le  premier  terme  du  resl;e  par  3a*  ;  mais  je  remarque 
que(a-}-6+c)«  =  (a-fft)*  +  3(a-fft)*c-f3(a-j-6)e?*+c»,  et 
que,  comme  on  a  déjà  retranché  (a  +  b)*  du  polynôme,  il  suf- 
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fira  de  Boastraire  du  reste  correspondant  3(a  -f  bfc  -{-  3(a  -{-  by? 
+  c».  Or  cette  quantité  revient  à  j3(a  +  &)•  +  3(a+  6)c  +  (?]c 
=  {3(a  +  bf  +  [3(a + 6)  +  c>Jc.  Pour  Tobtenir ,  je  forme  d'a- 
bord 3(a  -f  bf^  et  comme  nous  avons  calculé  tout  à  l'heure, 
d'une  part  (3a+&)6=3a6-i-ô',  d'une  autre  part3a'+(3û+*)* 
=3a*-j-3aft+6*,  on  voit  qu'en  ajoutant  ft"  avec  ces  deux  quan- 
tités, nous  aurons  3a*-f  6a&4-3^  =  3(a  +  6)*.  Celafait,  on 
ajoutera  c  au  triple  de  (a  -|-  6),  on  multipliera  la  somme  par  6, 

on  ajoutera  le  produit  à  3(a -{-&)',  ce  qui  donnera  3(a -{-&}* 
-f  3(a-|-6)e-f-c';  on  multipliera  cette  somme  par  c,  et  on 
trouvera  3(a  +  b)^c  +  3(0  +  &)«"  +  ^-  Oi^  soustraira  donc  ce 
produit  du  deuxième  reste,  et  en  divisant  le  premier  terme  du 
troisième  reste  par  3a' ,  on  aura  le  quatrième  terme  d  de  la  ra- 
cine, et  ainsi  de  suite.  On  disposera  d'ailleurs  les  calculs 
cooune  on  le  voit  ci"<lessous  {Arithm,^  224)  : 


Pùlynùme  proposé. 


—  a' 


Premier  reste. 
~3a*&— 8ay  — y 

DeuxièiAe  reste. 

~3(a+6yg— 3(a+fe)g^— g» 


a4-ft+c+^+ 


3a* 

3a6-f-ô« 


racine 
3a+6 


3rf-t-3a6+6» 


Troisième  reste*, 


etc. 


3(a+6)« 3(a+6)+c 

3(a+ft)c+(?* 


3(a+6)V+2(a+*)c+c« 
etc. 


Si  le  polynôme  proposé  est  un  cube  parfait,  son  dernier 
terme  sera  le  cube  du  dernier  terme  de  sa  racine  ^  de  sorte  que 
le  dernier  terme  de  cette  racine  sera  la  racine  cubique  du  der- 
nier terme  de  ce  polynôme.  On  arrêtera  donc  la  série  des  calculs 
que  nous  venons  de  développer^  lorsqu'on  sera  parvenu  à  un  reste 
nul^  auquel  cas  le  polynôme  trouvé  sera  évidemment  la  racine 
demandée j  ou  à  un  reste  tel  quen  divisant  son  premier  terme  par 
le  triple  du  carré  du  premier  terme  de  ce  polynôme  trouvé^  on  se- 
rait  conduit  à  écrire  à  la  racine  un  terme  dans  lequel  l'exposant 
de  la  lettre  ordonnatrice  serait  plus  petit  ou  plus  grand  que  le 
tiers  de  celui  qu'a  cette  lettre  dans  le  dernier  terme  du  polynôme 
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proposé  f  selon  qu'on  t'aura  ordonné  suivant  les  puissances  des^ 
eendantes  ou  ascendantes  d'une  même  lettre.  On  sera  sûr  alors 
que  le  polynôme  n*est  pas  un  cube  parfait. 

5tt4.  Théokème.  La  racine  cubique  de  toute  quantité  A  ad- 
'met  trois  valeurs  que  Von  obtient  en  multipliant  j  par  les  trois 
racines  cubiques  de  l'unité,  la  détermination  arithmétique  a  de 
la  racine  cubique  de  A,  c'est-à-dire  la  quantité  obtenue  en  ex^ 
trayant  la  racine  cubique  de  A  par  la  méthode  donnée  en  arith^ 
métique ,  si  A  est  un  nombre ,  ou  par  les  procédés  indiqués  aux 
n^  HlOtt  et  355,  si  A  est  une  quantité  algébrique. 

Nous  pourrons  poser,  en  effet,  \/k=zatj,  pourvu  que  le  cube 
de  ay  soit  égal  à  A  ;  ainsi  on  aura 

ûy=A,    d'où    y»— 1=0, 

puisque  a  étant  la  détermination  arithmétique  de  la  racine  cu- 
bique de  A,  on  a  a'=A.  Ainsi  on  obtiendra  toutes  les  valeurs 
de  \/k  en  multipliant  a  successivement  par  chacune  des  racines 
de  réquation  i/ — 1=0,  lesquelles  sont  évidemment  les  ra- 
cines cubiques  de  l'unité,  puisque  leurs  cubes  doivent  être 
égaux  à  l'unité  (127).  Résolvons  donc  cette  équation.  Son  pre- 
mier membre  est  divisible  par  {y  —  1)  et  revient  (78)  ainsi  à 
(y — 1)  (y'  +  y  + 1)  =  0  ;  donc  pour  que  y* —  1  soit  nul ,  il  faut 
et  il  suffit  (298)  que  l'on  ait 

y— 1=0,    d'où    y  =  l, 

IdzJ 3 

ou  y*+y  +  l=0,    d'où    y= ^ • 

Ainsi  la  racine  cubique  de  l'unité  admet  trois  valeurs  dont  Tune 
est  réelle,  et  dont  les  deux  autres  sont  imaginaires.  Par  consé- 
quent ,  après  avoir  trouvé  la  détermination  arithmétique  a  de 
la  racine  cubique  d'une  quantité  donnée  A ,  il  faudra  encore 
multiplier  cette    détermination    arithmétique   par    1 ,    par 

—  l  +  v/^^    .  l  +  v'^^ 

^ et  par !-l ^  pour  obtenir  toutes  les  va- 
leurs de  cette  racine  cubiquç. 
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55S.  Remarquons  que  si  Ton  forme  le  carré  de  l'une  de 
ces  deux  valeurs  imaginaires,  on  retrouvera  l'autre;   ainsi 

/_14./Z3\t  __  1— 2/1:3—3  _  — 2— 2^/=3  __      l+\/^ 
\        2         /~         T  —  4  "■  2       * 

de  sorte  qu'en  représentant  Tune  d'elles  par  a ,  l'autre  le  sera 
par  a',  et  qu'on  aura  en  conséquence 

356. 11  suit  de  ce  qui  précède  que,  si  l'on  n'a  trouvé  qu'une 
seule  valeur  en  appliquant  la  méthode  du  n*"  5S5,  c'est  que  l'on 
n'a  pris  pour  valeur  du  premier  terme  de  la  racine  que  la  dé- 
termination arithmétique  de  la  racine  cubique  du  premier 
terme  du  polynôme,  tandis  que  Ton  aurait  dû  prendre  ses  trois 
valeurs  a,  aa,  aa*. 

En  opérant  de  cette  manière,  on  aurait  obtenu 

a-^b+e-\-...y  (a+6+c+—)«,  (a-f-6  +  c +...)«•• 
En  effet,  quoique  le  premier  terme  de  la  racine  ait  les  trois  va- 
leurs a,  aa ,  aa*,  son  cube  n'en  a  qu'une  seule,  et  par  consé- 
quent le  premier  reste  n'a  qu'une  seule  valeur.  Le  triple  du 
carré  du  premier  terme  aura  les  trois  valeurs  3a',  3aV, 
3aV=3a*a.a'=3a*a,  car  a  étant  une  racine  cubique  de  l'unité, 
a':=  1.  Or,  en  divisant  le  premier  terme  du  reste  par  3a*,  on  a 
trouvé  b;  donc  en  le  divisant  par  3aV  et  par  3a*a,  on  trouvera 

~  =  —  =  6«  et  -  =  -y  =  6a*  ;  donc  le  deuxième  terme  a  pour 

valeurs  b,  ba ,  6a*,  etc. 

587.  Exemple.  Extraire  la  raeine  cubique  de  8x'  —  36ax' 
+  102a*x*  —  171aV  +  204a*x*—  I44a»x  +  64a«. 


8*«— 36aa*+102aV— nio3a^-f204a*a?— 144a*x-|-64a« 

0 
+36oa5*—  &4aV+  naHfi 

+  48aV— 144aV 

—  48fi'x*+144oV— 204a'x'+144a*«— 64a« 


0 


12a^  Sj'— 3aj 


+na?«') 


12«'— 3Caa?»+27aV  Ça?— 9ax+ia 

+24aV— 3Ca3ar-fl6a* 


1 2«*— 360x5+5 1  a'x»— 36oV+ 1 6a< 


^ 
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Le  premier  terme  de  la  racine  est  \/Sc?ssia?;  le  tripla  du 
carré  de  ce  premier  terme  est  J2x^,  de  sorte  que  le  premier 
terme  du  reste  étant  le  deuxième  terme  —  36ax*  du  polynôme, 

le  second  terme  de  la  racine  est  égal  à — r^-j —  =  —  3ax.  Le 

triple  du  premier  terme  de  la  racine  plus  le  deuxième  est 
6a:* — Zax;  on  Ta  multiplié  par  le  deuxième,  ce  qui  a  donné 
—  ISax^  +  9a*x*  ;  on  a  ajouté  ce  produit  à  12â?^ ,  on  a  multiplié 
la  somme  12a:;* —  ISaa^  +  9aV  par  — 3ax ,  et  on  a  retranché 
le  produit  du  premier  reste.  La  division  du  premier  terme  iSa^x^ 
du  second  reste  par  12a?*  a  donné  le  troisième  terme  4a*  de 
la  racine.  On  a  alors  formé  le  triple  du  carré  de  la  somme 
des  deux  premiers  termes  de  la  racine ,  en  ajoutant  9ofa^  avec 
les  polynômes  —  1 800:*  -j-  9o*a:*  et  1 2a::*  —  1  Baa:^  +  9aV  ;  puis 
on  a  ajouté  à  ce* triple  carré  le  produit  de  to^— 9aa?-|-4â^,  triple 
de  la  somme  des  deux  premiers  termes  de  la  racine  et  du  troi- 
sième, par  ce  troisième ,  et  enfin  on  a  retranché  du  deuxième 
reste  le[produit  de  la  somme  ainsi  obtenue  12a:;* — 36aa;*-i-51âV 
— 36a'a; +16a*,  par  le  troisième  terme  de  la  racine.  On  a  trouvé 
zéro  pour  reste ,  et  on  en  a  conclu  que  2a;* — Soo?  +  ^^  ^t  la 
détermination  arithmétique  exacte  de  la  racine  du  polynôme 
proposé. 

g  X.  RACINE  D  UN  DEGRÉ  QUELCONQUE  DES  POLYNOMES. 

5tf8.  1*'  Principe.  Si  un  polynôme  et  sa  m""*  puissance  sont 
ordonnés  par  rapport  aux  puissances  d'une  même  lettre^  le  pre-- 
mier  terme  de  la  puissance  est  sans  réduction  la  va^  puissance 
du  premier  terme  du  polynôme. 

£n  effet ,  le  premier  terme  du  produit  de  m  polynômes  or- 
donnés est  sans  réduction  le  produit  des  premiers  termes  de 
ces  polynômes  (58)  ;  or,  si  les  polynômes  sont  tous  égaux , 
leur  produit  devient  la  m*"*  puissance  de  l'un  d'eux ,  et  le  pre- 
mier terme  de  ce  produit  devient  en  même  temps  la  m"**  puis- 
sance du  premier  terme  du  polynôme. 
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'  SM8.  2*  Principe.  Lorsqu'on  polynôme  et  sa  nv^  puissance 
joui  ùrdamiéê  par  rapport  aux  puissances  d'une  même  lettre^  si 
de  cette  puissance  on  soustrait  la  m°'*  puissance  de  la  somme 
des  n  premiers  termes  du  polynôme ,  le  premier  terme  du  reste 
Mcra  BARS  rAddction  égal  à  m  fois  la  (m— 1)"*  puissance  du  pre^ 
mier  terme  de  ce  polynôme  multiplié  par  son  (n-fl)^  terme. 

En  effet ,  en  faisant  usage  des  notations  adoptées  précédem- 
ment ,  Texpression  du  reste  sera 

mAT-^B  +  ...  +  Cnkr^B^  + ...  +  B*, 

en  représentant  le  coefficient  du  terme  général  par  Gn.  Or,  si  on 
compare  ce  terme  général  au  premier,  on  voit  qu'ils  ont  le  fac- 
teur commun  k^^^B,  mais  l'autre  facteur  mA""'  du  premier 
terme  est ,  par  rapport  à  la  lettre  ordonnatrice ,  d'un  degré  plus 
élevé- que  Tautre  facteur  CnB**~^  du  terme  général ,  puisqu'on 
supposant  qu'on  ait  ordonné  suivant  les  puissances  décrois- 
santes d'une  même  lettre ,  À  est  d'un  degré  plus  élevé  que  B  ; 
donc  le  degré  du  polynôme  mk'^^B  surpasse  celui  du  polynôme 
Cà^'^B^,  et  cela  quelque  valeur  plus  grande  que  l'unité 
qne  Ton  attribue  à  n;  donc  le  premier  terme  de  mX'^^B  sera 
le  premier  terme  du  reste  ;  mais  il  provient  sans  réduction  de 
m  fois  la  (m  —  ly^  puissance  du  premier  terme  de  A,  c'est- 
à-dire  du  premier  terme  du  polynôme ,  par  le  premier  terme 
de  B ,  c'est-è-dire  par  le  (  n  -j-  1  )"•  terme  de  ce  polynôme  ; 
donc,  etc. 

SMO.  En  répétant  les  raisonnements  que  nous  avons  feits  en . 
exposant  la  théorie  de  la^raoine  carrée  et  celte  de  la  racine  cu- 
bique des  polynômes ,  on  formera  la  règle  générale  suivante  : 

Pour  extraire  la  racine  m"»  d^un  polynôme^  ordonnez-le  par 
rapport  aux  puissances  d^une  même  lettre ,  extrayez  la  racine 
m^  de  son  premier  terme ^  et  vous  aurez  le  premier  terme  de  la 
racine  demandée.  Retranchez  ensuite  du  polynôme  la  nv^^puis^ 
sanee  de  ce  premier  terme ,  et  en  divisant  te  premier  terme  du 
restCy  c'est-à-dire  le  deuxième  terme  du  polynôme ,  par  m  fois  la 
(m^^iy^ puissance  du  premier  terme  de  la  racine ,  vous  obtien-- 
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drez  le  d&iêxième  terme  de  cette  racine.  Betranchez  alors  dupo^ 
lynome  la  m"**  puissance  de  la  somme  des  deux  termes  trouvés, 
et  divises  le  premier  terme  du  reste  par  m  fois  la  (m — l)^*puis^ 
sance  du  premier  terme  de  la  racine.  Vous  obtiendrez  ainsi  le 
troisième  terme  ^  et  vous  continuerez  de  cette  manière  jusqu'à 
ce  que  vous  soyez  arrivé  à  un  reste  nuly  auquel  cas  le  polynôme 
trouvé  est  exactement  la  racine  m"*  demandée;  ou  bien  à  un 
reste  tel  qu'en  divisant  son  premier  terme  par  m  fois  la  (m — 1**) 
puissance  du  premier  terme  trouvé  à  la  racine  ^  vous  soyez  conn 
duit  à  écrire  à  cette  racine  un  terme  dans  lequel  l'exposant  de  ta 
lettre  ordonnatrice  serait  plus  petit  ou  plus  grand  que  la  m** 
partie  de  celui  qu'a  cette  lettre ,  dans  le  dernier  terme  du  po^ 
lynome,  selon  que  ton  aura  ordonné  par  rapport  aux  puissant 
ces  descendantes  ou  ascendantes  d*une  même  lettre.  On  sera 
sûr  alors  que  le  polynôme  proposé  n'est  pas  une  m"**  puissance 
parfaite. 

Où  reconnaît  d'ailleurs  immédisiienient  qu'un  polynôme  n'est 
pas  une  puissance  parfaite  du  degré  m ,  l*"  lorsque  son  premier 
terme  étant  une  puissance  exacte  de  ce  degré ^  son  dernier  terme 
n'en  est  pas  une;  2"  lorsque  le  polynôme  étant  entier,  le  premier 
terme  d'un  reste  n'est  pas  exactement  divisible  par  m  fois  la 
(m— l)"*  puissance  du  premier  terme  trouvé  à  la  racine  (348). 

$  XI.  DÉVELOPPEMENT  DE    (a+6v/=:4)"' 

^     501.  Considérons  l'expression  imaginaire  (a-f-^V^— î^)";  si 
nous  la  développons  par  la  formule  du  binôme,  il  viendra  : 

^^^-lXm--2)^,^^^^-^ 
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Rappelons-nous  que  l'on  a  (286)  : 

(+v/=î)«=-v/=î;    +(v/=ï/=-|-i; 

et  qu'en  formant  les  puissances  successives  de  -\-  ^ — 1  on  re- 
trouve périodiquement 

le  développement  deviendra  donc  : 

(o  4- 6  vCIÏ)- = a- +  ma— 'é /=ô:  —  T^^i^  «""'*• 

1.2.3  ^    ^^1.2.3.4"" 

,  «(OT— lXi«— 2)(in— 3X»n — <)  «_,„  /— 7 
+  1.2.34.5     «"-'yv/=ï-ftc. 

On  peut  grouper  d'une  part  tous  les  termes  réels,  de  l'autre 
tous  les  termes  imaginaires,  et  on  aura  : 

en  posant: 

1     •    A  O 

.  m(m— l)(m— 2)(m— 3Xwt~«)^^y      ^^ 
"'"1.2.3.4.6 

Dans  chacune  de  ces  deux  expressions,  les  termes  sont  alterna- 
tivement positifs  et  négatifs;  la  première  ne  renferme  que  les 
puissances  paires  de  6 ,  la  seconde  renferme  toutes  les  puis- 
sances impaires. 
Si  l'on  pose 

.      ^  .       [,    dou     Q  =  \/a^+b^ 
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viendra  : 

(a  +  b^ — l)**  =  p"  (cosw  +  v^^sîn  lo)*. 
Or,  d'après  le  théorème  de  Moiyre  {Trigonométrie^  46), 

(coso)  +  V^— ï  sinwr  =  cosmio  +  yj—i  tànniM  ; 

donc: 

(a  +  b^—i)^  =  f  (cosmcA  +  y/ — 1  tàsifim). 

Cette  transformation  des  expressions  imaginaires  est  souvent 
employée;  nous  y  reviendrons  en  traitant  de  la  résolution  tri- 
gonométrique  des  équations  binômes. 


CHAPITRE  X. 


DES  PROGRESSIONS    ET   DES    SÉRIES. 


8  I.  PROGRESSIONS. 

(Nous  nous  bornerons  à  rappeler  ici  la  définition  des  pro- 
gressions et  leurs  principales  propriétés ,  renvoyant ,  pour  de 
plus  grands  développements,  à  V Arithmétique ,  n~  966  et  sui- 
vants). 

PROGRESSIONS  PAR  DIFFÉRENCES. 

S6fi.  On  appelle  progression  par  différences  ou  arithmé- 
TIQDX  une  suite  de  nombres  tels  que  chacun  d'eux  surpasse 
celui  qui  le  précède  ou  en  est  surpassé  d'une  quantité  constante 
qu'on  appelle  raison  de  la  progression, 

565.  Un  terme  quelconque  est  égal  au  premier  augmenté  ou 
diminué  d'autant  de  fois  la  raison  qu'il  y  a  de  termes  avant 
lui.  Ainsi,  soient  a  le  premier  terme  et  r  la  raison  de  la 
progrefisioD 

TO.a-f  r.a+2f  .a+3'' î 

soit  /  le  terme  qui  occupe  le  n"*  rang ,  il  aura  pour  expres- 
sion : 

l=a+{n—t)r  [1]. 

564,  Insérer  des  moyens  différentiels  entre  deux  nombres 
donnés^  c'est  trouver  des  nombres  qui  forment  une  progression 
par  différences  dont  les  deux  nombres  donnés  soient  les  deux 
extrêmes.  On  obtient  la  raison  de  cette  progression  en  divi- 
sant la  différence  des  deux  nombres  donnés  par  le  nombre  des 
moyens  à  insérer  plus  un. 

Ainsi  y  soient  a  et  /  les  deux  nombres  donnés ,  m  le  nombre 
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des  moyens  à  insérer  ;  la  raison  r  de  la  progression  sera  don* 
née  par  la  formule  : 

/ — a 


r= 


111+ 1* 


56tf.  La,  somme  des  termes  d'une  progression  par  différences 
est  égale  à  la  moitié  du  produit  qu'on  obtient  en  multipliant  la 
somme  des  deux  extrêmes  par  le  notnbre  des  termes.  On  a  donc, 
en  appelant  s  cette  somnie  : 

Si  on  remplace  /  par  sa  valeur  en  fonction  de  a  et  r  [1],  il 
viendra 

^^{2a  +  (n-l)rin  ^^ 

Si  Ton  demande,  par  exemple,  la  somme  des  n  premici^s 
nombres  1,  3,  3,  4, n,  on  fera  a  =  1,  /  =  n,  et  Ton 

trouvera  s  =     "*        . 

De  même,  pour  avoir  la  somme  des  n  premiers  nombres 
impairs  1,3,5,7  ...2» — 1,  on  fera  a=l,  /  =  2n—  1,  et  il 

viendra  s  =  — ^—  =  n',  c'est-à-dire  le  carré  du  nombre  des 

termes  additionnés.  Ce  résultat  fournit  le  moyen  de  trouver  deux 
carrés  dont  la  somme  soit  elle-métne  un  carré.  Il  sufBt,  en  effet, 
de  prendre  dans  Ia4>rogression  f  1 .3.5.7.9.  etc.,  un  terme 
2n — 1  ==a*  qui  soit  un  carré  parfait,  et  d'y  ajouter  le  carré 
(n — 1)'  du  nombre  des  termes  qui  le  précèdent;  car  cette 
somme  sera  égale  au  carré  n*  du  nombre  n  qui  exprime  le 
rang  du  terme  carré  que  Ton  a  choisi  : 

(2n—l;-|-(n  — !)•=:«», 
ou  bien  : 


"+l"T-)  =  (-2-)' 
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puisque  a*=2n —  1 .  Telle  est  la  fonnule  qui  résoudra  le  pro- 
blème, a  éiant  un  nombre  impair  quelconque. 

■ 

566.  Les  deux  équations  [1]  et  [2]  ont  lieu  entre  les  cinq 
quantités  a ,  r,  / ,  n  et  «;  de  sorte  que  si  Ton  donne  trois  quel- 
conques de  ces  quantités^  il  sera  facile  de  calculer  les  deux 
autres.  Or,  comme  avec  ces  cinq  quantités  on  peut  former 
seulement  dix  combinaisons  (5fi3;,  savoir  : 

aetr, aet/, aetn,  aets,  reil,  retn,  rets,  /et»,  leisy  neis^ 

on  voit  qu'il  y  a  ainsi  dix  problèmes  à  résoudre  sur  les  pro- 
gressions par  différences.  Nous  ne  nous  occuperons  que  du 
huitième. 
Problème.  Étant  donnés  a,  t  et  i^on  demande  letn. 
On  remplacera  dans  [2],  /  par  sa  valeur  donnée  par  [1],  et  il 
viendra  : 

^^\ia+(n-t)r\H   ^3^^    ^.^^    „.+(i£z:I>_  ^^0  [4]. 

Ainsi,  en  résolvant  cette  équation,  on  obtiendra  la  valeur 
de  »,  et  en  la  substituant  dans  la  formule  [1]  on  aura  celle  de  /. 

n  étant  un  nombre  entier  positif,  il  faudra,  pour  que  le  pro- 
blème soit  possible,  que  les  racines  de  Téquation  [4]  soient 
réelles,  et  qu'il  y  en  ait  au  moins  une  qui  soit  positive  et 
entière.  Si  r  et  «  sont  de  signes  contraires,  il  faudra,  pour  que 
les  racines  de  l'équation  [4]  soient  réelles  et  positives ,  que 
Ton  ait 

» 

(2a— r)»+8r«>0    et    2a— r<0; 

et  si  de  plus  les  deux  racines  de  l'équation  [4]  sont  entières  le 

problème  aura  deux  solutions. 

2^ 
Si  r  et  ^  sont  de  mêmes  signes,  le  dernier  terme de 

l'équation  [4]  sera  négatif,  et  les  deux  rapines  seroitt  réellei 
el  de  signes  contraires;  de  sorte  que  si  la  racine  positive  est 
«itière  le  problème  aura  une  solution. 

Si  la  racine  négative  est  aussi  entière,  on  pourra  se  proposer 
c.  18 
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d'en  trouver  Tinterprétation.  Pour  y  parvenir,  on  changera  n 
en  -^n  dans  la  formule  [3]»  ce  qui  donnera 

{2a+(-n-l)ri(-n)  _  {-2a+(»+l)f  jn 

en  changeant  les  signes  des  deux  facteurs  du  numérateur,  ce  qui 
n'altère  pas  sa  valeur.  Ainsi  il  faudra,  en  se  reportant  à  la  for- 
mule [2],  que  — 2a  +  (w  +  1)'*  représente  la  somme  des  deux 
extrêmes  de  la  progression.  Mais  si  Ton  désigne  par  x  le  pre- 
mier de  ces  termes,  cette  somme  aura  pour  expression 
2x-\-{n —  l)r  ;  donc  on  devra  avoir 

2a?+(n— l)r=— 2a+(n+l)r,    d'où    aj=— (o— r); 

de  sorte  qu'il  faudra  faire  commencer  la  progression  par 

367.  Trouver  la  somme  des  puissances  semblables  des  termes 
éCune  progression  par  différences. 
Soient  la  progression -fa.  6  ,c.d,.,  .k.l^eir  sandson;  on  a: 

*  =  a  +  r, 

c  =  b  +  r, 
d  =  c  -f-  ''f 

i  =  k+r. 

Si  nous  élevons  les  deux  membres  de  chacune  de  ces  équations 
à  la  puissance  (m  -f- 1)"*,  il  viendra  (333)  : 


t 


Ajoutons  toutes  ces  équations  membre  à  membre,  et  désignons 
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par  II  le  nombre  des  termes  a,  fr,  r,  d, . . . . ,  A;  ;  il  viendra,  en  fo- 

8antS|=a+*+c+d+...+  A;,S,=a>+é»+<?«+«P+ 

Cette  équation  fera  connaître  S»  en  fonction  de  Sm_i, 
S.i-1... .  Ss,  Si.  En  y  faisant  successivement  m=  1,=2,=3,  etc., 
on  obtiendra  successivement  Si,  puis  Si,  puis  Sj. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  progression  soit  la  suite 
naturelle  des  nombres  : 

On  a  dans  ce  cas  :  a=l,  /=n-f-l,  r=l,  et  la  formule 
générale  devient: 

(i,+  1)^i  =  l+(m  +  l)S,>  +  ^'^;^g'^S^  + +n- 

Faisons  m  =  1  ;  nous  aurons  : 

(n+l)*=l+2Si  +  n, 
d'où  Ton  tire  : 

8.=?^)=^  [5], 

formule  déjà  connue  (56tt). 
Faisons  m  =  2,  il  viendra  : 

(n+l)»=l+3S,  +  3St  +  n, 

d'où  l'on  tire  : 

(n+l)»-(n  +  l)-3Si 
^=  3 ' 

ou,  en  remplaçant  Si  par  sa  valeur  : 

S^^n(nfl)(2n+l)  ^^^^ 

6 

2(68.  Sommation  dbs  pilbs  db  boulbts.  Les  formules  [5] 
et  [6]  permettent  de  résoudre  facilement  ce  genre  de  questions. 
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Pile  triangulaire.  La  base  d'une  pile  triangulaire  est  for- 
mée par  des  boulets  rangés  en  triangle  équilatéral,  la  première 
rangée  contenant  1  boulet ,  la  seconde  2 ,  la  troisième  3,  la 
n"**  n  ;  le  nombre  de  boulets  contenus  dans  la  base  est  donc  : 

1+24-3+.. ..  +  n=î^. 

Le  côté  du  triangle  qui  forme  la  tranche  immédiatement  su- 
périeure contient  1  boulet  de  moins,  c*est-à-dire  (n — 1}  bou- 
lets ;  le  nombre  de  boulets  de  cette  tranche  est  donc,  en  chan- 
geant n  en  (n — 1): 

,+»+3  +  ....  +  (n-l)  =  (itzi)l±fiiZli). 
Le  nombre  de  boulets  de  la  tranche  suivante  est  de  même  : 

et  aiusi  de  suite  jusqu'à  la  tranche  supérieure  qui  en  contient  : 

*  2     • 

Le  nombre  total  des  boulets  contenus  dans  la  pile  triangu- 
laire est  donc  : 

v^n«+n  .  (n— i)«+(it— 1)  ,  (n^2)«+(n-2)  ,        ,  1«+1 
ou  bien  : 


c'est-à-dire  ; 


2  •"  2 


N-~§«4-S-i->»(^  +  l)(2n-Hl)  ,  n(n  +  l) 
2^2""  12  '^         i       ' 


ou  enfin  : 

fj^w(»+l)(5+2) 
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Pile  à  hase  carrée,  La  base  est  un  carré  qui  coutient  n*  bou- 
letSf  si  n  est  le  nombre  de  boulets  contenus  dans  le  c6té  de  ce 
carré.  La  trancbe  suivante  contiendra  (n —  1)*  boulets,  la  troi- 
sième (n — ^fj  et  enfin  la  dernière  n*en  contient  qu'un  seul 
ou  1*.  Le  nombre  total  des  boulets  de  la  pile  est  donc  : 

Pile  à  base  rectangulaire.  La  pile  rectangulaire  a  pour  basa 
un  rectangle  et  se  termine  à  sa  partie  supérieure  par  une  file 
de  boulets.  Soit  {p  -f  1)  le  nombre  de  boulets  contenus  dans 
celte  file.  La  tranche  immédiatement  au-dessous  se  compose 
de  2  files  contenant  chacune  j>  +  ^  boulets,  elle  contient  donc 
S(p+3)  boulets;  de  même  la  tranche  suivante  se  compose  de 
3  files  de  (p  -|~  3)  boulets  chacune  et  contient  3  (p-f  3)  boulets  ; 
il  en  est  de  môme,  jusqu'à  la  base  qui  est  composée  de  n  files 
deCp-j-^)  boulets  chacune  et  contient  nip-^n)  boulets.  Le 
nombre  de  boulets  contenus  dans  la  pile  rectangulaire  sera 
donc  : 

N  =  (p4-1)  +  2(p+2)  +  3(p  +  3)  +  ...  +n{p  +  n) 

ou  bien  : 

N=:p(l+24.3  +  ...+n)  +  (l  +  2»  +  3«+....  +  n») 
c'est-à-dire  : 

d'où  enfin  : 

n(n+l)(3p4-2n  +  l) 


N  = 


6 


[Nous  retrouverons  plus  loin  les  formules  précédentes  comme 
applications  du  calcul  des  différences  finies.  ] 

PROGRESSIONS  PAR  QUOTIENTS. 

569.  On  appelle  progression  par  quotients  ou  géométrique 
vne  svite  de  nombres  tels  que  chactm  d'e^ix  est  égal  à  celui  qui 


278  PAOGRBSSIONS  ET  SiRIBS. 

le  précède  muliiplié  par  une  qtMnMé  constante ,  ^'on  tg^lle 
Raison  de  la  progression.  La  progression  est  croissante  ou 
décroissante ,  suivant  que  la  raison  est  plus  grande  ou  pbu 
petite  que  l'unité* 

570.  Un  terme  quelconque  est  égal  au  premier  mult^lie  par 
la  raison  élevée  à  une  puissance  marquée  par  le  nombre  des  ter- 
mes qui  le  précèdent.  Ainsi ,  soient  a  le  premier  terme  et  9  It 
raison  de  ia  progression 

^a:aq:aç^:a^.„,; 

le  terme  /  qui  occupe  le  n">*  rang  aura  pour  expression  : 

l  =  a^^  [1]. 

571.  Insérer  des  moyens  proportionnels  entre  deux  nomhrts 
donnés^  c'est  trouver  des  nombres  qui  formant  une  progression 
par  quotients  dont  les  deux  nombres  donnés  sont  les  deux 
extrêmes.  On  obtient  la  raison  de  cette  progression  en  divisant 
le  plus  grand  nombre  par  le  plus  petit ,  et  extrayant  du  quo- 
tient une  racine  d'un  degré  égal  au  nombre  des  moyens  à  insérer 
plus  un. 

Ainsi ,  soient  a  et  /  les  deux  nombres  donnés ,  m  le  nom- 
bre des  moyens  à  insérer ,  la  raison  q  de  la  progression  sera 
donnée  par  la  formule  : 

579.  Pour  calculer  la  somme  des  termes  d'une  progression 
croissante  par  quotients ,  il  faut  multiplier  son  dernier  terme 
par  la  raison^  retrancher  du  produit  le  premier  terme  de  la 
progression ,  et  diviser  le  reste  par  l'excès  de  la  raison  sur 
l'unité.  On  a  ainsi,  en  désignant  cette  somme  par  s  : 

'-^  m- 

Si  l'on  remplace  /  par  sa  valeur  en  fonction  de  a  et  7  [1], 
il  viendra  : 

,=?2!=2=«?1=»  £3]. 

g— 1         î— 1 
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Cette  formule  peut  se  vérifier  a  posteriori;  en  effet ,  si  l'on 
effectue  la  division  de  g» — ^  par  j— t  (T8),  on  trouvera  : 

c'eat-à-dire  tous  les  termes  de  la  progression. 

375.  Si  la  progression  est  décroissamte ,  il  faut  du  premier 
terme  retrancher  le  produit  du  dernier  multiplié  par  la  raison^ 
et  diviser  le  reste  par  l'excès  de  l'unité  sur  la  raison.  On  aura 
donc  dans  ce  cas  : 

374.  Dans  une  progression  décroissante ,  le  dernier  terme 
est  d'autant  plus  petit  qu'il  est  plus  éloigné  du  premier,  c'est- 
à-dire  que  le  nombre  des  termes  sera  plus  considérable,  et  il 
tend  vers  zéro  quand  le  nombre  de  ces  termes  tend  vers  Tin- 
fini  (Arith.^  333).  Donc,  en  prenant  un  nombre  de  termes  suf- 
fisamment grand,  la  valeur  de  /,  et,  à  plus  forte  raison,  celle 
du  produit  Iq  (q  est  une  fraction)  sera  assez  petite  pour  que  la 
quantité  a  —  Iq  diffère  de  a  d'aussi  peu  qu'on  voudra  ;  de  sorte 

que  la  quantité     ^  différera  elle-même  d'aussi  peu  qu'on 

voudra  de  la  quantité    .  Cette  dernière  quantité  est  donc 

une  limite  dont  la  somme  des  termes  approche  d'autant  plus 
qu'on  la  compose  d*un  plus  grand  nombre  de  termes ,  mais 
qu'elle  ne  peut  atteindre  qu'autant  que  la  progression  se  pro- 
longe à  l'infini  ;  c'est  alors  seulement  que  son  dernier  terme  / 
est  nul,  et  que  par  conséquent  le  produit  Iq  devient  aussi  nul. 
Donc,  pour  calculer  la  somme  des  termes  d'une  progression  par 
quotients  décroissante  à  l'infini^  il  faut  diviser  son  premier 
terme  par  l'excès  de  l'unité  sur  la  raison  ;  ce  qui  donne  l'ex- 
pression : 

,=    «  [4]. 

1  — q  "• 

373.  On  peut,  comme  pour  les  progressions  par  différences, 
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se  proposer  dix  problèmes  à  résoudre  (566)  sur  les  progressions 
par  quotients  au  moyen  des  équations  [1]  et  [2].  La  résolution 
du  deuxième,  du  quatrième,  du  septième  et  du  neuvième  ne 
présente  aucune  difficulté  ;  le  premier  et  le  cinquième  dépen- 
dent d'équations  d'un  degré  supérieur  an  second  si  ii>>3; 
quant  aux  quatre  suivants ,  ils  présentent  une  application  du 
calcul  des  logarithmes. 

Étant  donnés  q,  1,  s,  calculer  a  ef  n . 

De  réquation  [i]  on  tire  immédiatement 

a=lgsiq—l); 
substituant  dans  l'équation  [1],  on  trouvera 

d'où ,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  , 

log/  =  log{/jr— «(?  — l)t  +  (n  — l)logg; 
et  par  suite 

log  î 

Étant  donnés  a,  1  et  s,  trouver  q  et  n. 
On  tire  de  l'équation  [2] 

mettant  cette  valeur  de  q  dans  [t] ,  il  viendra 

H— 1 


'=«03)  . 


d'où,  en  prenant  les  logarithmes, 

log/==loga+(ii  — l){log(«  — a)  — log(i— /)} , 

et  partant, 

"i  log  (.s— a)  —  log  {s  —  /)' 


^ 


r 
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Élant  donnée  a ,  q ,  s,  ealeuler  lêt  m 
L'équation  [2]  donne 

9 

Je  substitue  cette  valeur  de  /  dans  Féquation  [t] ,  et  je  trouve 
successivement 

log{a4-(f— 1)5}— logg  =  loga-f-(»— l)logg, 
log  [a+  {q  —  i)s}  =  loga  +  n  log  jr , 

^_log{a  +  (y— t)^}  — logg 

lOgjT 

Etant  donnés  a ,  q ,  1 ,  trouver  s  ^^  n. 

Inéquation  [2]  donne  immédiatemenl  la  valeur  de  5 .  Quant 
à  celle  de  n,  on  la  tire  de  l'équation  [1]  en  prenant  les  loga- 
rithmes des  deux  membres.  On  trouve  ainsi 

log/=loga+(n-l)logj,    d'où    n=:l+Î5^=^, 

S  U.  SÉRIES. 

376.  On  appelle  siais  une  suite  de  termes  en  nombre  itlimité 
qui  dérivent  les  uns  des  autres  suivant  une  loi  déterminée. 

Une  série  est  dite  convergente ,  lorsqu'il  existe  une  limite 
dont  la  somme  de  ses  termes  s'approche  indéfiniment  à  me- 
sure que  l'on  en  considère  un  plus  grand  nombre  ;  et  cette 
limite  est  ce  qu'on  nomme  la  somme  de  la  série.  Lorsque  la 
somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  consécutifs  ne 
converge  vers  aucune  limite  fixe,  on  dit  que  la  série  est  diver- 
gente; de  pareilles  séries  ne  sont  d'aucune  utilité  dans  l'analyse. 

377.  De  la  définition  des  séries  convergentes ,  il  résuite  d'a- 
bord ,  comme  caractère  général ,  qu'une  série  ne  peut  avoir 
de  somme,  c'est*à-drre  être  convergente,  si  ses  termes  ne 
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sont  pas  susceptibles  de  décroître  indéfiniment.  Ainsi ,  en  ap- 
pelant Un  le  terme  général  de  la  série 

«o>^>  «t, Wn-i,  «»,  etc. 

il  faut  que  u^  puisse  devenir  infiniment  petit.  Mais  cela  n'est 
pas  suffisant.  Appelons  en  effet  S^  la  somme  des  n  premiers 
termes  de  la  série  : 

appelons  de  même  S„+i  la  somme  des  (n+l)  premiers 
termes  : 

et  ainsi  de  suite.  On  aura 

Sn+l     Sa  =  t^n  9 

Sn+t     Sn  =  «n  +  «n+l  , 

Sn+m Sh  =  «A  +  «iH-1  + +  ^tHU^l- 

Il  faut  encore  que ,  pour  une  valeur  suffisamment  grande 

de  71,  les  diflérente^  sommes  Wni  Wn+^n+i ,  Wn  +  «M.i+ 

+  «iHH»^ ,  soient  toutes  moindres  qu'une  quantité  aussi  petite 
qu'on  le  voudra ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  m ,  et  qu'enfin , 

pour  m=oo,  la* somme  u^  +  u^ +ttn+«^i  devienne 

infiniment  petite. 

578.  Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  remplies,  la 
série  sera  convergente  ;  car,  les  sommes  8^44 ,  Sn+t  • . . .  S,^,„ , 
pouvant  devenir  aussi  peu  différentes  les  unes  des  autres  qu'on 
le  voudra,  convergeront  nécessairement  vers  une  limite  très- 
peu  différente  de  Sn. 

En  désignant  par  S  la  somme  de  la  série ,  par  S»  la  somme 
des  n  premiers  termes,  la  difiérence  S— S»  est  ce  que  l'on 
appelle  le  reste  de  la  série. 

579.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  vérifier  sur  un  exemple  fort 
simple,  qu'il  ne  suffit  pas  que  les  termes  décroissent  indéfini- 
ment. Soit  en  effet  la  série 

1  4-i  +  4+i+i+i  +  |+i+etc. 
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Je  partage  ses  termes  en  groupes  terminés  aux  puissances  suc- 
cessives de  ji  : 

a+i)  +  (4+{)  +  (i  +  i  +  *  +  i)+etc. 

L'expression  d'un  groupe  quelconque  terminé  à  la  puissance 
«»■*•  de  ^  est  : 

et  ce  groupe  se  compose  de  2**"*  termes  (car  2*'  =  2*^*  +  2"^'). 
Or^  chacun  de  ces  termes  est  plus  grand  que  le  dernier  r^  ; 

donc  leur  somme  est  >  r;;  X  2**~S  c'est4Hlire>|.  Donc  la 

somme  des  termes  de  la  série  considérée  se  compose  d'une 
suite  de  groupes  chacun  >  ^;  donc  elle  n'a  pas  de  limite;  donc 
la  série  est  divergente. 

580.  Si  une  série  à  termes  positifs  est  convergente,  la  série 
obtenue  en  multipliant  tous  ses  termes  par  une  même  quan- 
tité, sera  encore  convergente. 

Soit  en  effet  la  série 

En  multipliant  par  G  tous  ses  termes,  nous  formerons  la 
série  : 

Or,  si  Sn  est  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  r*  série, 
le  reste  R^  =w^  -|-  ti^j  -!-••••  ®st  susceptible  de  décroître  in- 
définiment; il  eu  sera  évidemment  de  même  du  reste  de  la  se- 
conde série,  puisque  ce  reste  n'est  autre  chose  que  le  produit 
de  R»  par  le  facteur  constant  C;  donc  cette  série  est  conver- 
gente (578). 

Ainsi,  une  seule  série  convergente  permet  d'en  former  une 
infinité  d'autres. 

581.  Une  progression  par  quotients  décroissante  est  une 
série  convergente,  puisque  la  somme  de  ses  termes  tend  vers 


S84  PROGBBSSIONS  BT  sfelBS. 

une  limite  déterminée  (S74).  Par  conséquent,  louie  série  dont 
les  termes  décroissent  plus  rapidement  que  ceux  d'une  pro- 
gression géométrique,  est  aussi  convergente. 

S8S.  Une  série  à  termes  positifs  est  divergente  ^  lorsque  y  à 
partir  d'un  certain  terme,  le  rapport  d'un  terme  au  précédent 
est  plus  grand  que  l'unité. 

Il  est  évident,  en  effet,  qu'à  partir  de  ce  terme,  tous  les 
termes  iront  en  croissant,  et«que  par  suite  leur  somme  augmen- 
tera sans  limite. 

385.  Une  série  à  termes  positifs  est  convergente ,  lorsqu'à 
partir  d'un  certain  terme  le  rcgfport  d'un  terme  au  précédent  est 
constamment  moindre  qu'un  nombre  fixe  plus  petit  que  Vunité. 

Soit  en  effet  la  série 

«0  4-^ +  ««  +  •••• -h  «» +«iH.i  + etc. 

Supposons  qu'à  partir  du  terme  de  rang  n ,  le  rapport  d'un 
terme  au  précédent  soit  constamment  inférieur  à  un  nombre  K 
moindre  que  l'unité,  de  sorte  qu'on  ait  : 

"^K^,    Î^<K,    ^<k,  etc. 
On  déduit  de  ces  inégalités  les  relations  suivantes  : 

U^i  <  Kttn 
1«^,<Kll„+|<K*tln 

etc., 

d'où  Ton  voit  que,  à  partir  du  n*^  terme,  les  termes  de  la  série 
proposée  sont  respectivement  moindres  que  ceux  de  la  pro- 
gression géométrique  décroissante 

par  conséquent  la  série  est  convergente  (381). 

Si  Ton  fait  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  en 
s'arrétant  au  terme  %u  exclusivement,  Terreur  commise  est  Is 
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somme  de  tous  les  termes  que  l'on  néglige  : 

et,  d'après  ce  qui  précède,  cette  somme  est  plus  petite  que  la 
somme 

c'est-à-dire  que      *|^.  Telle  est  la  limite  de  Terreur  commise. 

Si  K  était  égal  k  Tuuité,  on  ne  pourrait  rien  conclure  sur  la 
convergence  de  la  série. 

584.  ExBMPLB.  Soit  la  série  : 

^  1  ^  1.2^  1.2.3^  1.2.3.4^ 


•  •  •  • 


Chaque  terme  s'obtient  en  multipliant  le  précédent  par  le  rap- 
port de  X  au  nombre  des  termes  déjà  formés;  ainsi,  en  général, 

le  terme  i/„+i  ^st  égal  kv^>:-,  et  il  est  évident  qu'en  prc- 

nant  n  suffisamment  grand,  le  rapport -^  =  - deviendra  plus 

petit  que  l'unité,  et  il  en  sera  de  même  a  fin-iiari  pour  les  ter- 
mes suivants;  par  conséquent  la  série  est  convergente  (585). 
Si  donc  on  fait  la  somme  des  m  premiers  termes 

^"'"T+m'^rm^" "^1.2.3 (m— i)^ 

x*         1 

Terreur  commise  sera  < .  — 


1.2,3 m    1 

m 

Si  Ton  suppose  j?  =  1 ,  la  série  devient 

^1^1.2^1.2.3^1.2.3.4^ 


série  sur  laquelle  nous  reviendrons  dans  la  théorie  des  loga- 
rithmes ,  et  dont  on  désigne  la  somme  par  e. 
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385.  Supposons  que  tous  tes  termes  de  la  série 

t/o  +  «'i  +  «'t+ +  M„  +  elc. 

n'aient  pas  le  même  signe,  et  soient 

Uo,Ui,U, U«,etc. 

leurs  valeurs  numériques.  Si  ces  valeurs  forment  une  série 
convergente,  il  est  facile  de  voir  que  la  série  tto~H^~f  ^i-h**- 
sera  à  plus  forte  raison  convei^ente.  En  effet,  Uo-|-Ui-(-Uj+... 

étant  convergente ,  la  somme  ÏS^  +  U,^  -f*  U»m-i pourra 

devenir  moindre  que  toute  limite  assignable  (377).  Or  il  en 

sera  de  même  a  fortiori  pour  la  somme  Un + u^^  -}-«i,^ + 

formée  de  quantités  ayant  respectivement  les  mêmes  valeurs 
numériques  que  celle  de  la  première  somme ,  sans  être  toutes 
positives  ;  donc  la  série  ti^  -|-  Ut  -f- 1^  + sera  conver- 
gente (378). 

386.  Si  les  tertnes  d'une  série  sont  alternativement  positifs 
et  négatifs  f  et  qu'ils  décroissent  indéfiniment  y  la  série  est  con- 
vergente. 

Considérons ,  en  effet ,  la  série 

«0— «i  +  ««i  — «a  + +  «n  — «M-i»etc. 

Je  peux  récrire  de  la  manière  suivante  : 

(«0— «1+ «,— «8-1- . . . . +iia) — («H+i— «»+i)  —  (w*+r— «n+0 — etc. 

Chaque  terme  étant ,  par  hypothèse ,  plus  petit  que  le  précé- 
dent ,  les  différences  placées  entre  parenthèses  sont  toutes  po- 
sitives ;  donc  la  sonmie  de  la  série  indéfiniment  prolongée  est 

Si  maintenant  j'écris  la  série  proposée  sous  la  forme 

+  («n+*— «*44)  +  etC., 

on  reconnaît  que  la  sooune  de  la  série  est 
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Ainsi  la  somme  de  la  série  est  comprise  entre  deux  quantités 
qui  ne  diffèrent  que  par  le  terme  t/n+i  ;  et  comme  la  limite  de 
ce  terme  est  zéro ,  on  voit  que  la  série  prolongée  indéfini- 
ment pourra  différer  d'aussi  peu  que  l'on  voudra  de  chacune 
d'elles.  Cette  série  est  donc  convergente. 

En  s'arrétant  au  terme  positif  ti^ ,  on  a  pour  la  somme  de  la 
série  une  valeur  trop  grande  ;  et  cette  valeur  devient  trop  pe- 
tite ,  si  on  la  diminue  de  u,^  ;  Terreur  commise  en  adoptant 
Tune  ou  Tautre  de  ces  valeurs  est  donc  plus  petite  que  Wn+i- 

387.  U  existe  plusieurs  procédés  pour  développer  en  série 
une  expression  algébrique.  La  formule  du  binôme  permet  de 
développer  facilement  un  radical;  ainsi  on  troiivera  pour 
\/l  +  «  et  v'i  —  X  : 


Ces  formules  peuvent  servir  à  calculer  rapidement  les  valeurs 
de  ces  radicaux ,  lorsque  x  est  très-petit ,  en  prenant  seule- 
ment les  premiers  termes  de  la  série. 

La  division  algébrique  peut  également  conduire  à  un  déve- 
loppement en  série.  Ainsi 

=  1— a?+a?"— 35"+ etc. 


1 
\—x 


=  l4-a:4-^  +  ^+ «*C' 


Ces  deux  séries  sont,  comme  les  deux  précédentes,  très-con- 
vergentes ,  lorsque  x  est  très-petit. 

£nân,  nous  verrons  plus  loin  comment  la  théorie  des  déri-^ 
vées  peut  fournir  le  développement  de  diverses  fonctions.  Mais 
nous  allons  de  suite  exposer  une  méthode  générale  pour  dève^ 
lopper  une  fonction  algébrique  en  série  dont  les  termes  procèdent 
suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable. 
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588.   Soit,  par  exemple,  la  fonction     ,,.,     ;    i^  9"* 

nous  nous  proposons  de  développer  en  une  série  de  la  forme 

A  +  Ba?+Cic«  +  Dz*  +  £»»+ etc.,  A,  B,  C, D,  E,  etc., 

étant  des  coefficients  à  déterminer.  Nous  poserons  en  consé- 
quence 

J±^±^.  =  A  +  Ite  +  C^  +  D^  +  E«:*H. 

d'où ,  en  chassant  le  dénominateur,  effectuant  les  opérations 
et  transposant  : 


0=:Ao'  +  Ba' 

—  a+Ay 


ar-l-Ca' 

aj»+D«' 

«»+Ea' 

+  B6' 

+  C6' 

+  D6' 

+  ke' 

+  Bc' 

+  Cc' 

— c 

+ 
+ 


Or ,  cette  équation  doit  avoir  lieu ,  quelque  valeur  que  l'on 
donne  A  x  ;  ce  qui  exige  que  tous  les  coefficients  soient  identi- 
quement nuls  (5S0*).  On  égalera  donc  tous  les  coefficients  k 
zéro,  ce  qui  donnera  les  équations  de  condition  : 

Aa' — a=0, 

Ba'  +  A6'— ft  =  0, 

Co'  +  Bé'  +  Ac'  — (?  =  0, 

La  première' fera  connaître  A  en  fonction  de  a  et  de  a\  La 
seconde  servira  à  déterminer  B ,  la  troisième  G ,  et  ainsi  de 
suite. 


*  On  pourrait  dire  aussi  :  l'équaUon  devant  être  vérifiée  quelque  valeur 
que  l'on  donne  ii  x,  faisons  a;=0;  j'en  conclus  que  le  terme  Aa'— a=0; 
supprimons  ce  terme  et  divisons  réqualion  par  x;  la  nouvelle  équation 
aura  pour  terme  indépendant  de  la  variable  Ba'+kh'-^b,  et  devra  encore 
èire  satisfaite  quel  que  soitrc;  d'où  Ton  conclura  comme  précédemment 
en  faisant  «=0,  que  Ba'  +  Ab'— 6=0.  On  arrivera  ainsi  à  égaler  succes- 
sivement tous  les  coefficients  h  zéro. 
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En  appliquant,  par  exemple,  cette  méthode  au  développe- 
ment de  Texpression  —7- — -j—v  on  posera  : 


1 


1  •^Z-^-a^ 


=  A.  +  Ba;  +  Ca!»+DiB»-|-....  etc., 


0=     À+B 

-1+A 


d'où 


x-\-C 
+  B 


+  C 
+  B 


•w  "T^  •  •  •  • 
"t"*  •  •  •  • 
"y"  •  •  •  • 


A— 1=0,  Â  =  l 

B  +  A=:0,  B=— 1 

C  +  B  +  A=0,  C  =  0 

D  +  C  +  B  =  0,  D=l 

etc. 

le  développement  cherché  est  donc  : 

— ; — '  =  1-^x4-0^  —  a?*  4- a;*  —  a?'  +  a?'  — jî"4- 

que  l'on  peut  mettre  aussi  sous  la  forme  : 

=  (1  — a?)(l +«»+ «•+0^+ . . . .). 


c. 


19 


CHAPITRE  XI. 

DES  FRACTIONS  CONTINUES. 


580.  Supposons  que  i*on  veuille  trouver  une  valeur  appro- 
chée d'une  quantité  a,  qui  ne  peut  pas  être  exprimée  par  un 
nombre  entier.  Là  voie  la  plus  naturelle  est  de  chercher  le  plus 
grand  nombre  entier  a ,  qui  soit  contenu  dans  a ,  de  sorte  que 
a  sera  une  valeur  de  a  exacte  à  moins  d'une  unité,  a  se  com- 
pose donc  de  a  et  d'une  quantité  moindre  que  Tunité,  que  Ton 

pourra  représenter  par  ^ ,  p  étant  ainsi  plus  grand  que  1.  On 
aura  donc 

On  pourra  de  même  chercher  le  plus  grand  nombre  entier  b  qui 
soit  contenu  dans  p ,  de  sorte  que  la  difiKrence  p  —  b  étant 

moindre  que  l'unité,  on  pourra  la  représenter  par  -,  y  ^^^  ^^^ 
>  1 1  et  on  aura  en  conséquence 

p  =  6  +  -,    etpartant    «=aH r* 

^  6  +  i 

T 

En  opérant  sur  y  comme  nous  l'avons  bit  sur  a  et  sur  p,  et  exi 
continuant  ainsi ,  on  parviendra  à  une  expression  de  «  qui  sera 
de  la  forme  suivante 

«  =  a  +  L.—  [1]. 

6  +  i- 


.+' 


d  +  etc. 

Or  on  comprend  qu'en  opérant ,  comme  nous  venons  de  l'iodi* 
quer,  on  épuisera  peu  à  peu  la  valeur  de  a,  et  qu'en  consé- 
quence plus  on  prendra  de  termes  dans  l'expression  ci-dessus. 
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plus  on  approchera  de  la  vraie  valeur  de  oc.  U  ne  restera  donc 
plus  qu'à  convertir  en  fractions  ordinaires  les  expressions 

a+T>    «H ï>    «H 7        ,elc.    [2], 

^  j+1  b^l — 

'    c  il 

pour  obtenir  une  suite  de  quantités  qui  seront  convergentes 
vers  la  quantité  cherchée.  AU  reste  nous  démontrerons  bientôt 
cette  convergence  d'une  manière  rigoureuse. 

390.  L'expression  de  a  que  nous  venons  d'obtenir  se  nomme 
une  fraction  continue.  Ainsi  une  fraction  continue  est  une  ex^- 
pression  composée  d'uii  nombre  entier^  qui  peut  être  nu/,  plus 
d'une  fraction  qui  a  pour  numérateur  l'unité  et  pour  dénominor 
teur  un  nombre  entier ^  augmenté  d'une  fraction  qui  a  pour 
numérateur  l'unité  et  pour  dénominateur  un  nombre  entier^ 
augmenté  d'une  fi-aetion,...  et  ainsi  de  suite. 

391 .  On  nonmie  fractions  intégrantes  les  fractions  T9  '9  ^v 

et  quotients  incomplets  le  nombre  entier  a  et  leurs  dénomina- 
teurs i,  Cj  d.... 

392.  On  appelle  ainuiTB  ou  friction  convergente  la  fraction 
ordinaire  équivalente  à  une  portion  quelconque  de  la  fraction 
continue  prise  à  partir  de  son  origine.  Ainsi  a  et  les  fractions 
ordinaires  équivalentes  aux  expressions  [2] ,  sont  les  réduites 
successives  de  la  fraction  continue  [1]. 

393.  Ces  définitions  établies,  appliquons  la  méthode  que 
nous  avons  exposée  au  n^  389  au  développement  d'une  quan- 
tité commensurable  en  fraction  continue.  Cette  quantité  n'étant 

pas  entière  sera  une  expression  fractionnaire  de  la  forme  -^^ 

A  et  B  désignant  deux  nombres  entiers, 
n  est  évident  que  le  plus  grand  nombre  entier,  qui  soit 

contenu  dans -5,  est  le  quotient  de  la  division  de  A  par  B.  En 

il 
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nommant  a  le  quotient  et  C  le  reste  de  cette  division ,  on  aun 

k         ,  C         ,1 

C 

en  divisant  par  C  les  deux  termes  de  la  fraction  g,   afin  de 

réduire  son  numérateur  à  l'unité. 
Pour  avoir  de  même  la  valeur  entière  approchée  de  la  quan- 

tité  p ,  on  divisera  B  par  C,  et  en  appelant  b  le  quotient  et  D  le 
reste  de  cette  division,  on  trouvera 

g  =  6+j,=i+g,    partant    ^=a+-—. 

D  *  +  C 

D 

On  divisera  maintenant  G  pat  D,  puis  D  par  le  reste  E  de  cette 
division,  et  ainsi  de  suite.  Mais  on  voit,  sans  aller  plus  loin,  que 

les  opérations  qu'exige  la  réduction  de  ^  en  fraction  continue 

sont  précisément  celles  qu'on  doit  effectuer  pour  trouver  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  A  et  de  B  :  donc  on  arrivera  tôt  ou 
tard  à  une  division  qui  se  fera  exactement;  alors  l'opération  sera 
terminée.  Si  donc  cette  dernière  division  est  celle  de  C  par  D 
et  qu'elle  ait  donné  c  pour  quotient,  on  aura 

'    C 

Il  suit  de  là  que,  pour  développer  une  fraction  ordinaire  en 
fraction  continue^  il  faudra  chercher  le  plus  grand  commun  di' 
viseur  de  ses  deux  termes^  en  divisant  d'abord  le  numérateur 
par  le  dénominateur.  Le  premier  quotient  sera  la  partie  eniière 
de  la  fraction  continue^  et  les  suivants^  pris  dans  Vordre  oit  om 
les  aura  obtenus^  seront  les  dénominateurs  des  fractions  inté^ 
(jrantes  successives* 
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271 
ExiMPLB.  Réduire  ^^  en  fraction  continue. 


2 

4 

66 
3 

9 

7 
1 

2 

3 

608 
66 

271 

7 

3 
0 

1 

.    .  271 

ainsi   :r— r  = 


608 


«  + 


9  + 


^  +  5 


II  n'y  a  pas  de  partie  entière,  car  le  quotient  de  la  division 
de  271  par  608  est  zéro. 

394.  Cette  méthode  peut  servir  aussi  à  réduire  en  fraction 
continue  toute  quantité  dont  on  a  la  valeur  en  décimales.  Mais 
si  cette  valeur  en  fraction  décimale  n'est  qu'approchée,  on  aug- 
mentera ou  on  diminuera  le  dernier  chiffre  décimal  d'une 
unité,  suivant  que  cette  fraction  sera  fautive  par  défaut  ou  par 
excès,  afin  d'avoir  deux  limites  entre  lesquelles  soit  comprise  la 
vraie  valeur  de  la  quantité  proposée  ;  puis  on  réduira  chacune 
de  ces  deux  limites  en  fraction  continue,  en  opérant  smn/ton^- 
ment  sur  toutes  les  deux,  jusqu'à  ce  que  Ton  arrive  à  deux 
quotients  différents,  et  on  n'admettra  dans  la  fraction  continue, 
comme  dénominateurs  des  fractions  intégrantes ,  que  les  quo- 
tients qui  seront  communs  aux  deux  opérations.  Supposons,  en 
effet,  que  x  soit  une  quantité  comprise  entre  deux  autres  y  eis, 
et  qu'en  développant  y^  z  eix  en  fractions  continues,  on  ait 
trouvé  les  valeurs  suivantes 


l1  »  AI      ^ 


s'- 


z 


x^d+K   ^'=i'4  ^ 


/=<?+rî5>    etc.; 


z''=c+p,    etc.; 


x''=€'A — ^,    etc. 
'  X 


Puisque  la  valeur  de  x  est  comprise  entre  celles  de  y  et  de  «, 
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et  que  yeiz  ont  la  même  partie  entière,  il  faut  nécessairement 

1  11 

que  a' = a,  et  que -7  se  trouve  entre -;  et -,  et  partant  que 

si  soit  renfermée  entre  les  limites  y'  et  z\  On  conclura  de  là , 
par  le  môme  raisonnement  que  tout  à  l'heure ,  que  i' = 6 ,  et 
que  a?  sera  comprise  entre  rf  et  :i\  ce  qui  conduira  encore  à 
conclure  que  c'=c,*et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que  tous  les 
quotients  incomplets  qui  seront  communs  aux  deux  premières 
fractions  continues  appartiendront  également  à  la  troisième. 

ExEMPLB.  La  valeur  du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre 
estTC= 3,1415926  à  moins  d'un  dix-millionième  et  par  défaut: 
on  forcera  donc  Tunité  sur  le  dernier  chiffre  »  ce  qui  donnera 
3,1415927,  puis  on  cherchera  le  plu«  grand  commun  diviseur 
eptre  31415926  et  10000000,  et  entre  31415927  et  1< 


»    1 1  ri  I 


31415026 
1415026 


10000000 
88518 


7 

15 

1 

2 

1415026 

530746 

881&6 

88518 
362 

88156 

36i 

81415027 
1415027 


10000000 
88511 


7 

15 

1 

S 

1415927 

530817 

88262 

88511 
240 

88262 

249 

à  la  cinquième  division ,  on  trouve  que  le  chiffre  des  centaines 
du  quotient  est  2  d'une  part  et  3  de  l'autre,  de  sorte  que  l'opé- 
ration s'arrête  là.  L'expression  de  ic  en  fraction  continue  est 
donc 

ic=3+— 


7  + 


1 


15-h 


1+etc. 


595.  Après  avoir  ainsi  expliqué  le  moyen  de  convertir  une 
quantité  donnée  en  fraction  continue,  nous  allons  nous  occu- 
per du  problème  inverse ,  en  cherchant  à  revenir  d'une  frae^ 
tien  continue  à  la  quantité  dont  elle  exprime  le  développement. 
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Soit  donc  la  fraotion  continue 


6  + 


C4- 

:- 1 


+ 


r-f 


1 


La  première  réduite  est 


f+etc. 


La  deuxième  ett 

o 


a 
a    qu    j. 


La  troisième  ayant  a  -j ?  pour  développement  »  on  voit 

qtt*elle  se  déduit  de  la  deuxième  en  changeant  dans  oelle-ci  ( 
«D  6 + -  ;  donc  elle  est  équivalente  à 


('+^)+ 


^      a(bc+l)+c     (a6+l)(?+a 


(on  a  multiplié  les  deux  termes  de  la  première  expression  par  c, 
et  on  a  mis  ensuite  e  en  facteur  commun}.  On  reconnaît  ainsi 
que  la  troisième  fraction  convergente  se  forme  en  multipliant 
les  deux  termes  de  la  deuxième  par  le  quotient  incomplet  cor- 
respondant à  cette  troisième,  et  en  ajoutant  respectivement  aux 
deux  termes  de  la  fraction  ainsi  obtenue,  ceux  de  la  première. 
On  verrait  de  même  que  la  quatrième  se  déduit  de  la  troisième 
et  de  la  deuxième  d'après  la  même  loi ,  et  l'analogie  porte  à 
penser  qu'il  en  est  de  même  de  la  cinquième  à  l'égard  de  la 
quatrième  et  de  la  troisième,  et  ainsi  de  suite. 

Pour  nous  assurer  que  cette  loi  est  générale,  nous  allons  sup- 
poser qu'elle  soit  vraie  pour  trois  réduites  consécutives  de  rang 
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quelconque  et  vérifier  qu'elle  aura  encore  lieu  pour  la  suivante 
à  regard  des  deux  précédentes. 

Soient  donc  p;,  ^9  t>>  ^^  c7  quatre  réduites  consécutives  quel- 
conques, et  r  et  4  les  quotients  incomplets  correspondants  aux 
deux  dernières.  Supposons  que  la  fraction  «>  se  déduise  des 


deux  précédentes  en  multipliant  les  deux  termes  de  ^  par  r  et 

p 

en  ajoutant  les  deux  termes  de  ^^  aux  deux  termes  de  la  frac- 
tion résultante,  de  sorte  que  Ton  ait  identiquement 

R_Qr  +  P 

1      1 

-  et  -  étant  respectivement  les  deux  dernières  fractions  inté- 

grantes  de  ^,  et  de  ^7»  on  voit  que  celle-ci  se  déduit  de  l'autre 

en  y  remplaçant  r  par  r  -f  -;  donc  on  aura 

s 

s      Q(*-+7)+P_  Q(„^j)^.p^^  _  (Qr4.P)<-}-Q  _  B£-fQ 

S  R  0 

Ainsi  ^7  se  déduit  de  ^  et  de  ^  d'après  la  même  loi  qui  a 

R      0  P 

servi  à  déduire  ^,  de  ^  et  de  p.  Puis  donc  que  cette  loi  a  été 

vérifiée  pour  la  troisième  réduite  à  l'égard  de  la  deuxième  et  de 
la  première,  elle  se  trouve  démontrée  pour  la  quatrième  à  l'égard 
de  la  troisième  et  de  la  deuxième;  partant  pour  la  cinquième 
à  regard  des  deux  précédentes,  et  ainsi  de  suite;  donc  elle  est 
générale.  Donc 

Pour  former  une  réduite  quelconque^  multipliez^  par  le  quo- 
tient incomplet  correitpondant ,  les  deux  termes  de  la  réduite 
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précédente^  et  q/outez  respectivement  mm  deux  termes  de  la 
fraction  résultante  les  deux  termes  de  la  réduite  antéprécé-> 
dente. 
On  rendra  cette  règle  (qiplicable  à  la  formation  de  la  deuxième 

féduitCf  en  faisant  précéder  lapremièredejrou  de  j,  selon  que 

cette  première  est  plus  grande  ou  plus  petite  que  Vunité. 

Appliquons  cette  règle  k  la  formation  des  réduites  de  la  frac 
tien  continue  que  nous  avons  calculée  au  n"*  393.  Gomme 

la  première  réduite  -  est  moindre  que  1 ,  nous  la  ferons  pré- 

céder  de  ti  et  nous  trouverons  successivement 

g     1      t.4+0_4     4.9+1  _  87 
r     2'     2.4+1  ~9*     9.9+2'^83' 

37.2  + 4  _  78         78.3+37  _  271 
83.2  +  9""  175*     17ô.3+83"~608' 

396.  Nous  voyons  par  là  que  quand  une  fraction  continue 
est  composée  Sun  nombre  fini  de  fractions  intégrantes^  elle  est 
le  développement  d*une  quantité  commensurable^  puisque  la  der* 
nière  réduite  est  égale  à  la  quantité  génératrice. 

Par  conséquent  le  développement  en  fraction  continue  d'une 
quantité  incommensurable  se  compose  d'un  nombre  infini  de 
fractions  intégrantes,  sans  quoi,  on  n'aurait  qu'à  former  toutes 
les  réduites ,  et  on  obtiendrait  une  quantité  commensurable 
pour  valeur  de  la  fraction  continue  totale. 

397.  Théobème  I.  Le  numérateur  de  la  différence  entre  deux 
réduites  consécutives  de  rang  quelconque  est  -^-l  ou  —  1,  sui^ 
vont  que  celle  dont  on  retranche  est  de  rang  pair  ou  de  rang 
impair^  et  le  dénominateur  est  le  produit  des  dénominateurs  de 
ces  deux  fractions  convergentes.  On  regardera ,  d'ailleurs^  la 
première  réduite  comme  étant  zéro^  lorsqu'il  n'y  aura  pas  de 
par/ te  entière  dans  la  fraction  continue. 

P    0  R 

Soient  en  effet  p,  ^|  ^,  trois  réduites  consécutives  quelcon- 
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ques,  «t  r  ie  quotient  incomplet  qui  corpespoad  à  la  troisiimfl, 
desortequeTn=7yp^p!^98).  SI  l'on  retranche  chaque  ré- 
duite de  la  suivante^  aa  trouvera 


Q 

P 

QP'-PQ'  H 

Q. 

_(W-P 

Q_ 

.PQ'-QP 

ff- 

"F" 

PÇ~'E'" 

-Ç- 

-Qv+p- 

■ff- 

-~iîlî^ 

d'où  l'on  voit  que  les  numérateurs  de  deux  difi^nces  çonsôou- 
tives  sont  égaux  et  de  signes  contraires,  et  que  le  dénomina- 
teur de  chacune  est  le  produit  des  déqomlnateurs  des  deux  pé-r 
duites  que  l'on  a  considérées.  Or,  si  l'on  soustrait  la  première 

réduite  a  de  la  seconde  a-f  tt  '^  différence  de  ces  deux  ré- 
duites sera  -|-rt  donc  le  numérateur  de  la  différence  entre  la 

deuxième  et  la  troisième  réduites  sera  —1  ;  celui  de  la  diffé- 
rence entre  ta  troisième  et  la  quatrième  sera  -^  1,  et  ainsi  de 
suite.  Notre  théorème  est  donc  démontré,  pourvu  qu'on  re- 
garde la  première  réduite  comme  étant  zéro,  lorsqu'il  n'y  a 
pas  de  partie  entière  dans  la  fraction  continue. 

598.  TuiORiKK  n.  Les  diverses  fractions  convergentes  tont 
les  fractions  irréductibles. 

P      0 

Soient  en  effet  p  et  g;  deux  réduites  conséputives  qoelcoD- 

jues,  on  aura  (997) 

QP— PQ'==fcl  ; 

nais  si  Q  et  Q'  avaient  un  fiicteur  commun ,  ce  hoteur  devrait 
liviser  le  premier  membre  de  cette  égalité,  et  par  conséquent  la 
leuxième,  ce  qui  ne  ee  peut  pas;  donc  la  réduite  quelconque 

%  est  irréductible. 

399.  CoROLLiiRB.  Pour  réduire  une  fraction  ordinaire  à  sa 
jIus  simple  expression ,  il  faut  la  développer  en  fraction  conti- 
%ue,  et  former  ensuite  toutes  les  réduites.  La  dernière  sera  la 
fraction  irréductible  demandée.  Soit ,  par  exemple ,  la  fraction 
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3352 

=||r;  on  la  réduira  en  fraction  continue,  ce  qui  donnera  celle 

que  nops  avons  obtepue  au  n*"  893;  puis  on  formera  les  ré- 

271 
duites,  et  on  trouvera  ^  pour  la  dernière  (SOtS). 

400.  TiiioRlDn  III.  La  firaetian  continue  totale  eit  plus 
grande  gtfe  toute  réduite  de  rang  impair  et  plus  petite  que  toute 
réduite  de  rang  pair, 

P    0    R 

Soient  p?  ^f  9  w>  trois  fractions  convergentes  consécutives  de 

rang  quelconque ,  et  r  le  quotient  incomplet  correspondant  à 
la  troisième,  de  sorte  que  (585) 

R  _  Qr+P 

Or,  -  étant  la  dernière  fraction  intégrante  de  s7  si  on  se  re- 
r  '  *  Il 

porte  à  l'expression  de  la  fraction  continue  [3],  on  voit  que  l'on 

obtiendra  la  valeur  ^  de  cette  fraction  continue,  en  changeant  r 

1  R 

en  r+    .        dans  ^,,  de  sorte  que  si  l'on  représente  cette 

quantité  r  -\ — ,         par  y,  on  aura 

s  "p  eiCf  • 

Si  maintenant  on  pren4  la  différence  entre  â?  et  ^y  il  viendra 
_Q_Qy+I     Q  _  PQ  — QP^ 1 

"^    Q'  ^  Q'y + P'  ~  Q'  ""  Q'(Q'y+P')  ""    Q'CQV+f)' 

P     0 
car  PQ'— QP'  est  le  numérateur  de  la  différence  p/ — g?»  ot  vaut 

par  conséquent  -{-)  ou  —  1^  suivant  que  ^,  est  une  réduite  de 

rang  impair  ou  de  rang  pair.  Ainsi  ^— q?  sera  >0  ou  <0, 

c'est-4-dire  que  x  sera>^,  ou  <^)  selon  que  cette  réduite 
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sera  de  rang  impair  ou  de  rang  pair.  Notre  théorème  est  donc 
démontré. 

401.  Il  suit  de  là  que  la  valeur  de  la  fraction  continue  totale 
est  comprise  entre  deux  réduites  consécutives  de  rangs  queleon^ 

gués.  Si  donc  on  prend  une  réduite  quelconque  ^  pour  valeur 
de  la  fraction  continue»  Terreur  que  l'on  commettra  sera  moin- 
dre que  la  différence  ^77779  qui  existe  entre  cette  réduite  et  la 

suivante^.  Donc 

L  erreur  commise  y  en  prenant  une  réduite  gueleongue  pour  la 
valeur  de  la  fraction  coiUinue  totale ,  est  moindre  gue  Punité 
divisée  par  le  produit  du  dénominateur  de  cette  réduite  multi^^ 
plié  par  celui  de  la  suivante. 

402.  Si  Ton  observe  que  R'  étant  égal  à  Q'r  +  F  (39tS),  vaut 
au  moins  Q"  +  P\  on  en  conclura  que 

D'un  autre  cdté  y  qui  représente  r  -| — .  est  une  quantité 
moindre  que  r+1 ,  de  sorte  que  Q'y+P'<Q'{»'+1)+P'=R'+Q'; 

"""Q'^Q'CQ'+R')  ^®'' 

il  résulte  des  inégalités  [5]  et  [6]  que 

Quand  on  prend  une  fraction  convergente  pour  valeur  de  la 
fraction  continue  totale^  l'erreur  gue  l'on  commet  est  moindre 
gue  l'unité  divisée  par  le  produit  de  son  dénominateur  multiplié 
par  la  somme  faite  de  ce  dénominateur  et  de  celui  de  la  réduite 
précédente;  et  qu'elle  est  plus  grande  gue  t unité  divisée  par  le 
produit  du  dénominateur  de  la  réduite  que  ton  considère  mu/- 
Uplié  par  la  somme  faite  de  ce  dénominateur  et  de  celui  de  la 
fraction  convergente  gui  suit. 


DIS  FAACTIONS  CONTINUBS.  SOI 

40S.  Remarquons  eacore  que  x — ^  qui  est  plus  petite  que 

1  1 

jy  A;     K.  sera  a  fortiori  moindre  que  ^  ;  ainsi  l'on  peut  dire 

encore  que 

L'erreur  commise  en  prenant  une  réduite  quelconque  pour 
valeur  de  la  fraction  continue  est  plus  petite  que  f  unité  dî* 
visée  par  le  carré  de  son  dénominateur. 

404.  Si  Ton  veut  appliquer  ces  règles  à  la  fraction  continue 
qui  exprime  la  valeur  du  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre (394)»  on  formera  d'abord  les  réduites  successives ,  ce 
qui  donnera 

22      333      355. 
'     7  '    106'    113' 

22 

puis»  on  verra  que  le  rapport  d'ArchimMe^  — »  est  trop  grand 

1  1 

(400),  mais  qu'il  ne  l'est  pas  de  y  lOH^Tiâ  ^*®^^»  ®*  ^^® 

l'erreur  surpasse  j^^^^  =  7^  (40S). 

365 
Quant  à  celui  de  Métius ,  r-r^  »  il  est  aussi  trop  grand,  mais  il 

11«S 

°^  ^'«**  P*»  «**  113(113  +  106)  =  24^7  ^*^^- 

Si  on  était  parti  d'une  valeur  décimale  de  it  plus  approchée  que 

celle  dont  nous  avons  fait  usage»  on  aurait  trouvé  que  le  dénomi- 

355 
nateur  de  la  réduite  qui  vient  après  -rr^  est  33102  ;  desorteque  le 

rapport  de  Métius  n'est  pas  fa"tifde„3. 33102=37^526  ^*® '^- 

405.  Le  principe  du  n^»  403  donne  le  moyen  de  déterminer  à 
quelle  réduite  il  convient  de  s'arrêter ^  pour  que  l'erreur  corres* 

pondante  soit  moindre  qu*une  fraction  donnée  -;;.  Car ,  si  l'on 
désigne  par  ^  cette  réduite  inconnue,  comme  on  a  x — ^<<fyi9 
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il  est  clair  que  l'erreur  sera  inférieure  à  -r,  si  l'on  pose  7yi  <^  î 

d'où  Q''>5  et  Q'>  v^^,  le  signe  >  n'excluant  pas  le  signe  =. 
Ainsi , 

Pour  avoir  la  valeur  d'une  fraction  continue  ^  à  moins  d^une 
unité  fractionnaire  donnée^  il  suffira  de  s'arrêter  à  une  réduite ^ 
dont  le  dénominateur  soit  au  moins  égal  à  la  rojcim  carrée  du 
dénominateur  de  cette  unité  fractionnaire.  On  pourra  toujours 
satisfaire  à  cette  condition,  si  la  fraction  continue  ne  se  termine 
pas,  car  le  dénominateur  de  chaque  réduite  surpassant  le  pré- 
cédent au  moins  d'une  unité ,  la  suite  de  tous  ces  dénouiina* 
teurs  croit  plus  rapidement  que  celle  des  nombres  entiers,  et 
tend  par  conséquent  vers  l'infini.  Si  la  fraction  continue  se 
termine,  on  obtiendra  exactement  sa  valeur  (398). 

Comme  la  limite  indiquée  au  n""  402  est  plus  resserrée  que 
celle  dont  nous  venons  de  faire  usage,  on  devra,  quand  on  sera 
arrivé  à  une  réduite  dont  le  dénominateur  sera  inférieur  d'un 

petit  nombre  d'unités  à  y^^,  calculer  la  limite  de  l'erreur  corres- 
pondante à  cette  réduite,  d'après  la  règle  du  n""  402^  et  on  fera 
de  même  pour  chaque  nouvelle  réduite  que  l'on  formera,  afin 
de  s'arrêter  dès  qu'on  aura  obtenu  le  degré  d'approximation 
demandé. 

Exemple.  Calculer  la  valeur  de  la  flraetion  continue 


24 


3  +  1 


3+- 


fi 


.+i 

à  moins  de  jL,. 

La  racine  carrée  de  7500  est  87,  à  moins  d'une  unité  et  en 
plus.  Ainsi,  dans  le  calcul  des  réduites,  on  s'arrêtera  à  celle  dont 
le  dénominateur  sera  inférieur  à  87  d'un  petit  nombre  d'unités. 
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Les  cinq  preniières  sont 

5      17     56     185 
'2'     7'    23*     76* 

et  comme  le  dénominateur  de  ]a  dernière  difEère  peu  de  67;  nous 
allons  calculer,  par  la  règle  du  n^  40S ,  la  limite  de  Terreur  cor- 
respondante à  la  réduite-^.  L'erreur  est  <^^q\23)  "^  7524' 

de  sorte  que  éette  réduite  satisfait  à  la  question. 

406.  Théorème  IY.  Une  réduite  de  rang  quelconque  (proche 
plus  de  la  valeur  de  la  fraction  continue  totale  qu'aucune  de 
celles  qui  la  précèdent. 

P     Q 

Soient,  en  effet,  ^7  et  ^,  deux  réduites  consécutives  quelcon- 
ques :  nous  avons  trouvé  précédemment 

Q 1 

on  verra  de  même  que 

P     (QF— PQ)y y 

^     P'  -  F(Q'y  4.  F)  P'(Q'y  +  Pr 

Si  Ton  compare  les  seconds  membres  de  ces  deux  équations, 
on  verra  que  y  étant  >  1  et  P'<Q',  le  numérateur  du  premier 
est  plus  petit  que  celui  du  deuxième  ^  et  que  son  dénominateur 
est,  au  contraire ,  plus  grand  que  celui  de  ce  second  membre  ; 

Q  P 

donc,  par  cette  double  taîsoii,  x — ^/<^ — p7« 

407.  Corollaire.  Les  diverses  réduites  successives  convergent 
donc  de  plus  en  plus  vers  la  valeur  de  la  fraction  continue  totale. 
C'est  à  cause  de  cette  propriété  qu'on  leur  a  donné  le  nom  de 
fraeiitma  convergentes. 

408.  TiiÉ(»AiiE  Y.  Une  réduite  quelconque  approche  plus  de 
te  froùtion  etmtinue  totale  qu'aucune  fraction  dont  les  deux 
termes  seraient  respectivement  moindres  que  les  siens. 

Soient  ^  une  réduite  quelconque  et  —7  une  fraction  irréduc- 
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0        ut 
tible  qui  approche  plus  do  x  que  ^.  Si  -7  est  une  réduite ,  ses 

deux  termes  seront,  d'après  c«  que  nous  venons  de  prouver 

(400),  plus  grands  que  ceux  de  ^,  et  notre  théoràme  est  dé- 

«M 

montré.  Supposons  donc  que  -7  ne  soit  pas  une  fraction  con- 

P  0 

vergente»  et  appelons  p  celle  qui  précède  ^.  Comme  z  est 

PO  0  P 

comprise  entre  5;  ^^  ^»  mus  est  plus  près  de  jy,  que  de  ^t  il 

faudra  nécessurement  que  — >  soit  aussi  comprise  entre  ces 
réduites  ;  car,  si  en  rangeant  ces  quatre  quantités  par  ordre  de 
grandeur,  et  supposant ,  pour  fixer  les  idées,  que  p;< qc»  ^^ 

P  P 

précédait  ^ ,  elle  différerait  de  x  plus  que  -p ,  et  a  fortiori  plus 

que  ^  9  et  si  — j  venait  après  ^^  elle  serait  moins  près  de  x  que 

cette  réduite.  Donc  —;  est  comprise  entre  5;  et  ^,|  et  par  cou* 

séquent 

m      P      Q      P 

ou ,  en  effectuant  les  soustractions  indiquées  » 

mV—?m'       1 
PW      ^P'tt'' 

Or,  le  numérateur  mP' — Pm'  de  la  première  de  ces  deux  firac- 
tions  est  au  moins  égal  au  numérateur  1  de  la  deuxième,  puis- 
qu'il exprime  la  différence  de  deux  nombres  entiers  qui  ne  sont 
pas  égaux  ;  donc  le  dénominateur  de  cette  première  fractioo 
doit  être  plus  grand  que  celui  de  la  deuxième;  donc  m'>Q^. 

Or,  si  la  fraction  -7  est  comprise  entrer; et ^,  son  inversa 
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est  aussi  comprise  eoire  celles  de  ces  deux  réduites  ;  donc  on 
doit  avoir  aussi 

^-p-<g.  — p-,     partant     m>Q. 

Donc  pour  que  la  fraction  —,  approche  plus  de  x  que  ^,  il  faut 

que  ses  deux  termes  soient  respectivement  plus  grands  que 
ceux  de  cette  réduite. 

409.  Il  résulte  de  tout  ce  qui  précède  que  les  fractions  cor^ 
iinuei  donnent  le  moyen  de  trouver  une  fraction  ordinaire  qui 
diffère  d'aussi  peu  que  l'un  veut  de  la  valeur  d'une  quantité 
qui  riest  pas  entière ,  et  qui  soit  telle  qu*aucune  fraction  dont 
les  deux  termes  seraient  plus  simples  que  les  siens  ne  pourrait 
en  approcher  d'aussi  près  qu'elle.  Pour  atteindre  ce  but ,  on 
développera  la  quantité  proposée  en  fraction  continus  (380), 
puis  on  formera  les  réduites  successives  (50tt),  jusqu'à  ce  qu'on 
en  obtienne  une  qui  fournisse  le  degré  d'approximation  de^ 
mandé  (40o). 

410.  Exemple.  Calculer ^  à  moins  de  ^  dix^millième  près^  la 

valeur  de  la  quantité     '  J^ — . 

J'observe  d'abord  que  {  dix-millième  égale  ^^^  et  que  la 
racine  carrée  de  20000  étant  142,  il  faudra  s'arrêter  à  une  ré- 
duite dont  le  dénominateur  diffère  peu  de  142.  Cela  posé, 

le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  v^37  étant  6,  on 

11         2 
voit  que  la  quantité  proposée  est  plus  grande  que  -^  =  3- 

12  1 

et  <—  =s4;  donc  sa  valeur  est  égale  à  3  -)-  ->  ^  ^1^^  une 
quantité  plus  grande  que  l'unité  ;  ainsi 

et  la  première  réduite  est  -.  On  tire  de  cette  équation 

y^37— 4         37—16  7 

c.  20 
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Le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  cette  dernière  ex- 
pression étant  1 ,  nous  poserons 

7  '  y' 


et  /a  deuxième  réduite  sera  -.  On  tire  de  cette  équation 

_      7      _  7(^/374-3)  _  v/374-3 
*-^_3-      37-9     ""      4     • 

2  est  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  cette  valeur 
de  y  :  ainsi  nous  poserons 

4  24-3     11 
et  la  troisième  réduite  sera  T^^^ss -7-.  Cette  équation  donne 

Z:     4      ^4(s/37+5)_.v/374-5 
^      ^37_5        37—25  3      ' 

ce  qui  nous  montre  que  z  est  précisément  égale  à  la  quantité 
proposée  ;  de  sorte  que,  dans  lexpression  de  cette  quantité  en 
firaction  continue ,  les  quotients  incomplets  3,1  et  2  revien- 
dront périodiquement  et  à  Tinfini  ;  donc 

6  +  v^     .,1 
— ô — — ^i        î 
3  1+* 


1  + 


2  +  etc. 

3    4   11 
Nous  avons  vu  que  les  trois  premières  réduites  étaient  t  >  r»  -^  > 

1    1    «I 

,         .      ^     37   48   133  447  .    , . 
on  trouvera  pour  les  suivantes  77:,  tx,  -ôFj  ToT-LedéncMoama- 

teur  de  cette  dernière  différant  peu  de  142 ,  on  calculera  la 
limite  de  l'erreur  correspondante  par  la  règle  du  n*  409,  et  on 
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trouvera  pour  cette  limite  =  .  Il  faudra  donc 

passer  à  la  réduite  suivante  qui  étant  rrr  résout  la  question. 

41  i.  Une  fraction  continue,  dans  laquelle  une  ou  plu- 
sieurs fractions  intégrantes  reviennent  toujours  dans  le  même 
ordre,  se  nomme  une  fraction  continue  piaioDiQUE.  Elle  est 
périodiquthpure  si  la  période  commence  dès  Torigine  de  la  frac- 
tion, et  périodique-mixte  ^  s'il  n'en  est  pas  ainsi.  La  fraction 
continue,  que  nous  avons  obtenue  tout  à  l'heure ,  est  pério- 
dique-pure. 

412.  THÉoaiME  VL  Toute  fraction  continue  périodique  est 
une  des  racines  d'une  équation  du  deuxième  degré ,  à  coefficients 
rationneb. 

V  Supposons  que  la  fraction  continue  soit  périodique  pure , 
et  qu'on  ait ,  par  exemple , 

1 


+ 


«+i 


,  1 

a-f- 


1 


+ 


n+etc. 

représentons  par  j?  la  valeur  de  cette  fraction*  continue ,  je  dis 
que  Ton  aura 


'  X 


En  effet,  soient  ^  la  valeur  d'une  réduite  qui  serait  composée 

p       Q 
d'un  certain  nombre  de  périodes»  p;  et  ^  les  deux  fractions 
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convergentes  qui  la  précèdent  immédiatement,  on  aura 

R  _  Qn  +  P 
R'  ""  Q'n  +  F* 

Or,  si  k  représente  la  valeur  d*une  période,  on  obtiendra  la  va- 

V 

leur  de  la  réduite  ^  qui  contient  une  période  de  plus ,  en  chau* 

1  R 

géant  n  en  w  +  y.  dans  Texpression  de  |p,  de  sorte  que 

v_0(.4-^)+P      Bt^Q 
'■    ff(.+l)+P-~»*+«" 

V     R'  "^  R(R'A + Q)  ""  R  (R'A + Q)  ' 


et  partant 


R      V 

d'où  Ton  voit  que  ces  deux  réduites  yr-,  et  y;  tendent  à  devenir 

égales,  lorsque  le  nombre  des  périodes  qui  les  composent  tend 
à  devenir  plus  grand  que  toute  grandeur  assignable.  Ainsi  en 
désignant  Tune  par  Xi  et  Tautrc  par  Xt^x ,  on  aura  ar<=x^-i-|-8 , 
l  étant  une  variable  qui  a  zéro  pour  limite;  on  pourra  donc 
écrire 

« 

,   i 


1 


+ 


,      1 


Xt 0 

de  sorte  qu'en  appelante;  la  valeur  de  la  fraction  continue  to- 
tale, ou  la  limite  de  Xi,  on  aura  {Arith.^  257)  Téquation  [7]. 

N  M 

Cela  posé,  soient  ^,  la  valeur  de  la  période,  et  ^r,  la  fraction 

convergente  qui  la  précède  immédiatement,  on  aura  {Z96) 

N;r  +  M 
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équation  d  où  dépend  la  valeur  de  x.  En  chassant  le  dénomi- 
nateur et  en  transposant,  il  viendra 

,       N'ar»+(M'— N)a?— M  =  0  [8], 

ce  qui  prouve  que  la  valeur  d*une  fraction  eontinue  périodique 
pure  est  racine  d'une  équation  du  deuxième  degré  à  coefficients 
commensurabies. 

Cette  équation  ayant  une  permanence  et  une  variation ,  une 
de  ses  racines  est  négative  (255)  ;  ainsi  on  rejettera  cette  racine, 
et  l'autre  sera  la  valeur  de  la  fraction  continue  totale. 

Si  Ton  veut  revenir  de  la  fraction  continue  que  nous  avons 
trouvée  au  n"  410  à  la  valeur  d'où  elle  dérive,  on  posera 

2  +  î 
et,  en  formant  les  réduites  successives,  il  viendra 

1^      3      4      n       ll.r4-4 
0'     i'     T'      3'      '6X'\'i  ' 
partant  

^<^  +  4      ^       ,,  , fi  +  \/37 

^z.  X  m      G  OU      X  =        ■  ^ • 

3a: -1-1       ^*    ^^^    ^  3 

2*"  Admettons  maintenant  que  la  fraction  continue  commence 
par  quelques  termes  irréguliers ,  et  soit 


9  + 


,    1 


b  + 


n-f-- 


«+■ 


0  + 


+1 
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cette  fracticHi.  Appelons  y  sa  valeur  et  x  celle  de  la  partie  pério- 
dique :  nous  aurons 


,1 

V  A — 
'   X 


V 

Si  donc  on  désigne  par  ^,  la  valeur  de  la  partie  irrégulière  et 

par  jr,  la  réduite  précédente,  on  aura  (59S) 
mais  nous  venons  de  voir  que 

donc  en  éliminant  x  entre  cette  équatton,  qui  est  du  deuxième 
degré,  et  la  précédente,  où  x  n'entre  qu'au  premier,  il 
viendra  une  équation  du  deuxième  degré  en  y ,  à  coefficients 
rationnels  ;  ce  qui  achève  de  démontrer  notre  théorème* 

Comme  les  deux  racines  de  Téquation  finale  en  y  pourraient 
être  positives,  on  évitera  la  difficulté  qu'il  y  aurait  à  distinguer 
celle  qui  est  la  valeur  de  la  fraction  périodique-mixte,  en  cal- 
culant d'abord  la  racine  positive  de  l'équation  [8] ,  et  en  la 
substituant  ensuite  dans  l'équation  [9]. 

"^  413.  Théorème  YII. Réciproquement,  les  racines  incommen- 
surables d'une  équation  du  deuxième  degré  à  coefficients  ration^ 
nels  sont  exprimées  par  des  fractions  continues  périodiques. 

Je  considérerai  d'abord  une  équation  dont  les  racines  aient 
des  signes  contraires,  et  soit 

ûw^  +  fta?— c  =  0  [10} 

cette  équation,  les  coefficients  a  et  c  étant  des  nombres  entiers 
positifs,  et  b  un  nombre  entier  positif  ou  négatif. 
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Je  m'occuperai  d'abord  de  la  racine  positive  de  cette  équa- 
Uon  ;  son  expression  est 


en  représentant  par  n  le  nombre  entier  ft*  -f-  4ae.  Pour  déve- 
lopper cette  racine  en  fraction  continue,  je  chercherai  d'abord 
le  plus  grand  nombre  entier  qui  y  soit  contenu,  et  si  a  est  ce 
nombre,  je  poserai 

,   1 

et  il  s'agira  de  trouver  la  partie  entière  de  la  valeur  de  Xi,  Or, 

«-{ —  étant  une  radne  de  l'équation  [lOJ,  la  substitution  de 

cette  quantité  à  la  place  de  x  devra  vérifier  cette  équation ,  de 
sorte  qu'on  aura 

«('+i-J+*(«+i;)-*="' 

d'où  l'on  tirera  facilement 

(aa*  +  *«  —  ^)^i*  +  (^«  +  *)^i  +  a  =  0      [11]. 
Or,  si  l'on  substituait  les  deux  racines  de  cette  équation  dans  la 
relation  x=a-| — ,  on  obtiendrait  les  deux  racines  de  la  pro- 

Xi 

posée;  mais  ces  racines  sont  de  signes  contraires  donc  il  faut 
que  les  valeurs  de  Xi  soient  aussi  de  signes  contraires,  ei  que 
par  conséquent  le  premier  membre  de  l'équation  qui  les  déter^ 
mine  ait  une  variation  et  une  permanence  (255),  ce  qui  exige 
que  oœ*  -f*  ^^ — ^  ^'(  négatif,  puisque  a  >  0. 
Posons 

aa*-|-6« — c= — Oi,    et    2aa-j-i=: — 6i, 

fil  étant  un  nombre  entier  positif  et  bi  un  nombre  entier  de 
signe  quelconque.  L'équation  [1 1]  deviendra  ainsi 

«i^i*  +  biXi  —  a  as  0  [12]. 
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La  racine  positive  de  cette  équation  est 

car  il"  +  4aai = (2a«  -f-  *)' —  4«  (««*+  6x  —  c)  =  6*  4"^^<?  =  »• 
Soit  ai  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  cette  valeur 
de  Xi ,  on  posera 

et,  pour  déterminer  ^i,  on  substituera  cette  expression  de  Xt 
dans  réquation  [12] ,  ce  qui  donnera  une  nouvelle  équation 
que  Ton  ramènera  facilement  à  la  forme 

OiXi^  +  if  r,  —  ff,  =  0. 

-Cette  équation  a  ses  deux  racines  de  signes  contraires  et  ses 
coefficients  Of  et  ii  sont  liés  par  la  condition 

W  +  4«iaj  =  n  , 
comme  nous  l'avons  vu  tout  à  l'heure  pour  ceux  de  l'équa- 
tion [12]. 

La  répétition  du  même  calcul  conduira  évidemnaent  à  la 
suite  indéfinie  des  équations 

ax*  -{-bx  — c=0, 
aiXi*-\-  biXi —  a  =  0 , 

dont  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers  liés  entre  eux 
par  les  relations 

et  la  racine  positive  de  l'équation  [10]  a  pour  expression 

«j-f — 


«s-f- 


crg-[-eic. 
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Pour  démontrer  que  celte  fraction  continue  est  périodique ,  il 
sufQt  de  prouver  que  Tune  des  transformées  est  identique  avec 
l'une  de  celles  qui  la  précèdent ,  car  alors  ces  deux  équations 
auront  les  mêmes  racines. 
Or,  j'observe  qu*il  résulte  des  conditions  [13J,  que  les  coefB- 

cients  a ,  ffi ,  ffi ,  a, , .,.  sont  moindres  que  j,  et  que  les  valeurs  ab- 
solues de  b,  bi,  bi,  b^..,  sont  plus  petites  que  ^  :  par  conséquent 
si  Ton  désigne  par  A  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  j 

et  par  k  la  vaLur  entière  de  -f-  V^  »  on  voit  que  quand  on  aura 
obtenu  un  nombre  d'équations  au  plus  égal  à  2Ait  (  les  valeurs 
de  6 ,  &i ,  fti , . . .  peuvent  être  positives  ou  négatives) ,  la  transfor- 
mée suivante  aura  nécessairement  ses  deux  premiers  coefficients 
identiques  avec  les  deux  premiers  coefficients  de  Tune  des  équa- 
tions qui  la  précèdent  ;  car  en  écrivant  chacun  des  2k  nom- 
bres =bl,  ±:2,  rb3,...di2A;  successivement  à  la  droite  des  A 
nombres  1,  2,  3,...  A,  on  ne  peut  évidemment  former  que 2AA 
combinaisons.  Cola  étant ,  les  troisièmes  termes  de  ces  équa- 
tions seroiit  égaux,  puisqu'ils  doivent  satisbire  k  la  relation 
Ô*  +  4ac=».  Ainsi,  si  fl/+p=:a,,  et  6,^^  =  0^,  comme  on  doit 
avoir  6*^+^  -|-  iat^p^iOi+p  =  n  =  b\  -)-  iai^tO/ ,  il  en  résulte  que 
tfrf4.,-i=tf,-i  ;  de  socte  que  les  transformées  a^'^-j-  biXt — a^-i =0 
et  ai^\^p-\' bi^Tf^p  —  (l<-^^-l  sont  identiques.  Donc  la  ra- 
cine positive  de  l'équation  [10]  a  pour  expression  une  fraction 
continue  périodique. 

^^414.  Pour  s'assurer  que  la  racine  négative  jouit  de  la  même 
propriété,  on  changera  xea—x  dans  l'équation  proposée  ;  ce 
qui  donnera  la  transformée 

aa^ — bx  —  c  =  0; 

or,  la  racine  positive  de  cette  équation  est  développaUe  en  frac- 
tion continue  périodique,  donc  il  en  est  de  même  de  la  racine 
négative  de  la  proposée ,  puisque  ces  deux  racines  ont  la  même 
valeur  absolue. 
*  4  lu.  Considérons  maintenant  le  cas  où  les  deux  racines  de 
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l'équation  du  deuxième  degré  sont  positives  et  distinguons  deux 
cas,  selon  qu'elles  auront  U  même  partie  entière  ou  des  parties 
entières  différentes.  J'examine  d'abord  ce  deuxième  cas.  Si  on 
désigne  par  a  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  la  plus 
grande  des  deux  racines ,  celle-ci  sera  plus  grande  que  «,  mais 
l'autre  sera ,  au  contraire ,  moindre  que  a  ;  de  sorte  que  si  l'on 

pose  x=zoL-\ —  ^  Xi  devra  avoir  deux  valeurs,  l'une  positive  et 
plus  grande  que  l'unité,  et  l'autre  négative.  Si  donc ,  pour  dé- 
terminer ces  valeurs  de  âTi,  on  substitue  a  +  —  au  lieu  de  x 
dans  l'équation  proposée 

aa?  —  bX'\'C  =  0  [14], 

on  trouvera  une  équation  du  deuxième  degré  dont  les  racines 
seront  de  signes  contraires,  et  seront  par  conséquent  expri- 
mées par  deux  fractions  continues  périodiques ,  de  sorte  qu'en 
remplaçant  successivement  Xi  par  chacune  de  ces  valeurs  dans 

ot  -| — ,  on  obtiendra  deux  pareilles  fractions  pour  les  racines 

Xi 

de  l'équation  [14]. 
J'observerai  toutefois  que  la  plus  petite  sera  de  la  forme 

_1 

«1+ 


«t-j-etc. 

mais  il  est  facile  de  la  ramener  à  la  forme  ordinaire  ;  car  cette 
expression  revient  à 

Xx  a?i  Xi  '     X. 


.«—-=«—1+ 


a,— 


1+ 


(«.-!)+* 


«t+etc. 
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SI  «1  était  égal  à  Funité ,  je  poserais  a,  -^ —  =  y ,  et 

j*aurais 

a —  =a î— =  «—1-1-1 ÎLssot— i-L'-J— : 

"^  «i+etc.  'y 

de  sorte  que  l'expression  de  notre  racine  serait  alors 

1 


a  — 1  + 


(«.+  !) +  ^ 


«8+ etc. 


*  416.  Dans  le  deuxième  cas ,  où  les  deux  racines  de  l'équa- 
tion [14]  ont  la  même  partie  entière ,  j'appellerai  «  cette 

1 
partie  entière,  et  je  poserai  â?  =  a  -j — ,  et  la  transformée  en 

Xi  aura  ses  deux  racines  positives  et  plus  grandes  que  Tunité. 

Si  ces  racines  ont  encore  la  même  partie  entière  «i,  on  posera 

1 
â!*i=:aj-| — ,  et  réquation  en  x^  aura  encore  ses  racines  posi- 
tives et  plus  grandes  que  Tunité.  Mais  en  continuant  le  calcul 
des  équations  transformées  successives,  on  finira  par  arriver  à 
une  équation  dont  les  racines  n'auront  plus  la  même  partie  en« 
tière,  sans  quoi  les  racines  de  l'équation  [14]  seraient  égales , 
puisqu'elles  seraient  exprimées  par  la  même  fraction  continue. 
Les  racines  de  cette  dernière  transformée  seront  donc  des 
fractions  continues  périodiques,  et  par  conséquent  il  en  sera 
de  même  de  celles  de  la  proposée. 

*4i7.  Enfin ,  si  les  racines  de  l'équation  du  deuxième  degré 
sont  négatives,  on  y  changera  x  en  —  ;i;,  et  on  obtiendra  une 
transformée  dont  les  racines  seront  égales  et  de  signes  con- 
traires aux  siennes  ;  ce  qui  ramènera  au  cas  précédent. 

C'est  à  Lagrange  qu'est  dû  ce  l)eau  théorème,  mais  la  dé- 
monstration qu'il  en  a  donnée  est  moins  simple  que  la  précé- 
dente ,  qui  a  été  publiée  par  M.  Gérono  y  dans  les  Nouvelles 
annales  de  mathématiques, 

418.  Nous  terminerons  ce  que  nous  avions  à  dire  des  frac- 
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lions  continues,  en  montrant  comment  on  peut,  par  leur 
moyen,  obtenir,  sans  tâtonnements,  une  solution  entière  de 
réquation  du  premier  degré  à  deux  indéterminées 

Développons ,  en  effet,  le  rapport  ^  en  fraction  continue,  et 

formons  ensuite  toutes  les  réduites.  La  dernière  sera  précisé- 
ment T9  puisque  nous  avons  supposé  a  et  A  premiers  entre 

eux  (598)  Si  on  appelle  —  la  réduite  précédente,  on  aura, 
comme  on  sait  (397) , 

an  —  bm  =  zti. 

Or,  en  multipliant  tous  les  termes  de  ceite  identité  par  -f  A'  ou 

par  — A',  selon  que  son  second  membre  sera  -j- 1  ou  —  1 ,  il 

viendra 

±:ank::fbfnk  =  k; 

de  sorte  que  si  Ton  pose 

x  =  ±nk    et    y  =  qi»iA, 

réquation  proposée  sera  vérifiée.  On  aura  donc  ainsi  une  solu- 
tion de  cette  équation. 
Soit ,  par  exemple ,  réquation 

59 

En  réduisant  ^^  en  fraction  continue,  et  en  formant  ensuite  les 

réduites ,  on  trouvera 

1       2       5       7       26       59 
0*     l'     2'     3'     11'     2.V 

Comme  la  dernière  est  de  rang  impair,  on  a 

69.11— 26.26  =  — 1: 

je  multiplie  tous  les  termes  de  cette  identité  par  —7,  ce  qui 

donne 

25.26.7  — 59. 11.7  rr=  7; 
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donc  on  satisfera  à  la  proposée  en  posant  x  —  26.7  =  1 82 , 
et  y  =11. 7  =  77;  de  sorte  que  les  valeurs  générales  de  a;  et 
de  y  sont 

ar=  182  +  59/,    y  =  77 +  25/. 

410.  Cette  méthode  montre  que  \ équation  proposée  ne  sera 
soluble  en  nofnbres  entiers  ^  si  9^  et  h  ne  sont  pas  pretniers  entre 
eux  y  qu'autant  que  leur  plus  grand  commun  diviseur  divisera  k. 

En  effet,  si  on  a  a=a'd  et  6= é'd,  la  dernière  réduite  sera  ^,  ; 

de  sorte  qu'en  appelant   —  la  pénultième ,  on  aura 

a'n-6'»i  =  ±:l,    d'où    ±  a'»*  qr  6'iwA  =  *. 

Ou  posera  donc 

ax=dtia'nk    et    6y  =  :p  b'mk  ; 

ce  qui  donnera 

_.a'nk      _,fik        ^  b'mk  mk 

a  rf  -^      ^    b        ^  d 

Mais  m  et  n  élanl  deux  nombres  premiers  entre  eux ,  aucun  des 
facteurs  premiers  de  d  ne  peut  se  trouver  à  la  fois  dans  m  et 
dans  n;  donc  pour  que  x  et  y  soient  des  nombres  entiers ,  il 
faut  et  il  suffit  que  k  renferme  tous  les  facteurs  premiers  de  r/, 
c'est-à-dire  que  k  soit  divisible  par  d. 


CHAPITRE  XII. 


DES  LOGARITHMES  ET  DE  LEURS  APPLICATIONS. 


§  I.  DES  LOGARITHMES. 

4SU).  On  appelle  logarithmes  une  suite  de  nombres  en  pro* 
gression par  différence ^  commençant  par  zéro,  qui  correspond 
dent  y  terme  pour  terme  ^  à  une  pareille  suite  de  nonces  en 
progression  par  quotient,  commençant  par  l'unité.  Telle  est  la 
définition  que,  dans  Tarithmétique ,  on  donne  des  logarithmes 
(Arith.  j  280}  ;  on  y  démontre  en  outre  que  Ton  peut  prendre 
la  raison  de  cette  deuxième  progression  assez  peu  différente  de 
l'unité  f  pour  que  la  différence  entre  deux  quelconques  de  ses 
termes  consécutifs  soit  moindre  que  toute  grandeur  donnée 
(Arith,y  534) ,  de  sorte  que  les  termes  de  cette  progression  pré- 
senteraient toutes  les  nuances  de  la  grandeur ,  à  partir  de 
l'unité.  D'après  cela,  si  (;—l) et  r  désignent  deux  quantités 
aussi  petites  qu'on  peut  l'imaginer,  les  deux  progressions 

TT  ••  ••  •  q    •  a  *  •  Q    •  >•  •  q  •  q  •  q^  ••**••  q  ••••• 

formeront  un  système  de  logarithmes ,  et  le  terme  nr,  par 
exemple,  de  la  deuxième,  sera  le  logarithme  du  terme  it  4^^ 
lui  correspond  dans  la  première  *• 


*  Si  l'on  représente  par  a  la  différence  extrêmement  peUte  qui  existe 
entre  q  et  l'unité»  de  sorte  que  9=1+ a ,  et  que  Ton  pose  en  outre  r=acj 
les  deux  progressions  ci-dessus  deviendront 

4f :(l+«)-«:(l+«)-'î(i+«)-':l:(l+«)î(l+«)':(i+«)*:.... 

+.......    — 3«e    .  — 2«   .    — «    .0.     «     .    2a    .      8«. 


et  l'ensemble  de  ces  deux  progressions  formera  précisémenl  le  système  de 
logarithmes  que  NépersL  considéré,  et  qu'en  conséquence  M.  laeroix  a 
appelé  le  <yi(éme  tiépitien*  On  peut  donc  définir  et  système  de  logarithmes 
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AciueUement ,  si  Ton  pose  q  =  a''y  ce  qui  est  toujours  poc- 
fflUe ,  car  cela  revient  à  représenter  par  a  la  puissuice  du  degré 

*  de  g,  la  progression  par  quotient  deviendra 

^  ....  :  a-*-  :  a-»'  :  a-'  :  1  :  a'  :  a*-  :  o^....  :  a»*"  : .... 


en  disant  que  c'est  celui  dans  lequel  la  raison  de  la  progression  amthmé- 
tique  est  égale  à  la  différence  qui  existe  entre  la  raison  de  la  progression 
géométrique  et  Vunité, 

SI  ron  veut  calculer  la  base  du  système  de  logarithmes  népériens,  on  se 
rappellera  que  la  base  d'un  système  de  logarithmes  est  le  nombre  qui  a 
l'unité  pour  logarithme  (Arith.,  2SS*].  Or,  si  (n+l)  est  le  rang  qu'occupa 

Vuniié  dans  la  progression  •f0.«.2ec.3«c....,  on  aura  i=^net,  d'oik  «!•=*  • 

et  par  conséquent  le  terme  correspondant  de  la  progression  par  quoUent 

sera  (l+«r*  On  obtiendra  donc  la  valeur  de  la  base  0  du  système  népé« 

rien,  en  cherchant  la  limite  vers  laquelle  converge  la  quantité  (i4-«)"9 
lorsque  «  tend  vers  séro.  Pour  déterminer  celte  limite,  nous  remplace- 
rons a  par  -,  et  alors  e  sera  la  limite  de  la  quanUlé  (l  +   )  '  lorsqu'on 

y  suppose  n=o».  En  développant  cette  foncUon,  d'après  la  formule  du 
binôme ,  ce  qui  est  permis,  puisque  (n+t)  désignant  le  rang  que  1  occupe 
dans  la  progression  4-0.oe.2«.3oe....,  n  est  nécessairement  un  nombre  en- 
tier posiUr>  il  viendra 

\       fi/  i  .  À         3    .4    •..«         p,nr 

ou  bien,  en  divisant  chacun  des  p  facteurs  du  numérateur  du  terme  géné- 
ral parn^  etle  dénominateur  par  n^^ 

Mabitenant»  si  Ton  suppose  que  n  augmente,  les  termes  qui  ont  n  pour 
dénominateur  décroîtront ,  et  lorsque  n  deviendra  plus  grand  que  toute 
grandeur  assignable,  ces  termes  deviendront  plus  petits  que  toute  quan- 
tité donnée)  donc  la  limite  du  second  membre  de  Téqualion  précé- 
dente est 

1  +  ....  +  J  2  3^^+..... 

série  dans  laquelle  p  doit  recevoir  toutes  les  valeurs  entières  et  posiUves  1, 
2,  a.  4»  .#.  ;  mais  nous  avons  appelé  e  la  limite  du  premier  membre  ;  donc^ 
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Or,  ea  la  comparant  avec  la  progression  par  différence  c^des- 
sus ,  on  verra  que  le  logarithme  de  a**"  sera  nr^  c'est-à-dire 
l'exposant  même  dont  le  nombre  constant  a  est  affecté.  Ainsi 
nous  pourrons  débarrasser  la  définition  des  logarithmes  de 
toute  idée  de  progression ,  en  disant  que  le  logarithme  d'un 
fiombre  est  fexpasant  de  la  puissance  à  laquelle  il  faut  élever 
un  nombre  constant  a  pour  reproduire  ce  nombre.  Cette  nou- 
velle manière  d'envisager  les  logarithmes  étant  une  consé- 
quence de  l'idée  que  nous 'en  avons  donnée  plus  haut,  nous 
aurons  prouvé  que  ces  deux  définitions  sont  équivalentes,  si 
nous  démontrons  que  la  première  résume  aussi  de  la  deuxième. 
Or,  ia  chose  est  facile.  Désignons  en  effet  par  x  le  logarithme 
d'un  nombre  quelconque  ft,  nous  avons  <i^=^b^  et  si  nous 
donnons  à  x  toutes  les  valeurs  en  progression  par  différence, 
tant  positives  que  négatives,  dont  la  raison  serait  une  quan- 
tité r,  aussi  petite  que  l'on  voudra ,  nous  trouverons  pour  les 


ea  vertu  du  principe  foadamenlal  de  la  lliéorie  des  limites,  el  ea  donnant 
à  p  toutes  les  valeurs  ci-dessus,  U  viendra 

série  dont  la  loi  est  évidente  et  qui  se  compose  d'un  nombre  SoAnî  de 
termes  <,S8S]. 
Si  l'on  prend  pour  valeur  de  e  les  n  premiers  termes  de  cette  série ,  le 

premier  des  termes  qtie  l'on  négligera  étant  r-r-^ ,  l'erreur  que  l'on 

commettra  sera  plus  peUte  que 


1.3.8....fi'         I       1.2.3....(n— l)'n— 1  * 

n 

en  prenant,  par  exemple ,  pour  valeur  de  e  la  somme  des  treize  premiers 
termes  de  la  série ,  l'erreur  sera  moindre  que 

•  7K  <  0,00000  OOIOÎ. 


1.2.3.4.... 12    12 


Ainsi ,  on  sera  sûr  des  neuf  premières  décimales ,  et  on  trouvera 
^=-'2,71328  1828,  valeur  facile  k  retenir,  à  cause  de  la  période  1828. 
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valeurs  correspondantes  de  b  les  termes  de  la  progression  pur 
quotient 

Ed  la  comparant  avec  la  progression  par  différence 
^... — 3r. — 2r. — r.0.r.2r.3r 

formée  par  les  valeurs  de  x^  on  reconnaît  que  le  logarithme 
d'un  nombre  est  le  terme  d'une  progression  par  différence , 
commençant  par  zéro,  qui  correspond  à  ce  nombre  placé  dans 
une  progression  par  quotient,  comoiençant  par  l'unité. 

491.  Désormais  nous  dirons  que  le  logarithme  d'un  nombre 
est  l'exposant  de  la  puissance  à  laquelle  H  faut  élever  dn  nom- 
BBE  INVABIABLB  POSITIF ,  ST  AUTRE  QUE  l'unité  ,  pour  reproduire 
.  ce  nombre ,  et  nous  appellerons  système  de  LOGARrniMBS  la  série 
des  logarithmes  de  tous  les  nombres  possibles ,  pour  une  valeur 
particulière  de  ce  nombre  invariable ,  que  Von  nomme  la  base 
de  ce  système.  Ainsi  un  même  nombre  peut  avoir  une  infinité 
de  logarithmes  (Arith, ,  986  *}. 

422.  Dans  tout  système  de  logarithmes  ^  le  logarithme  de  la 
base  est  l'unité  {Anth.,  286^)  et  celui  de  l'unité  est  zéro.  En 
effet ,  soit  fait  &  =  a,  dans  l'équation  a'=  b.  On  aura  01^=0^ 
équation  qui  ne  peut  être  vérifiée  que  par  a;  =  1  ;  mais  dans 
l'équation  0^=0,  x  désigne  le  logarithme  de  a;  donc  loga=l. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  b  soit  égal  à  l'unité,  on  aura 
a^=rzt,  ce  qui  ne  peut  être,  à  moins  que  x  ne  soit  égal  à  0; 
mais  dans  l'équation  a*  =  1,  â?  représente  le  logarithme  de  1  ; 
donc  log  t  =  0. 

423.  Nous  allons  ndaintenant  établir  les  propriétés  des  loga- 
rithmes, en  partant  de  la  définition  algébrique  que  nous  venons 
d*en  donner  ;  mais  coumie  cette  définition  suppose  qu'en  éle- 
vant un  nombre  constant  à  des  puis^^ances  convenables,  on  peut 
reproduire  tous  les  nombres  possibles ,  il  sera  bon  de  démon- 
trer directement  la  vérité  de  ce  principe.  Pour  cela,  nous  com- 
mencerons par  prouver  que  si  Con  fait  croItbb  Vexposant  x 

c.  2! 
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d'uni  numière  eimêinue  la  fonction  a*  YAKiifti  ausH  d'une  nuir 
mère  continue. 

Pour  y  parvenir,  je  donne  à  x  une  valeur  quelconque  m ,  et 
je  vais  démontrer  d'abord  que  Ton  pourra  toujours  trouver  un 

nombre  entier  n  assez  grand  pour  qu'en  fiûsant  a? = m  -f-  -  9 

la  différence  entre  a**  et  cT^  soit  moindre  que  toute  grandeur 
assignable  & 

V  Soit  a>l,  je  dis  donc  que  Ton  peut  satisfiûre  k  l'iné- 
galité 

a    •— flr<«. 

En  effet,  en  divisant  les  deux  membres  de  cette  inégalité  par 
a**,  on  trouvera 

d'où  l'on  tire 

et  il  sera  toujours  possible  de  satisfaire  à  cette  inégalité  par  une 
valeur  entière  de  n,  car  1  +3»>  1 9  ^t  on  sait  que  les  pui$^ 

sances  successives  d'une  quantité  plus  grande  que  l'unité  sont 
de  plus  en  plus  grandes  et  croissent  au  delà  de  toute  limite 
{Arith.,  581). 

2«  Soit  a  <  1 ,  je  dis  que  Ton  pourra  encore  vérifier  l'iné- 
galité 

a'^  —  a    •<8; 
car  on  en  tirera  facilement 

(»-Jî)"<''' 

Or  f  1 — ^  j  <  1 ,  et  on  sait  que  les  puissances  successives  tFune 

quantité  moindre  que  Vunité  sont  déplus  en  plus  petites^  et  omt 
Méropour  limite  {Arith.^  859). 
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Cela  posé,  partageons  Tunité  en  n  parties  égales,  et  donnons 
successivement  à  œ  les  valeurs 

12      3 
les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  <f  seront 

I  11  8^ 

1,    fl?,    (f,    a*, 


et  on  voit ,  d'après  ce  qui  précède ,  qu'en  prenant  n  suffisam- 
naent  grand  on  pourra  rendre  la  difiérence  entre  une  quel- 
conque de  ces  valeurs  et  la  suivante  moindre  que  toute  gran- 
deur donnée ,  de  sorte  que  si  Ton  conçoit  que  x  croisse  d'une 
manière  continue  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini,  et  que  a  soit  >>  1 , 
la  fonction  a"  croîtra  aussi  d'une  manière  continue  depuis 
l'unité  jusqu'à  Tinfini ,  sans  quoi  elle  devrait  passer  brusque- 
ment d'une  valeur  à  une  autre  qui  en  difiérerait  d'une  quantité 
finie,  ce  qui  est  absurde,  puisque  la  variation  de  cette  fonction 
peut  être  rendue  moindre  que  toute  grandeur  donnée.  Donc  on 
reproduira  ainsi  tous  les  nombres  plus  grands  que  l'unité. 
Si  maintenant  on  donne  à  â?  les  valeurs  successives 

0      -1       _?       _§ 

'        n^        n'        n' 
les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  ef  seront 

1\*      /1\*      /l^^ 


et,  en  prenant  n  suffisamment  grand,  on  pourra  rendre  la  diffé- 
rence entre  une  quelconque  de  ces  valeurs  et  la  suivante  moin- 
dre que  toute  grandeur  donnée  ;  d'où  il  suit  que  si  Ton  conçoit 
que  X  croisse  négativement  d'une  manière  continue  depuis  zéro 
jusqu'à  l'infini  négatif,  a  étant  toujours  >  1,  la  fonction  a*  dé- 
croîtra d'une  manière  continue  depuis  l'unité  jusqu'à  zéro; 
donc  on  reproduira  ainsi  tous  les  nombres  plus  petits  que  l'unité. 
Observons  que  la  fonction  a*  ne  se  réduit  à  zéro  que  pour 
â7n— «D ,  de  sorte  que  le  logarithme  de  aéro  est  V infini  négu'» 
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Hf^  quand  la  base  est  plus  gratide  que  Vunité ,  ce  qui  veut  dire 
que  quand  une  fraction  tend  vers  zéro,  son  logarithme  est  né- 
gatif et  croit  au  delà  de  toute  limite. 

Si  a  est  plus  petit  que  Tunité,  on  verra,  en  reprenant  les  rai- 
sonnements qui  précèdent,  qu'en  faisant  croître  x  depuis  zéro 
jusqu'à  rinfini  positif,  la  fonction  a*  prendra  toutes  les  valeurs 
inférieures  à  l'unité,  et  qu'elle  deviendra  successivement  égale  à 
tous  les  nombres  plus  grands  que  1 ,  quand  x  croîtra  négative- 
ment depuis  zéro  jusqu'à  —  qo  . 

494.  Il  est  important  d'observer  que  la  base  d'un  système  de 
logarithmes  doit  être  nécessairement  un  nombre  positif  autre 
que  Vunité,  Supposons,  en  effet,  que  a  soit  une  quantité  négative 
dont  la  valeur  absolue  est  différente  de  1  ;  si  on  fcdt  successive* 

ment  x = s — r-r ,  =  -s— fr»  =    c^  >  1»  fonction  of  aura  une 
2n-[-l'      2n+l  2n    ' 

valeur  réelle  et  positive,  dans  le  premier  cas  ;  réelle  et  négative 

dans  le  deuxième ,  et  imaginaire  dans  le  troisième ,  de  sorte 

qu'en  donnant  à  ^  des  valeurs  suffisamment  rapprochées,  elle 

prendra  des  valeurs  absolues,  dont  chacune  différera  de  la 

précédente  d'aussi  peu  que  l'on  voudra ,  mais  cette  fonction 

passera  brusquement  du  positif  au  négatif  et  à  l'imaginaire. 

Ainsi ,  quand  on  fera  croître  x  d'une  manièfe  continue,  la 

fonction  a'  prendra  une  suite  de  valeurs  discontinues ,  et  par 

conséquent  ne   pourra  point  reproduire  tous  les  nombres 

possibles. 

a  ne  peut  pas  non  plus  être  égale  à  l'unité,  puisque  toutes  les 
puissances  de  -|- 1  sont  égales  à  4- 1 . 

41ttt.  La  base  d'un  système  de  logarithmes  étant  nécessaire- 
ment positive,  on  voit  que  la  fonction  a*  ne  pourra  donner  des 
nombres  négatifs,  que  si  l'on  assigne  à  x  des  valeurs  fraction- 
naires, dont  le  dénominateur  sera  un  nombre  pair  ;  mais  alors 
cette  fonction  serait  encore  discontinue,  de  sorte  que  tous  les 
nombres  négatife  ne  peuvent  pas  avoir  des  logarithmes.  En 
conséquence  on  a  rgelé  ces  logarithmes  et  on  les  a  considérés 
comme  des  expressions  imagitiaires  ;  ainsi  si  une  question  con- 
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duit  àpretulre  le  logarithme  d'une  qftanlité  négative^  nous  can- 
elunms  qu'elle  est  impossible. 

490.  Notre  définition  des  logarithmes  (491)  étant  complète- 
ment justifiée,  nous  allons  examiner  les  propriétés  qui  en  dé- 
coulent. 

Soient  6,  b\  b",..  des  nombres  quelconques  et  x^  x\  af... 
leurs  logarithmes  respectifs,  dans  le  système  dont  la  base  est  a; 
nous  aurons  les  équations 

a-=6,    o*'  =  ft',    ar^=V',... 

et  si  nous  les  multiplions  membre  à  membre,  il  viendra  (989) 

Mais,  d'après  la  définition  des  logarithmes,  j;-f  â;'-f  j/^-f~—  ^^^ 
le  logarithme  du  nombre  bVlf\..\  d'un  autre  côté,  x^  af^  x".,. 
sont  les  logarithmes  respectifs  des  nombres  6,  b\  b^,.,;  donc 

logWT...  =  logft  +  logy  +  logft"+... 

Donc  te  logarithme  d'un  produit  de  plusieurs  facteurs  est  égal  à 
la  somme  des  logarithmes  de  ces  facteurs. 
Si  on  divise  membre  à  membre  les  équations 

•         a'  =  b    et    ar'  =  b\ 
on  trouvera 

_b 
"F 

Ainsi  {X — af)  est  le  logarithme  de  -j%  ;  donc  le  logarithme  du 

quotient  de  la  division  de  deux  nombres  est  égal  au  logarithme 
du  dividende  moins  le  logarithme  du  diviseur. 

Si  on  élève  à  la  puissance  m  les  deux  membres  de  Téquation 

af^=zb^    il  viendra    a**  =  6*, 

ce  qui  exprime  que  mx  est  le  logarithme  de  ft"*;  donc  le  loga- 
rithme  d'une  puissance  quelconque  d*un  nombre  est  égal  au  pro- 
duit du  logarithme  de  ce  nombre  par  V exposant  de  cette  puis- 
sance. 
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On  verra  de  même  que  de  l'équation 

a's=:b^    on  tire    a*=Vô, 

et  qu'en  conséquence  k  logarithme  Swm  raeiiie  qwtcanque 
d*un  nombre  est  égal  au  logarithme  de  ce  nombre  divisé  par  l'in^ 
diee  de  cette  racine. 

497.  Ces  principes  établis,  il  faut»  pour  en  tirer  parti,  con- 
struire une  table  de  logarithmes.  On  appelle  aimi  im  tableau  à 
deux  colonnes^  telles  que  dans  la  première  se  trouve  la  suite  na- 
turelle des  nombres  entiers  1,2,3,  4^...jusqu^à  une  certaine 
limite,  et  à  eôté^  dans  la  deuxième^  sont  leurs  logarithmes, 

Pourfixer  les  idées ,nou8Supposerons  que  l'on  prenne  le  nombre 
10  pour  la  base  du  système  de  logarithmes  à  construire,  que  la 
table  doive  s'étendre,  comme  celle  de  Callet,  jusqu'à  108000  et 
donner  chaquelogarithmeàmoinsd'undemi-dix-miilionième.  Je 
remarquerai  d'abord  que  l'on  devra  se  borner  à  calculer  les  lo- 
garithmes de  tous  les  nombres  premiers  moindres  que  108000, 
puisque  le  logarithme  du  produit  de  plusieurs  facteurs  étant 
égal  à  la  somme  des  logarithmes  de  ces  facteurs,  on  obtiendra 
le  logarithme  d'un  nombre  composé  quelconque^  en  faisant  la 
somme  des  logarithmes  de  ses  facteurs  premiers.  Hais ,  pour 
avoir  ces  logarithmes  des  nombres  composés,  fiiacun  à  moins 
d'une  demi-unité  du  septième  ordre  décimal ,  avec  quel  degré 
d'approximation  faut-il  calculer  ceux  des  nombres  premiers? 
J'observe  que  la  puissance  de  2 ,  qui  est  immédiatement  infé- 
rieure à  108000,  est  la  seizième,  de  sorte  qu'un  nombre  qui  ne 
surpasse  pas  108000  renferme  au  plus  16  facteurs  premiers; 
donc,  pour  que  son  logarithme  ne  soit  pas  fautif  d'un  demi-dix- 
millionième  ,  il  suffira  que  ceux  de  ses  facteurs  premiers  ne  le 
soient  pas  de  la  seizième  partie  d'un  demi-dix-millionième , 

c'estrà-dîre  de  3oqqqqqqq'  Or  cette  quantité  est  plus  grande  que 

0,000000003  :  en  conséquence  on  calculera  les  logarithmes  de 
tous  les  nombres  premiers,  chacun  à  moins  de  trois  unités  du 
neuvième  ordre  décimal,  et  on  sera  sûr  que  ceux  des  nombres 
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oonposési  qai  ne  surpassent  pas  106000,  ne  seront  pas  fautifs 
d'un  demi-dix-milUonième.  Quand  tous  ces  calculs  seront  effec- 
tués ^  on  supprimera  les  chiffres  décimaux ,  qui  seront  d'un 
ordre  inférieur  au  septième,  en  ayant  soin  de  forcer  l'unité  sur 
oeIui*d ,  quand  il  y  aura  lieu ,  et  la  table  demandée  sera  con- 
struite^  La  question  se  trouve  actuellement  ramenée  à  résoudre 

10»=6, 

dans  laquelle  h  recevra  successivement  pour  valeurs  tous  les 
nombres  premiers  moindres  que  108000,  à  Texception  de  5,  et 
à  calculer  dans  chacune  de  ces  équations  la  valeur  de  Xy  à  moins, 
de  trois  unités  du  neuvième  ordre  décimal. 

Nous  exceptons  le  nombre  5,  parce  que  Ton  obtiendra  son  lo- 
garithme en  retranchant  le  logarithme  de  2  de  celui  de  10  (426), 
lequel  est  égal  à  l'unité  (492). 

428.  Il  convient  donc  de  nous  occuper  de  la  résolution  de 
l'équation  précédente  ;  mais  pour  plus  de  généralité  nous  con- 
sidérerons l'équation 

ar=b  [1], 

dans  laquelle  a  eXb  représentent  deux  nombres  positifs  quel- 
conques. 11  peut  se  présenter  deux  cas  principaux,  suivant  que 
a  sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  l'unité. 

Si  a>>  1 ,  b  pourra  être  ou  plus  grand  que  1  ou  plus  petit 
que  1  ;  et  s'il  est  >  1 ,  il  pourra  être  ou  ^a  ou  <Ca. 

Si  a  •<  1 1  6  pourra  aussi  être  plus  petit  que  1 ,  ou  >  1  ;  et  si  6 
est  plus  petit  que  1,  il  pourra  être  ou  <C^  ou  >a.  Nous  aurons 
donc  en  tout  six  cas  à  examiner.  Us  sont  compris  dans  le  tableau 
suivant  : 

a>\\    -^    \b<a         a<\\    ^    \b>a 


b<\ 

P'Cas.  a>l,  ft>a. 

Je  remarque  d'abord  que,  dans  tous  les  cas,  l'équation  [1]  ne 
pourra  être  vérifiée  que  par  une  seule  valeur  réelle  de  x^  puis- 
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que  nous  avons  démontré  que  si  x  croissait  d*une  manière 
continue,  la  fonction  af  croissait  ou  décroissait  d'une  manière 
continue f  selon  que  a>  t  ou  <  1.  Ainsi,  lorsque  x  passera 
par  tous  les  états  de  grandeur  compris  entre  —  oo  et  -f-  «> ,  il  y 
aura  un  instant  et  un  seul  où  la  fonction  a'  sera  égale  à  6. 

Cela  posé,  il  est  évident  que  si  nous  pouvons  développer  la 
valeur  de  l'inconnue  x  en  fraction  continue,  nous  calculerons 
ensuite  cette  valeur  avec  tel  degré  d'approximation  que  nous 
voudrons ,  de  sorte  que  le  problème  que  nous  nous  sommes 
proposé  sera  résolu.  Je  cherche  donc  à  déterminer  le  plus 
grand  nombre  entier  contenu  dans  x  (389),  et,  pour  cela,  je 
substitue  dans  l'équation  [1] ,  à  la  place  de  Xj  la  suite  naturelle 
des  nombres  entiers  1,2,3,4...'^,  jusqu'à  ce  que  je  parvienne 
à  deux  nombres  consécutifs  n  et  n^-l*  tels  que  Ton  ait  a^<ib 
et  a"^^  >  6 ,  et  j'en  conclus  que  ta  valeur  de  x  étant  comprise 
entre  n  et  n  -|- 1 ,  n  sera  le  plus  grand  nombre  entier  contenu 
dans  X,  On  posera  donc 

,  1 
x  =  n-] — , 

y 

et  il  s'agira  de  déterminer  le  plus  grand  nombre  entier  contenu 
dans  y.  Cette  valeur  de  x  devant  vérifier  l'équation  [1] ,  nous 
aurons ,  en  Ty  substituant , 


équation  d'où  on  tirera  successivement 

a»=^,  etc«'  =  a  [2], 

en  posant,  pour  abréger,  — =ir.  Or,  cette  équation  est  de  la 
même  forme  que  la  proposée,  car  a*  étant  <6,  c  =  -;;>t ,  et 

a*"*-*  étant  > 6,  on  voit  que  a>— =c.  On  déterminera  donc 

— ^— ^^-^— ^— ^— ^^ —  -  ■  I  ■   j  ■  ■     -  — . — . — 

*  le  ne  fais  pas  x=0 ,  parce  que  a  étant  supposé  plus  petit  que  h ,  Il  est 
clair  que  «  est  >  i. 
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la  partie  entière  de  la  valeur  de  y,  comme  on  a  obtenu  le  plus 
grand  nombre  entier  contenu  dans  Xy  en  substituant  dans  l'é- 
quation [2],  à  la  place  dé  y,  la  suite  naturelle  des  nombres  en- 
tiers 1»  2,  3,.-.  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  deux  nombres 
consécutifs  p  eip  +  l  tels  que  Ton  ait  e'<a  et  c^*>a,  et 
alors ,  y  étant  comprise  entre  ces  deux  nombres,  on  posera 

.  1 

(on  n'a  pas  Cpit  y=0,  parce  que  cette  quantité  est^  1,  puisque 
-  représente  une  quantité  plus  petite  que  l'unité). 

y 

On  substituera  donc  cette  valeur  de  y  dans  l'équation  [2],  et, 
en  posant  pour  abréger  -^  =  d ,  on  trouvera 

d'  =  e, 

équation  sur  laquelle  on  agira,  comme  sur  les  deux  précé- 
dentes, et  ainsi  de  suite,  ce  qui  conduira  à  une  suite  de  valeurs 
telles  que 

En  remontant  ensuite  à  la  valeur  de  â?.,  on  trouvera  que  cette 
inconnue  est  exprimée  par  la  fraction  continue 

Ç  + 


r  +  etc. 

2'  Cas.  a>l,  5>1,  &<a.  En  faisant  dans  le  premier 
membre  de  l'équation  [1] , 

a:  =  0,    on  trouve    1  <  6, 

af  =  l,  «>*; 

donc  la  valeur  de  x  est  comprise  entre  zéro  et  l'unité ,  et  est 
ainsi  moindre  que  l'unité.  On  posera  donc 

1 

y 
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ce  qui  donnera»  en  substituant  dans  [1] , 

c»  =  &,    d'où    6».=  a. 

Or  i>  1  et  a;>  fr  ;  ainsi  oette  équation  rentre  dans  le  cas  pré* 
cèdent,  de  sorte  qu'il  est  inutile  de  s'y  arrêter* 

3*  Cas*  a>  1,  6<  1.  Si  on  fiût  croître  Of  depuis  aéro  jusqu'à 
l'infini  positif,  a*  croîtra  aussi  depuis  1  jusqu'à  l'infini,  et  par 
conséquent  cette  fonction  ne  deviendra  pas  égale  à  A.  Donc 
la  valeur  de  a?  est  négative.  En  conséquence ,  je  pose 

a:  =  — y, 
ce  qui  donne 

a-^  =  ft,    ou  bien    -i  =  fc,    d'où    a*  =  T. 

Or,  a  >  1  et  ^  est  aussi  >  1  ;  donc  cette  équation  rentre  dans 

le  premier  ou  dans  le  deuxième  cas. 

4*  Cas.  a<  1,  6<a.  Si  on  fait  croître  x  depuis  zéro  jusqu'à 
l'infini  positif,  la  fonction  a*  décroîtra  depuis  1  jusqu'à  zéro, 
et  deviendra  par  conséquent  égale  à  b.  Je  substituerai  donc  à 
la  place  de  x,  dans  Téquation  [1],  la  suite  naturelle  des  nombres 
entiers  0, 1 , 2, 3, 4,...  jusqu'à  ce  que  je  parvienne  à  deux  nom- 
bres consécutifs  n  et  n  -|- 1  tels  que  l'on  ait  a"  >  &  et  ar^  <  b, 
et  l'on  saura  alors  que,  x  étant  comprise  entre  n  et  (n  -f-  l}f  sa 
valeur  est  de  la  forme 

x  =  nA — , 

y  étant  >  1.  En  substituant  cette  valeur  de  x  dans  l'équation 
[1] ,  il  viendra 

a^=by    d'où    (^  =  a, 

en  posant  -^=0.  Or  cette  équation  est  de  même  forme  que  la 

b 
proposée,  car  de  flr>é  et  de  <r-^*<6,  on  tire  l>-^asc,  et 


;-; = c.  On  la  traitera  donc  comme  la  proposée, 


suite. 


r — 
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5*  Cas.  a<l,  &<1,  &>a.  On  ramènera  ce  cinquiàme  cas  au 
quatrième,  de  même  qu'on  a  ramené  le  deuxième  au  premier. 

6*  Cas.  a<l ,  &>>1 .  On  verra,  comme  dans  le  troisième  cas, 
que  la  valeur  de  a?  est  négative,  et  que  la  résolution  de  Téqua- 
tion  0*= 6  rentrera  dans  le  quatrième  ou  dans  le  cinquième  cas. 

488.  La  valeur  de  x  étant  exprimée  par  une  fraction  con- 
tinue, il  est  intéressant  de  savoir  si  cette  fraction  continue  sera 
composée  d'un  nombre  limité  ou  d'un  nombre  illimité  de  frac- 
tions intégrantes.  Le  premier  cas  aura  lieu  si  la  valeur  de  x  est 
commensurable ,  et  le  deuxième  si  elle  est  incommensurable 
(395  et  596).  Cherchons  donc  quelles  sont  les  conditions  néces- 
Maires  et  suffisantes  pour  que  la  valeur  de  x  qui  vérifie  l'équation 
a*=b  5otï  commensurable. 

Nous  nous  bornerons  à  examiner  les  deux  cas  où,  a  étant  un 
nombre  entier,  b  sera  une  quantité  commensurable  plus  grande 
ou  plus  petite  que  l'unité. 

Dans  le  premier  cas,  la  valeur  de  x  sera  positive,  et,  si  on  la 

suppose  commensurable,  on  pourra  la  représenter  par  la  frac- 

m 
tion  irréductible  — .  On  aura  donc  alors 

n 

m 

a*  =  ft,    d'où    ûT  =  6*. 

Or  cette  équation  prouve  d'abord  que  b  est  nécessairement  un 
nombre  entier,  puisque  les  puissances  d'une  expression  frac- 
tionnaire irréductible  sont  irréductibles;  ensuite  que  a  et  6  doi- 
vent être  composés  des  mêmes  facteurs  premiers,  sans  quoi  un 
même  nombre  pourrait  être  décomposé  en  deux  systèmes  de 
facteurs  premiers ,  ce  qui  est  impossible  ;  soient  donc 

a  =frq>ri    et    b= p^q^i^^ 

en  appelant  p,  g,  r  les  facteurs  premiers  de  a  et  de  6  ;  l'égalité 
précédente  oT  ==  6**  deviendra  ainsi 

ce  qui  exige  {Arith.^  8tt).qu6 
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égalités  (l*où  l'on  tire 

Ainsi  lorsque  a  est  un  nombre  entier^  et  que  b  est  une  quantité 
rationnelle  plus  grande  que  l'unité,  pour  que  x  soit  eommensu- 
rable ,  il  faut  que  b  soit  un  nombre  entier ,  ^ti '»7  soit  composé 
des  mêmes  facteurs  premiers  que  a,  et  que  les  exposants  de  ses 
facteurs  premiers  soient  proportionnels  à  ceux  de  a. 
Ces  conditions  sont  suffisantes ,  car  si  a  étant  de  la  forme 

a  =r  p*g^T,    on  a    b  =|)**y*V*ï, 

m  étant  un  nombre  entier  positif,  il  est  clair  que  l'on  satisfera  à 
l'équation  a*  =:  6,  en  posant  a:  =  m. 

Dans  le  deuxième  cas ,  où  ft  est  une  fraction  irréductible  ^ 

d 

plus  petite  que  l'unité ,  la  valeur  de  x  est  négative ,  et ,  en  la 

supposant  commensurable,  on  pourra  la  représenter  par , 

de  sorte  qu'on  aura 

--     <7  le* 

a  * = 3,    d'où  l'on  tire    -^  =  31. 

Mais  deux  fractions  irréductibles  ne  peuvent  pas  être  égales , 
sans  être  identiques  ;  donc 

c*  =  1    et    d»  =  a*. 

La  première  de  ces  deux  égalités  donne  <r = 1 ,  et  la  deuxième 
exige  que  d  soit  composé  des  mêmes  facteurs  premiers  que  a  et 
que  les  exposants  de  ses  fecteurs  premiers  soient  proportion- 
nels à  ceux  de  a,  et  qu'ainsi  a  étant  égal  àp*^^,  b  =  «wu,ii>>y«n* 

On  prouverait,  comme  tout  à  l'heure,  que  ces  conditions  sont 
suffisantes. 

430.  Il  suit  de  là  que,  dans  le  système  de  logarithmes  vul- 
gaires oude  BaiGGs'^,  c'est-à-dire  dans  le  système  dont  la  base  est 

"  C'est  Briggtqui,iUT  l'invUaUon  de  Néper,  l'inventeur  des  logarithmes, 
a  calculé  le  premier  une  table  de  logarithmes  correspondants  à  la  base  10. 
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10,  il  n'y  a  que  les  puissances  de  10  qui  aient  leurs  logaritkfnes 
commensurahlesj  car  puisque  10=2.5,  si  b  est  plus  grand  que 
ruuité,  on  doit  avoir  fr  ==2**.  5**=10*;  et  si  b  est  moindre  que 

Tunité ,  il  faut  que  b  =  =  10^. 

4r>i.  Lorsqu'on  a  construit  une  table  de  logarithmes  pour 
une  certaine  base  a,  on  peut,  sans  recommencer  tous  les  calculs 
que  l'on  a  faits ,  obtenir  un  nouveau  système  de  logarithmes 
correspondants  à  une  autre  base  À.  Désignons,  en  effet,  par  x  le 
logarithme  d'un  nombre  quelconque  n  dans  le  nouveau  sys- 
tème ;  on  aura 

A*  =  n; 

et  si  on  prend  les  logarithmes  des  deux  membres  de  cette  équa- 
tion, dans  le  système  connu,  il  viendra 

or  log  A  =  log  n , 
d*où 

Ainsi ,  pour  passer  éPun  système  de  logarithmes  à  un  autre ,  il 
faut  multiplier  chacun  des  logarithmes  du  premier  système  par 
une  fraction^  dont  le  numérateur  est  l'unité ^  et  qui  a  pour  dé- 
nominateur le  logarithme  de  la  nouvelle  base,  pris  dans  Fan- 
den  système.  Cette  fraction  se  nomme  le  module  {Anth.,  858). 
Pour  faciliter  ces  calculs,  on  commencera  par  réduire  la  frac- 
tion j — j-  en  décimales,  puis  on  formera  les  neuf  premiers  mul- 
tiples du  résultat ,  ce  qui  ramènera  nos  multiplications  à  de 
simples  additions,  qui  se  feront  très-rapidement;  car,  si  l'on 
veut  avoir  x  à  moins  d*une  unité  du  septième  ordre  décimal , 
par  exemple,  on  calculera  ces  neuf  multiples  du  module,  cha- 
cun à  moins  d'une  demi-unité  du  huitième  ordre  décimal ,  et 
comme  on  ne  devra  conserver  que  huit  décimales,  dans 
chaque  produit  partiel ,  chacun  de  ces  produits  renfermera  en 
général  un  chiffre  significatif  de  moins  que  le  précédent.  Snp- 
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posons,  par  exemple,  que  l'ou  veuille  calculer  le  logarithme  de 
7  dans  le  système  dont  la  base  est  2,71S28  18S8  (le  système 
népérien,  note  du  n*  430).  Le  logarithme  de  cette  baM  est 

0,43429  4482  et  par  conséquenl  le  module  est  nMioâ~4Wi 
=  3,30358  5093  ;  ainsi  il  ftudra  multiplier  ce  nonabre  par  le  lo- 
garithme de  7,  e'eet-è-dire  par  0,8450980;  on  devra  dot»  addi- 
tionner les  huitième,  quatrième,  cinquième,  neuvième  et  hui- 
tième multiples  du  module ,  mais  après  y  avoir  recula  Ir  virgule 
de  un,  deux,  (rois,  cinq,  six  rangs  vers  la  gauche,  puisque  les 
chiffres  8,  4,  5,  9  et  8  représentent  respectivement  des  unités 
décimales  du  premier,  deuxième,  troisième,  cinquième  et 
àxiëme  ordre;  et,  pour  ne  conserver  que  huit  décimales  dans 
tous  ces  produits  partiels ,  on  supprimera  dans  chacun  autant 
de  chiffires  à  droite  que  la  virgule  aura  reculé  de  rangs  vers  la 
gauche ,  de  sorte  que  le  dernier  de  ces  produits  ne  renfermera 
que  quatre  chiffres  signiBcatifs.  On  trouvera  ainsi  : 

ProduitparO.S 1,84206  807 

0,04 0,09210  340 

0,005 0,01151  293 

0,00009 0,00020  723 

0,000008 0,00001  842 

1,94591  005 

Ainsi  le  logarithme  demandé  est  1,9459101- 

4S3.  Pour  donner  un  exemple  del'application  de  la  méthode 
que  nous  avons  exposée  plus  haut  pour  résoudre  l'équation 
0*=  b ,  nous  allons  eaieul«r  k  logarithme  vulgaire  de  2  à  moins 
d'un  dix^millième.  Il  s'agira  donc  de  résoudre  l'équation 

10-  =  2, 

et  le  dénominateur  de  la  réduite  à  laquelle  on  s'arrêtera  diSé- 
»ra  peu  de  \/Ï0ÔÔ5  =  100  (40B). 
En  BubatltuRQt,  dans  le  premier  membre  de  o«tte  équatioQt 
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la  suite  natarelle  des  nombres  0, 1, 2,...  on  trouvera  que 

07  =  0    donne     1<2, 
x  =  l  10>2, 

de  sorte  que  la  valeur  de  x  est  moindre  que  1  ;  on  posera  donc 


ce  qui  donnera 


1 

y 


10»  =  2,    d'où    2»=  10. 


En  substituant ,  dans  le  premier  membre  de  cette  équation,  la 
suite  naturelle  des  nombres  1,  2,  3,.- •  on  trouvera  que 

y  =  l  donne     2<10, 

y  =  2  4<10, 

y=s8  8<10, 

ysc4  16>10; 

ainsi  la  valeur  de  y  est  comprise  entre  3  et  4 ,  et  par  conséquent 
la  première  réduite  est  -.  Je  pose  donc 

3 

puis  je  substitue  cette  valeur  de  y  dans  Téquation  2*5=:  10,  ce 
qui  donne 

2   '=10,    d'où  2î  =  ^  =  2    etparsuite    (5)  =8. 

En  traitant  cette  équation  comme  la  précédente,  on  verra  que 

s^ï       donne      j<^9 

125 
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de  sorte  que  z  tombe  entre  3  et  4 ,  et  que  la  deuxième  réduiie 
est  — .  Je  pose 


ce  qui  donne 

(«)*"-=  2.     d'où 


5\*_    2    _128 
47  ""  /6\'""125* 


(f)" 


et  par  suite 


W  =4' 


ou  ce  qti  revient  au  même 

(1^24)-  =  1,25. 

On  substituera  dans  le  premier  membre  de  cette  équation  la 

suite  naturelle  des  nombres  1, 2,  3...,  et  on  trouvera  ainsi  que 

la  valeur  de  u  est  comprise  entre  9  et  10 ,  et  qu'ainsi  la  troi- 

2S 
tième  réduite  est^.  Gomme  le  dénominateur  93  diffère  peu  de 

100,  j'applique  k  cette  fraction  la  règle  du  n«402,  et  je  trouve 
que  Terreur  correspondante  est  moindre  que  55-753=  gg^  » 

fraction  à  fort  peu  près  égale  k  0,0001  ;  cependant  on  n'est  pas 

28 
sûr  que  la  réduite  ^  donne  le  degré  d'approximation  demandé. 

En  la  réduisant  en  décimales,  on  trouve  0,3010,  valeur  qui 
n'est  pas  fautive  d'un  dix-millième. 

On  voit ,  par  cet  exemple  ,  que  la  méthode  que  nous  avons 
donnée  pour  calculer  une  table  de  logarithmes  deviendrait 
réellement  impraticable  pour  de  grands  nombres,  aussi  est-ce 
par  d'autres  procédés  que  les  tables  dont  nous  nous  servons 
ont  été  construites.  Nous  y  reviendrons  plus  loin  en  donnant  les 
séries  qui  servent  au  calcul  logarithmique  (chap.  XIII,  §  vi). 

433.  Nous  n'entrerons  pas  ici  dans  les  détails  de  ce  qu'il  y 
a  à  faire  pour  trouver,  à  l'aide  d'une  table,  le  logarithme  d'un 
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nombre  donné  ou  pour  revenir  d*un  logarithme  donné  au  nom- 
bre correspondant  ;  nous  avons  résolu  ces  deux  questions  dans 
nos  Leçons  d'Arithmétique  avec  tousles  développements  qu'elles 
comportent;  mais  nous  avons  alors  admis  ce  principe  dont  il 
convient  de  donner  la  démonstration  :  lorsque  l'on  considère 
trois  nombres  suffisamment  grands  et  tels  que  la  différence  des 
deux  extrêmes  est  fort  petite^  les  différences  de  ces  nombres 
sont  sensildement  proportionnelles  aux  différences  de  leurs  lo- 
garithmes. 

Soient  d'abord  nein-^a  deux  nombres,  /  et  /  -}-6  leurs  lo- 
garithmes, on  aura 

ltf==w,     lO'^rrn  +  a,     d'où     10*  =  ^^-"  =  !+-; 

n  n 

ce  qui  montreque  la  différencedes  logarithmes  de det$x nombres 
est  d^ autant  plus  petite  que  ces  nombres  sont  plus  grands  et  que 
leur  différence  est  plus  petite  ^  car  6,  logarithme  du  nombre 

M  -f-  -)  9  tend  vers  zéro ,  lorsque  ce  nombi*e  tend  vers  1. 

Considérons  maintenant  trois  nombres  n,  n-|-aetft4-2a 
qui  forment  une  équid^fférence  continue,  et  soient/,  /-|-6, 
i  ^b^c  leurs  logarithmes  respectifs  :  on  aura 

égalités  d'où  l'on  tire 

n    '  n  +  a 

et  par  conséquent 

..^_n'  +  ^na__ln+a)*-'a'_ 


1 


:+  0" 


Or  {c  —  b)  est  le  logarithme  du  deuxième  membre  de  celte 
équation ,  donc  (c  —  b)  sera  extrêmement  petit  lorsque  n  sera 
très-grand  et  a  très-petit.  On  voit  donc  que  lorsque  trois  nom^ 
bres  très-grands  ferment  une  équidifférenve  continue  dont  la 
raison  est  très-petite^  la  différence  c—  b  efes  différences  b  e<  c 
c.  22 
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de  leurs  logarithme»  est  extréi/ietaent  petite,  de  torte  que  ces  dif- 
férences sont  seasiblement  égales.  C'est  pour  cela  que  l'on 
trouve,  dans  les  tables,  les  mâmes  différences  répétées  succes- 
sivement uD  assez  grand  nombre  de  fois  et  d'autant  plus  de  fois 
que  l'on  s'éloigne  davantage  du  commencement  de  la  table , 
parce  que  les  chiffres  par  lesquels  elles  diffèrent  sont  d'un  ordre 
intérieur  à  ceux  que  l'on  conserve. 

Soit  maintenanl  a  la  commune  mesure  de  trois  nombres  fort 
grands  ;  ces  trois  nombres  pourront  être  représentée  par  » , 
n-f-cK,  n-|-A«  et  regardée  comme  faisant  partie  d'une  pro- 
gression par  différence  dont  a  serait  la  raison.  Mais,  en  vertu 
du  dernier  principe  que  nous  avons  établi,  les  logarithmes  des 
termes  de  celte  progression  formeront  sensiblement  aussi  une 
progression  par  différence,  de  sorte  qu'en  appelant  ^  la  raison 
de  celte  deuxième  progression ,  les  logarithmes  de  nos  trois 
nombres  pourront  être  représentés  respectivement  par  /,  l-\-a^, 
/+ôp;  d'où  l'on  voit  que  l'on  a  semiblement  cette  propor- 
tion : 

a«,  différence  des  deux  premiers  nombres,  est  à  ba,  diffé- 
rence des  deux  extrêmes,  comme  ap,  différence  des  logarithmes 
des  deux  premiers  nombres,  est  à  bp,  différence  des  logarith- 
mes des  deux  extrômee. 
Ainsi  se  trouve  établi  le  principe  sur  lequel  on  s'appuie  pour 
lire  usage  des  tables  de  logarithmes.  Il  resterait  à  examiner 
uelle  est  la  limite  de  l'erreur  que  l'on  commet  en  employant 
e  principe,  mais  c'est  là  une  recherche  à  laquelle  nous  ne 
onvons  pas  nous  livrer  ici- 

%  II.  DHS  ÉODA-nONS  EXPONENTIELLES. 

454.  On  appelle  QUAHTiTi  kxpohentielli  vne  çvantilé  gui_esl 
levée  à  unepuiuoiut  dont  l'expotasit  est  iMonnu.  Il  y  a  des 
xponentielles  de  plusieurs  degrés.  Quand  l'exposant  est  io- 
onnu ,  on  dit  que  l'eiponenlielle  est  du  premier  degré  :  telle 
st  Q'.  Quand  l'exposant  est  lui-même  une  exponentielle  du 
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premier  degré ,  on  dit  que  la  quantité  dont  il  s'agit  est  une 
exponentielle  du  deuxième  degré:  telle  est  o^'  (ce  symbole 
signifie  qu'il  faut  élever  a  à  la  puissance  dont  l'exposant  est  &*). 
De  même,  a^  est  une  exponentielle  du  troisième  degré,  et  ainsi 
de  suite. 

455.  On  appelle  équation  ixponsntielle  celle  dans  laquelle 
entrent  des  quantités  exponentielles ,  et  son  degré  est  celui  de 
l'exponentielle  du  plus  haut  degré  qui  y  entre. 

Nous  ne  considérerons,  parmi  les  équations  exponentielles 
d'un  degré  supérieur  au  premier,  que  celles  à  deux  termes, 
c'est-à-dire  qui  contiennent  un  terme  affecté  de  l'inconnue  et 

un  terme  tout  connu.  Les  équations  af'^tn^  a'^'^^m,  etc.,  sont 
des  équations  exponentielles  à  deux  termes. 
436.  L'équation  exponentielle  la  plus  simple  est 

ar=b, 

dans  laquelle  a  ei  b  sont  deux  nombres  positifs  connus.  On 
pourrait  la  résoudre  à  l'aide  de  la  méthode  que  nous  avons 
exposée  au  n"*  428  ;  mais  les  tables  de  logarithmes  fournissent 
un  moyen  bien  plus  simple  d'obtenir  la  valeur  de  x.  Si  l'on 
prend,  en  effet,  les  logarithmes  des  deux  membres  de  cette 
équation ,  il  viendra 

a?loga=log6,    d'où     x  =  --^. 

loga 

487.  Cherchons  maintenant  à  résoudre  l'équation  générale 


i* 


o**    =m: 


si  on  prend  les  logarithmes  des  deux  membres ,  il  viendra 

•  • 

*  *       lofiT  tn 

If    loga  =  logm,    d'où    ô*    =-r-^— . 
^  loga 

Ainsi  la  résolution  de  l'équation  proposée  se  trouve  ramenée  à 
c*lle  d'una  équation  exponenUeUe  dont  le  degré  est  infériear  au 
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sien  d'une  unité;  donc,  en  traitant  cette  seconde  équation 
comme  la  première,  la  troisième  de  la  même  manière  et  ainsi 
de  suite,  on  arrivera  à  l'équation 

A*  =  P,    d'où  on  tirera    x  =  r^^. 

logA 

ExBiiPLB.  Résoudre  l'équation 

2»* '=512; 

on  exécutera  les  calculs  suivants  : 

x_  log5l2  _  2,70926996 . 
^  "^   log2   ""0,30103000* 

.^_log2,70926996— logO,30103000_  0,9542424  . 
"~  log3  "^  0,47712125' 

_log  0.9542424  —  log  0.47712125  _  0,30103000  _  1 
■^  ""  log  4  ""  0,60206000  ■"  2* 

458.  Considérons  maintenant  l'équation 

Ao«*^*'  -|-  B6~+*'  4-  Cc*'+''  +  etc.  ~  0. 
Cette  équation  revient  à 

A'a"*'  +  B'**'  +  C'cf'  +  etc.  =  0 , 

en  posant,  pour  abréger,  Aa*  =A',  B6*  =B',  Cc''=C',  etc.  Si 
maintenanton  fait  6=a^  c=aT,  etc.,  p,  y,  etc.,  étant  des  incon- 
nues dont  les  valeura  sont  6  ==  r-^ ,  v  =  -X.      i|  viendra 

^      logo'  *      Ipga' 

A'o'"'4-B'a^4-C'aT''  + . ..  =  0, 

équation  que  l'on  ramène  enfin  à 

A'y"  +  B'y?"  +  C'^  +  ...  =  0  [3], 

en  posant 

a'  =  y  [4]. 

Ainsi,  quand  on  aura  appris  à  résoudre  i'équation  [3],  on  sub- 
stituera les  valeni*s  que  Ton  en  tirera  «hms  l'équation  [4],  et  il 
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sera  facile  alors  d'obtenir  les  différentes  valeurs  de  x.  Remar- 
quons toutefois  qu'il  faudra  rejeter  les  valeurs  négatives  de  y^ 
car  elles  conduiraient  (4S5j  à  des  valeurs  imaginaires  de  x. 

459.  ExvMPLi  J.  Résoudre  Inéquation 
Elle  rovient  à 

d'oui  en  chassant  les  dénominateurs  et  en  posant  a'=:y, 

m 

parlant  x=    g     '    ^    ^    §1    a>0, 

et  si  a  est  négatif,  les  valeurs  de  x  sont  imaginaires. 

3 
ËXEUPtE  IL  Résoudre  t équation  6'^*  =  2-1-  r^zï- 

Cette  équation  revient  à 

5  ~^^  5'  ' 
d  où,  en  chassant  les  dénominateurs,  et  après  avoir  posé  5'=:y, 

y'—lOy  — 375  =  0,  y  =  5±20; 

oartant  a:-Î2i£^l2«25_ 

parlant  a:-j^-.j^^-.2. 

S  ni.  DE  L'USAGE  DES  LOGARITHMES  DANS  LA  RÉSOLUTION 

DE  CERTAINS  PROBLÈMES. 

440.  On  sait  que  quand  une  personne  prête  à  une  autre  une 
certaine  somme  d'argent,  que  Ton  appelle  capital  ^  elle  ae  fait 
payer  par  l'emprunteur  une  somme  qui  se  nomme  intérêt^  pour 
s'indemniser  de  la  jouissance  de  ce  capital,  dont  elle  s'est  privée 
pendant  un  C3itain  temps,  et  le  taux  de  l'intérêt  est  cià  que 
rapporterait  ainsi  un  capital  de  100  francs,  placé  pendant  un  an. 


34S  t»ld  LOQlRlTltMIS 

On  distingue  deux  sortes  d'intérêt,  l$$implê  et  le  àompoèi. 
L'intérêt  simple  est  celui  qui  se  tiré  uniformément  du  capital 
prétéy  sans  pouvoir  devenir  lui-même  capital,  ni  produire  d'in- 
térêts. Il  est  proportionnel  au  capital  et  au  temps  pendant  lequel 
ce  capital  est  resté  entre  les  mains  de  l'emprunteur. 

L'intérêt,  au  contraire,  devient  composé  quand  il  s'ajoute  au 
capital  pour  devenir  ainsi  capital  lui-même  et  produire,  en  con- 
séquence, un  certain  intérêt.  Concevons,  par  exemple,  qu'une 
personne  emprunte  2000  francs  à  5  pour  100  par  an  :  elle  devra, 
à  l'échéance  du  billet,  celte  somme,  plus  ses  intérêts,  c'est-à- 
dire  210O  francs.  Si  donc  elle  ne  peut  s'acquitter  alors,  elle 
devra  à  son  créancier,  au  bout  de  la  deuxième  année,  les 
2100  francs  qu'elle  lui  devait  à  la  fin  de  la  première,  plus  les 
intérêts  de  cette  somme,  c'est-à-dire  2205  francs,  et  ainsi  de 
suite  d'année  en  année,  jusqu'à  l'acquittement  de  la  dette. 
C'est  des  principales  questions  relatives  à  la  théorie  des  intérêts 
composés  que  nous  allons  nous  occuper  actuellement. 

44i.  Nous  représenterons  le  capital  prêté  par  a,  le  nombre 
des  années  pendant  lesquelles  il  aura  été  prêté  par  n  ;  par  A  ce 
qu'il  deviendra  au  bout  de  ce  temps,  et  par  r  le  denier  de  l'in^ 
térêty  c'estrà-dire  ce  que  1  franc  rapporte  dans  une  année. 
Ainsi,  dans  une  question  dMntérêts,  il  y  a  quatre  choses  à  con- 
sidérer, de  sorte  que  la  recherche  de  l'une  d'elles,  lorsqu'on 
connaît  les  trois  autres,  donne  lieu  à  quatre  problèmes.  Mais  il 
est  évident  que  la  solution  de  chacune  de  ces  questions  ne  dif- 
fère en  rien  de  celle  des  autres,  puisqu'en  regardant  successi- 
vement, dans  l'équation  relative  à  Tune  d'elles,  les  quatre  quan- 
tités a,  A,  n  et  r  comme  inconnues,  on  obtiendra  facilement  les 
formules  qui  doivent  les  résoudre.  Nous  traiterons  donc  toutes 
les  questions  d'intérêts  composés ,  comme  si  l'on  demandait 
la  valeur  d'un  capital  connu  à  une  époque  déterminée. 

448.  Phoblèmb  I.  Une  somme  a  est  placée  pour  n  années  au 
denier  r  ;  qt$e  vaudrort-elle^  tant  en  principal  qu'en  intérêts ,  à 
l'expiration  de  ces  n  années  ? 

Puisque  l' rapporte  r'  dans  un  an,  et  que,  dans  les  questions 
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d*intérét  simple ,  cet  intérêt  est  proportionnel  au  capital ,  on 
voit  que  af  rapporteront  ar^  en  un  an  (1  :  a  ::  r  :  ar)  ;  de  sorte 
que  cette  somme  vaudra ,  au  bout  d'un  an ,  tant  en  principal 
qu*ep  intérêt,  «  +  ^''  =  ^(1  +  ^)'  A.insi,  pour  avoir  la  valeur 
d'un  capital  quelconque  au  bout  d'un  an  y  il  faut  multiplier  ce 
capital  par  la  quantité  (1  +  r).  Nous  obtiendrons  donc  la  valeur 
du  nouveau  capital  a  (1 4-  ^)  au  bout  d*un  an,  c'est-à-dire  celle 
«  du  capital  a'  au  bout  de  2  ans,  en  multipliant  a  (1  -f  r)  par  (1 + r)  ; 
ce  qui  donnera  a  (1  -^-rf.  t^ar  la  même  raison,  ce  capital  a' 
vaudra  au  bout  de  3  ans,  a(l +  '')*X(l  +  r)  =  a(l +r}*,  et 
ainsi  de  suite.  Donc ,  au  bout  de  n  années ,  ce  même  capital 
vaudra  a  (1  + 1*)"  ;  donc  on  aura 

A  =  a(l+rr  [6], 

formule  qui  résout  le  problème,  lorsque  la  somme  a  a  été 
prêtée  pour  un  nombre  eiaot  d'années. 

Mais  si  cette  somme  avait  été  placée  pendant  n  années  plnêp 
jours,  quelle  serait  alors  la  valeur  de  A?  Les  banquiers  ne  cotn* 
posent  les  intérêts  que  d'année  en  année ,  de  sorte  que  pour 
trouver  la  valeur  du  capital  a^,  au  bout  de  ce  temps,  il  faudra 
le  regarder  comme  ayant  été  prêté  à  intérêts  composés  pendant 
n  années,  ce  qui  produira  la  somme  a(l  '{-ry^y  et  considérer 
celle-ci  comme  placée  à  intérêts  simples  pendant  les  p  jours 

excédants.  Or,  puisque  l' rapporte  r^  en  1  an,  il  rapportera  ^^^ 

en  un  seul  jour  (dans  les  questions  d'intérêts,  on  refarde  ran<« 
née  comme  étant  composée  de  12  mois  de  30  jours  chacun),  et 

par  conséquent  ^  en  p  jours.  Donc  le  capital  a  (1  +r)"  pro- 
duira, dans  le  même  temps,  ^  X  û(1  +rf  d'intérêts  ;  de  sorte 

que  le  capital  a'  vaudra,  au  bout  de  n  années  et  p  jours,  tant 
en  principal  qu'en  intérêts, 

«(l  +  r)-  +  ^.«(l  +  rr  =  «(l  +  r)-(l+^); 
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donc  oiifin  la  solution  de  la  question  sera  donnt^e  par  la  formule 


A=«(l  +  r)«(l+^)  [6]. 


Les  géomètres  ne  partagent  point  l'avis  des  banquiers  :  se 
préoccupant  du  soin  de  donner  à  leurs  formules  toute  la  géné- 
ralité possible,  ils  regardent  Téquation  [S]  comme  étant  égale- 
ment vraie,  soit  que  n  représente  un  nombre  exact  d'années, 
soit  que  n  se  compose  d'un  nombre  entier,  qui  peut  être 
zéro,  et  d'une  fraction  de  Tannée.  Ainsi,  dans  le  cas  où  le  ca- 
pital a'  aurait  été  prêté  pendant  n  années  et  |)  jours,  ils  rem- 
placeraient n  par  n  +  ^^  dans  la  formule  [5]  et  diraient  que 
la  solution  de  la  question  est  donnée  par  la  formule 


I 
p 


A  =  a(l+r)    •"  [?!• 

En  effet,  supposer,  comme  le  font  les  banquiers,  que  l'intérêt 
est  composé  d'une  année  à  une  autre  et  que ,  dans  le  courant 
d'une  seule,  il  soit  traité  comme  intérêt  simple,  est  une  hypo- 
thèse bizarre  qui  ne  saurait  être  admise  que  dans  le  cas  d'une 
convention  formelle  entre  le  créancier  et  son  débiteur.  Il  est  bien 
plus  naturel  d'admettre  que  l'intérêt  se  compose  de  jour  en  jour, 
comme  Use  compose  d'année  en  année;  car,  si  Ja  personne  qui 
a  emprunté  2000S  par  exemple,  pour  20  jours,  ne  pouvant  pas 
acquitter  sa  dette  à  l'échéance  du  billet,  garde  encore  les  fonds 
pendant  15  au  très  jours,  nedevra-t-ellepaspayer,  auboutdeces  15 
nouveaux  jours,  la  somme  qu'elle  devait  au  bout  des  20  premiers, 
plus  les  intérêts  de  cette  somme  pendant  les  15  derniers  jours;  de 
sorte  que  les  intérêts  auront  été  ainsi  composés?  En  admettant 
cette  manière  de  voir,  il  faudra,  pour  trouver  la  valeur  de  a' au 
bout  de  n  années  plus  j7  jours,  c'est-à-dire  au  bout  de  (360n-f  p) 
jours,  chercher  combien  1'  doit  rapporter  d'intérêts  en  1  jour 
pour  valoir  (i  -{-  r)  francs  au  bout  d'un  an,  conformément  aux 
données  de  la  question.  Soit  x  cet  intérêt  de  l' pour  1  jour  :  en 
raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  plus  haut,  on  verra  facile- 
ment: l"*  quel' vaudra,  tant  en  capital  qu'en  intérêts,  au  bout 
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iv.  Mù  jours,  (1  4- ^f^\  de  sorte  qu'on  doit  avoir 

(l+a?)"»=l+r,    d'où    l  +  i?  =  (t+rf*; 
2»  que  a^  vaudront,  au  bout  de  (360n+p)  jours,  fl(l+a?)**^+', 

OU  biena(l-f-r)  ^  ,  en  remplaçant  (1  +â;)  par  la  valeur  que 
nous  venons  de  trouver;  donc 

Ainsi,  en  regardant  les  intérêts  comme  se  composant  de  jour 
en  jour  aussi  bien  que  d'année  en  année ,  la  formule  [5]  est 
vraie  aussi  bien  quand  n  est  un  nombre  fractionnaire,  que 
quand  il  représente  un  nombre  entier. 

Elle  l'est  encore,  même  lorsque  n  est  négatif;  car  si  on  y 
change  »  en  —  »,  elle  deviendra 

A  =  a(l+r)-*  [8]: 

or,  lorsque  n  est  une  quantité  positive,  A  représente  ce  que  la 
somme  a,  argent  comptant  aujourd'hui,  vaudra  dans  n  années; 
donc,  lorsque  n  sera  une  quantité  négative,  A  représentera  ce  que 
la  somme  a,  argent  comptant  aujourd'hui,  valait  il  y  a  n  années 
(82);  et,  en  eflet,  si  l'on  a  placé  A^  il  y  a  n  années  au  denier  r, 
cette  somme  doit  valoir  aujourd'hui ,  tant  en  principal  qu'en 
intérêts,  ACl-f-O**;  si  donc  a  représente  cette  valeur,  on  aura 

A(l+r)*  =  a,    d'où    A  =  a(l+rr*. 

Il  suit  de  là  que ,  si  l'on  veut  trouver  le  capital  que  Ton  doit 
placer  aujourd'hui  au  denier  r,  pour  avoir,  au  bout  de  n  an- 
nées, une  certaine  somme,  tant  en  principal  qu'en  intérêts,  il 
dut ,  dans  la  formule  [8] ,  remplacer  a  par  cette  somme ,  et  la 
valeur  qui  en  résultera,  pour  A ,  sera  la  réponse  à  la  question. 
Cela  revient  à  tirer  la  valeur  de  a  de  la  f<H*mule  [5]. 

4i3.  Problèmb  II.  Une  personne  gui  a  besoin  d'argent  cotnp- 
tant^  vend,  pour  s'en  procurer ^  un  contrat  de  12000'  qui  n'est 
payable  que  dans?  ans  et  158  jours.  L'escompte  est  pris  à  raison 
de  6  pour  100  par  an,  et  on  âetnande  combien  elle  recevra  ? 
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Si  on  veut  fiiire  tisage  de  la  formule  [8] ,  on  y  remplacera  a 

par  12000,  r  par  0,06  et  n  psrJ '^=7^^j^',  ce  qui 
donnera 

-i2»  19000 

A  =  12000  (1,06)  '»=  ,j»; 

(1,06)*" 

d*où ,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres, 

log  A  =  log  12000  - -î^  X  log  1 ,06. 

On  exécutera  donc  le  calcul  suivant 

log  12000  =4,079  1812, 
log  1,06 =0,025  30587      î^xlog  1,06  =  0,188  2476, 

log  A  =  3,890  8336  » 
A  =  7779,18/ 

Si  on  veut  faire  usage  de  la  formule  [6],  on  y  fera  A=1SOOO, 
r  =  0,06 ,  n  =  7,  p  *=  158  ;  ce  qui  donnera 

12000=«(l,06rx?^,    d'où    a  =  (.J«^. 

En  effectuant  ce  calcul  par  logarithmes ,  on  trouvera 

log  720000  =  5,857  3325 
7><logl,06  =  0,mi4in  1,966  5808 


log61,58  =  1,789  4397) 


log  a  =  3,890  7517 
a  =  7776,92*. 


*  Ce  résultat  étant  plus  petit  que  celui  qui  est  fourni  par  la  formule  [7], 
il  en  résulte  que  la  formule  [6]  donne  pour  A  une  valeur  plus  grande  que 
celle-ci  ;  or,  il  est  facile  de  démontrer  quil  en  doit  être  ainsi.  Si  l'on  Ah 
yise,  en  effet ,  les  seconds  membres  de  ces  deux  formules  par  d  (1+r)',  Is 
question  sera  réduite  ^  prouver  que 

Pour  y  parvenir,  élevons  ces  deux  quantités  à  la  troi»4:eDt-aoixaBtièiie 
puissance,  eUes  deviendront  respectivement 


('+^r  "  ^'+'^* 
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444.  PROBLftMi  m.  Au  bout  de  combien  de  temp$  un  ccgHtai 
prêté  à  6  pour  100  par  an  sera-t^il  doublé? 

En  employant  U  formule  [5] ,  on  en  tirera,  après  y  avoir  fait 
A  =  3aetrasO,05, 

2-fio5r-  d'où  n-  ^^^  -Ogû^Qaw_     ^ 


et  on  yoil  immédiatement  que  si  on  développe  ces  expressions  par  la  for- 
mule du  binôme  de  Newton ,  les  deux  premiers  termes  de  Tune  seront 
identiques  avec  les  deux  premiers  termes  de  l'autre.  Formons  le  terme . 
qui ,  dans  chacune ,  en  a  fc  avant  lui  ;  nous  trouverons  «  pour  la  première , 

360(380  — 0(860— 2)  «...(360  — (lit— I))     (pry 

1.2.3....*  *  \abO/  ' 

et  pour  la  seconde 

p(p-.|)(p-2)....(p--(fc-|)}  ^ 
1.2>3><..w 

En  divisant  ces  deux  expressions  Tune  par  l'autre ,  il  viendra 
360(360  — 1)(360  — 2}....  (360— (k—t)]      (JLY 

Or,  au  lieu  de  multiplier  la  première  de  ces  deux  fractions  parla  Seconde, 
il  reviendra  au  même  de  diviser  les  k  facteurs  du  dénominaleur  de  cette  pre- 
mière par  p ,  et  les  X(  facteurs  de  son  numérateur  par  360,  ce  qui  donnera 

y"'36ô)  y-sëô)""!^     36r{ 

('-f)(-i)-i-^i 

Al  Ma 

Or,  p  étant  moindre  que  360,  on  voit  que  ^  ~  «gï:  >  i »  de  sorte  que  fc 

étant  >  1,  chaque  facteur  du  numérateur  est  plus  grand  que  son  corres- 
pondant dans  le  dénominateur.  Par  conséquent ,  à  partir  du  troisième 

terme  inclusivement,  tous  les  termes  du  développement  de  (  i  +  ^]    sont 

plus  grands  que  ceux  qui  occupent  les  mêmes  rangs  dans  (l  +ry.  Donc 


«0+r)"(«  +  ^)  >«(«+')•"" 


On  voit  par  le  que  quand  on  emprunte  è  intérêts  composés ,  la  somme 
due  est  moins  forte,  s'il  y  a  moins  d'un  an  écoulé,  qu'elle  ne  le  serait  dans 
le  cas  de  rintérêt  simple  (dites  n=o),  tandis  que  le  contraire  a  lieu,  si  le 
débiteur  garde  la  somme  plus  d'un  an. 
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Ainsi  un  capital  quelamque  est  doublé  au  bout  de  14*«21,  c^est- 
à-dire  en  moins  de  1 4  ans  et  76  jours.  On  pouvait  prévoir  que 
le  nombre  d'années  demandé  serait  indépendant  de  la  valeur 
du  capital  prêté,  puisque  les  valeurs  qu'acquièrent  des  capitaux 
différents,  placés  pendant  le  même  temps,  sont  proportionnelles 
A  celles  de  ces  capitaux. 

Si  Ton  veut  faire  usage  de  la  formule  [6],  on  trouvera,  après 
y  avoir  fiiit  A  =  2a  et  r  =  0,05 , 

î=(.,05;-.(.+îg5)=(,.,5r.(.+5êô). 

équation  qui  renferme  les  deux  inconnues  n  et  p.  Toutefois  elle 
n*est  pas  indéterminée,  attendu  que  le  nombre  entier  n  doit 
être  tel  que  Ton  ait 


(l,06r<2,    d'où  n< 


et  (l,05)-+»>2,    d'où    ii+l> 


log  1 ,05  ' 
log2 


log  1,05* 

Ainsi  n  est  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  la  quan- 
tité ,  I /vfc"  Ce  plus  grand  nombre  entier  étant  14,  on  le  sub- 
stituera à  la  place  de  n  dans  l'équation  qu'il  s'agit  de  résoudre, 
et  il  viendra  ainsi 

2  =  (l,05)«(l+.^), 

d'où 

Iog7200+p)  =  log2  +  log7200— I41ogl,05 
log  2  =  0,301  0300 
log7200  =  3,857  3325 

4,158  3625 
14  log  1,05  =  0,296  6502 

log(7200+i))=:  3,861  7123 
7200 +/>  =  7273 

Ainsi  p  =  73;  donc  le  capital  sera  doublé  au  bout  de  14  ans  et 
73  jours. 
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âA&,  On  voit,  par  ce  résultat,  avec  quelle  rapidité  croit  la 
valeur  d'un  capital  à  mesure  que  le  nombre  des  années  pendant 
lesquelles  il  est  placé  devient  plus  considérable.  Ainsi,  en  élevant 
à  la  dixième  puissance  les  deux  membres  de  Téquation 

2  =  (1,05)»**,    il  vient    V*    ou    1024  =  (1,06)***. 

Un  capital  devient  donc  1024  fois  plus  grand,  au  bout  de  142  ans 
environ,  de  sorte  qu'en  Angleterre,  où  la  loi  permet  les  sub- 
stitutions, si  une  personne  en  mourant  laissait  1  million ,  pour 
être  remis  k  l'atné  de  ses  arrière-petits-fils,  l'héritage  s'élèverait, 
au  bout  de  142  ans,  à  la  somme  énorme  de  1  milliard  24  mil- 
lions. II  fout  remarquer  toutefois  qu'il  n'en  serait  pas  tout  h  fait 
ainsi,  dans  la  réalilé,  parce  que  l'abondance  du  numéraire  et 
la  difficulté  de  trouver  l'emploi  des  sommes  accumulées  feraient 
baisser  le  taux  de  l'argent;  de  sorte  que  la  progression  suivrait 
bientôt  une  loi  moins  rapide. 

446.  Problèms  IV.  Une  personne  achète  une  propriété  a^  ar* 
<jeni  comptant.  Elle  possède  deux  contrats^  l'un  de  b',  payable 
dans  m  années,  et  Poutre  de  c^  payable  dans  n  années,  etpro- 
pose  à  un  banquier  de  les  lui  escompter ,  moyennant  un  intérêt 
de  x^  pour  1',  avec  cette  condition  que,  si  la  valeur  actuelle  des 
deux  contrats  n'est  pas  suffisante  pour  acquitter  le  prix  de  la 
propriété,  le  banquier  lui  prêtera ,  pour  p  années  et  au  même 
taux,  la  somme  qui  lui  sera  nécessaire.  Quelle  sera,  dans  cette 
hypothèse,  la  valeur  du  billet  à  souscrire  au  profit  du  banquier  ? 

La  somme  6^  payable  dans  m  années  vaut  actuellement 

ri4-  1"»^  '^  somme  c^,  payable  dans  fi  annét*s,  vaut  de  même 
aiijourd'bui  rr-t — -;  donc  les  deux  contrats  valent 


+  .  f  ,^ ,  argent  comptant  ;  donc  si  cette  somme  est  supé- 
rieure à  ff ,  le  banquier  devra  remettre  au  possesseur  de  ces 
contrats 
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et  81  eile  «st  luoiadre,  il  devra  lui  prêter 

b 


*~{(ïT^^a+rr}' 


mais,  comme  il  ne  sera  remboursé  que  dans^  années,  il  faudra 
qu'on  lui  souscrive  un  billet  de 

payable  sans  intérêts^  dans  p  années. 

447.  Problème  V.  Une  personne  place  une  somme  b,^  à  intérêts 
composés^  pour  n  années,  et  chaque  année  elle  joint  au  capital  de 
cette  année  une  nouvelle  somme  b^,  provenant  de  ses  économies^ 
laquelle  doit  rester  entre  les  mains  du  débiteur  aux  mêmes  con- 
ditions que  la  première  et  jusqu'au  remboursement  de  celle-ci. 
On  demande  quel  sera^  à  cette  époque  y  le  montant  de  toutes  ces 
sommes  accumulées  avec  leurs  intérêts ,  le  denier  de  l'intérêt 
étant  r. 

Il  est  clair  que  le  capital  primitif  a,  ayant  été  placé  pendant 
n  années ,  vaudra  alors 

a(l+rr, 

que  la  première  somme  6,  étant  restée  (n  -—  1)  années  entre  les 
mains  de  l'emprunteur,  sera  devenue  ainsi 

ft(l+r)*-*, 

que  la  deuxième,  la  troisième,  la  quatrième,...  la  (n — 1)"^ 
somme  b  vaudront  de  même ,  au  bout  de  n  années , 

et,  en  ajoutant  à  toutes  ces  sommes  Téconomie  b  faite  pendant 
la  n"**  année,  on  aura  pour  somme  totale 

ou ,  en  mettant  b  en  facteur  commun , 
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Or^  la  quantité  comprise  dans  les  accolades  est  le  quotient  de 

(1  +  rr— 1  par(l+r)— l=r(72);  donc 

T  T 

Si  Ton  suppose  &  =  a,  il  viendra 

r 

448.  PaoBLtiasVI.  Une  compagnie  emprunte  une  somme  sl  pour 
exécuter  un  canal,  et  elle  s^ engage  à  éteindre  sa  dette  au  moyen 
de  n  payements  égaux  effectués  à  la  fin  de  chaque  année,  à  partir 
de  r  époque  de  l'emprunt.  Le  denier  de  l'intérêt  est  r,  et  on  demande 
quelle  sera  la  quotité  de  chaque  payement. 

On  a  donné  à  chacun  de  ces  payements  le  nom  d* annuité,  de 
sorte  que  Y  on  appelle  ainsi  la  somme  quHl  faut  payer  annuelle- 
ment pour  éteindre  une  dette  en  un  certain  nombre  d'années. 
Cette  dette  se  nomme  le  prix  de  l'annuité. 

Il  est  clair  que  la  quotité  de  Tannuité  doit  être  telle  que  si  la 
compagnie  la  déposait  à  la  fin  de  chaque  année  chez  un  banquier, 
qui  en  payerait  Tîntérét  au  denier  r,  pour  l'y  laisser  jusqu'à  la 
fin  des  n  années,  la  somme  totale  qu'elle  en  retirerait  alors  de- 
vrait être  égale  au  montant  de  la  dette,  c'est-à-dire  à  a(l  -f-r)*. 
Représentons  donc  par  x  Tannuité.  Si  cette  somme  eût  été 
portée  chez  le  banquier,  elle  y  serait  restée  (n — 1)  années,  et 
serait  ainsi  devenue  égale  à  a:(l+r)"^*;  donc  en  payant  x^  à  ses 
créanciers,  à  la  fin  de  la  première  année,  la  compagnie  a  éteint 
une  partia  de  sa  dette  marquée  par 

De  même,  en  donnant  a?'  à  la  fin  de  la  deuxième  année,  la  com- 
pagnie éteindra  une  nouvelle  partie  de  sa  dette  marquée  par 

et  ainsi  de  suite.  Enfin,  les  x^  payés  à  la  fin  de  la  (n —  1)"^  année 
acquitteront  une  partie  de  la  dette  égale  à 

«(1  +  r)» 
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et  comnie  elle  donne  encore  x^  à  la  fin  de  la  n*"*  année,  on  voit 

que  la  partie  de  la  dette  éteinte  par  ces  n  payements  sera 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

mais  alors  l'emprunt  doit  être  acquitté  entièrement,  donc 

d'où 

«r(l  +  r." 

(l  +  r)--I- 

449.  Supposons  que  Ton  fasse  n  =  <x> ,  et  voyons  ce  que  de- 
viendra la  valeur  de  x.  Pour  cela,  je  commence  par  diviser  l<*8 
deux  termes  de  cette  fraction  par  (1  +  /*)**,  parce  que  comme  ils 
croîtraient  tous  deux  en  même  temps  quand  n  augmentera , 
on  ne  pourrait  pas  suivre  les  variations  de  x.  Il  vient  ainsi 

ar 


1 


Sous  cette  forme,  on  voit  maintenant  qu'à  mesure  que  n  aug- 
mentera, la  quantité      .       diminuera,  que  par  conséquent  le 

dénominateur  augmentera  et  tendra  à  devenir  égal  i  l'unité,  de 
sorte  que  la  valeur  de  x  convergera  vers  la  limite  or^  qu'elle 
atteindra,  lorsque  n  deviendra  infini.  Ainsi,  Taonuité  devient 
alors  égale  à  l'intérêt  du  capiial  prêté,  et  c'est  ce  qui  doit  être, 
puisque  le  capital  a'  ne  devant  jamais  être  payé,  le  débiteur  ne 
doit,  à  la  fin  de  chaque  année,  que  l'intérêt  de  ce  capital. 

4Î50.  La  théorie  des  annuités  donne  lieu  à  quatre  questions, 
car  on  peut  prendre  successivement  pour  inconnue  chacune  des 
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quantités  x^  a,  n,  et  r .  La  troisième  question  exige  l'emploi  des 
logarithmes;  et  la  quatrième  dépend  de  la  résolution  d'une 
équation  du  degré  (n-f-l),  que  Ton  ramènera  facilement  à 

en  posant  1+^  =  5,  d*où  r = s  -—  1 .  Celle-ci  a  une  racine 
égale  à  -f- 1)  laquelle  est  une  solution  étrangère  à  la  question , 
car  r  ne  peut  pas  être  égale  à  Tunité. 

4SI.  Lorsque  le  gouvernement  fait  un  emprunt,  il  émet  une 
série  d'actions  toutes  de  la  môme  valeur,  et  qu'il  échange  con- 
tre de  l'argent  comptant.  Ces  actions  sont  inscrites  sur  le  grand 
livre  de  la  dette  publique,  et  rapportent  ainsi  un  intérêt,  qui 
est  acquitté  par  le  Trésor,  à  la  fin  de  .chaque  semestre.  Il 
crée  en  même  temps  un  fonds  d'amortissement,  pris  sur  les 
revenus  de  l'État,  qui  est  versé  chaque  année  dans  une  caisse, 
que  Tun  appelle  la  caisse  d'amortissement,  et  dont  il  constitue 
la  dotation;  te  directeur  de  cette  caisse  emploie  cette  dotation 
pour  racheter  les  actions  qui  ont  été  émises  ;  de  sorte  qu'au  bout 
d'un  certain  nombre  d'années,  l'emprunt  se  trouve  acquitté. 
Ici ,  les  intérêts  de  l'emprunt  n'étant  pas  payés  par  la  caisse 
d'amortissement,  la  somme  des  valeurs  des  différentes  annuités 
doit  être  simplement  égale  au  capital  prêté  ;  de  sorte  que  l'on  a 
ainsi 

d'où  xi(i+.r-ii^ 

r 
ar 


Cherchons  en  combien  d'années  l'emprunt  sera  éteint ,  en 
supposant  que  le  fonds,  d'amortissement  soit  le  centième  du 
capital ,  et  que  le  taux  de  l'intérêt  soit  3  pour  100.  On  tirera 

d'abord  de  la  formule  précédente,  en  y  faisant  ^  =  t^  et 
r=:0,03, 

(l,03r=4,    d'où    n  =  j^f^3  =  47  ans. 
C.  23 


364  us  LMÀiuniiaui 

g  IV.  DSÂ6B  DE  LA  HtGLB  ▲  CALCUL. 

4SS.  Nous  avons  vu  dans  les  Leçons  d'Arithmétique  que  la 
Règle  à  calcul  ou  Règle  logarithmique^  était  un  instrument 
composé  d'une  partie  fixe  ou  RègU^  et  d'une  partie  mobile 
appelée  Réglette^  qui  glisse  à  l'intérieur  de  la  première. 

La  Règle  et  la  Réglette  portent  une  graduation  identique  ob- 
tenue en  traçant  sur  l'une  et  l'autre  des  divisions  proportion- 
nelles aux  logarithmes  des  nombres,  à  partir  de  0  qui  est  le 
logarithme  de  1.  Sur  chaque  division  est  inscrit  le  nombre  cor- 
respondant au  logarithme  représenté  par  la  distance  de  cette 
division  i  l'origine.  Il  en  résulte  que  l'intervalle  compris  entre 
le  logarithme  de  1  ou  léro  et  le  logarithme  de  10  étant  égal  i 
l'unité,  les  chiffres 

2,    3,    4,    5,    6,    7,     8,    9^ 

aaront  inscrits  à  des  distances  de  l'origine  respectivement 
égales  à 

0,301;  0,477;  0,602;  0,699;  0,778;  0,845;  0,903;  0,954. 

Entre  les  divisions  principales  sont  d'ailleurs  tracées  d'autres 
subdivisions  dont  le  nombre  varie  avec  les  dimensions  de  la 
Règle.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  ici  à  ces  détails  de  construc- 
tion qui  ont  été  donnés  dans  V Arithmétique  avec  tous  les  dé- 
veloppements nécessaires. 

4iS3.  De  la  graduation  de  la  Règle  et  de  la  Réglette,  résulte 
cette  propriété  fondamentale  et  cai*actéristique  de  la  Règle.à 
calcul  : 

Pùur  trouver  le  prodoiî  de  deux  nombres^  il  faut  placer  h 
chiffre  \  de  ta  Réglette  sous  Fun  des  deux  nombres  lu  sur  la 
Règle.  Le  produit  cherché  correspond  sur  la  Règle  au  second 
nombre  lu  sur  la  Réglette.  ^ 

n  est  clair,  en  effet,  que  l'on  détermine  ainsi  sur  la  Règle  un 
nombre  dont  la  distance  au  chifire  1  de  la  Règle,  c'est-à-dire 
le  logarithme,  est  [égal  à  la  somme  des  distances  du  premier 
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nombre  au  chiffre  1  de  la  Règle»  et  du  second  nombre  au 
chiffre  1  de  la  Réglette,  c'est-à-dire  à  la  somme  des  logarithmes 
des  deux  nombres  donnés.  Ce  nombre  est  donc  leur  produit. 

De  cette  propriété  de  la  Règle  à  calcul,  on  peut  déduire  fa* 
cilement  toutes  les  autres,  en  se  rappelant  les  principes  qui 
président  à  la  formation  des  logarithmes. 

454.  Nous  ne  reviendrons  pas  ici  sur  la  manière  d'opérer  la 
multiplication  et  la  division.  Nous  avons  exposé  dans  VArit/h' 
métique  la  marche  à  suivre  dans  tous  les  cas,  soit  que  Ton 
opère  avec  la  Réglette  droite,  soit  que  l'on  emploie  la  Réglette 
renversée.  Nous  nous  sommes  également  occupés  de  Vélévor 
tion  au  carré  et  de  Vextraction  de  la  racine  carrée  au  moyen 
de  Péchelle  des  carrés  tracée  au  bas  de  la  Règle  *.  Nous  obser- 
verons cependant  que  l'emploi  des  deux  échelles  des  nombres 
tracées  sur  le  haut  de  la  Règle  et  sur  la  Réglette  suffirait 
pour  trouver  les  carrés  directement  (puisqu'une  élévatioq 
au  carré  revient  à  une  multiplication  dans  le  cas   où  les 
deux  facteurs  sont  égaux),  et,  à  la  rigueur,  les  racines  carrées 
avec  un  tâtonnement.  Il  est  clair,  en  effet,  qu'il  suffira  de  faire 
glisser  la  Réglette  jusqu'à  ce  que  le  chiffre  I  de  la  Réglette  et 
le  nombre  dont  on  demande  la  racine  lu  sur  la  Règle  se  trou- 
vent à  la  fois  l'im  au-dessous,  l'autre  au-dessus  d'un  même 
nombre,  qui  sera  précisément  la  racine  cherchée  ;  car  la  dis- 
tance comptée  sur  la  Règle  entre  le  nombre  trouvé  et  Torigine 
de  la  Règle,  plus  la  distance  égale  comptée  sur  la  Réglette  entre 
ce  même  nombre  et  l'origine  de  la  Réglette,  c'est-à-dire  le 
double  du  logarithme  du  sombre  trouvé,  reproduira  la  distance 
du  nombre  proposé  à  l'origine  de  la  Règle,  c'est-à-dire  le  lo- 

*  Cette  échelle  représente  les  logarithmes  des  carrés  des  nombres  qui 
y  sont  inscrits;  ses  divisions  sont  donc  doubles  de  ceUes  de  réchelle  des 
nombres  tracée  sur  le  haut  de  la  Règle  et  sur  la  Réglette;  en  effet,  le  carré 
d*un  nombre  étant  le  produit  de  deux  facteurs  égaux  à  ce  nombre ,  les 
logarithmes  des  carrés  sont  les  doubles  des  logarithmes  des  nombres,  n 
en  résulte  qu'en  Usant  les  racines  sur  l'échelle  des  carrés,  on  trouve  les 
carrés  sur  l'échelle  des  nombres  et  réciproquement. 
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garithme  de  ce  nombre  ;  donc  le  nombre  trouvé  sera  la  racine 
carrée  du  nombre  proposé.  Le  tâtonnement  sera  amoindri  en 
renversant  la  Réglette  ;  on  amènera  le  chiffre  1  de  la  Réglette 
sous  le  nombre  dont  on  demande  la  racine  lu  sur  la  Règle 
(remarquons  qu'en  même  temps  ce  nombre  lu  sur  la  Réglette 
se  trouvera  au-dessous  du  chiffre  1  de  la  Règle},  et  on  cher-* 
chera  le  point  de  coïncidence  de  deux  divisions  semblables  de 
la  Règle  et  de  la  Réglette. 

455.  Nous  allons  nous  proposer  actuellement  diverses  ques- 
tions dont  la  solution  serait  impossible  par  une  seule  lecture  en 
se  bornant  à  l'emploi  exclusif  des  échelles  des  nombres.  Nous 
commencerons  par  Yélévatian  au  cube  et  Vexiraction  de  la 
racine  cubique. 

456.  Soit  proposé  d'abord  de  former  le  cube  d'un  nombre 
compris  entre  1  et  10;  son  cube  sera  compris  entre  1  et  1000. 
On  obtiendra  évidemment  le  cube  cherché  en  multipliant  le 
nombre  donné  par  son  carré,  ce  qui  peut  se  faire  de  trois  ma- 
nières  différentes  : 

l""  Je  fais  glisser  la  Réglette  vers  la  gauche  de  manière  à  ame- 
ner au-dessus  du  chiffre  1  de  l'échelle  des  carrés  le  nombre  pro- 
posé lu  sur  réchelle  des  nombres  de  la  Réglette;  le  cube 
cherché  se  lira  sur  la  Réglette  au-dessus  du  nombre  proposé 
lu  sur  l'échelle  des  carrés  : 


Réglette  a  «  a:  =  a* 

Échelle  des  carrés     1  a 

En  effet,  la  distance  de  x  au  chiffre  1  de  la  Réglette  se 
trouve  égale  au  logarithme  de  a  (compté  sur  la  Réglette),  plus 
le  double  du  logarithme  de  a  (compté  sur  l'échelle  des  carrés 
c'est-à-dire  ktrois  fois  le  logarithme  de  a  ;  donc  x  est  la  troisième 
puissance  ou  le  cube  de  a. 

2"»  Je  fais  glisser  la  Réglette  vers  la  droite  de  manière  à 
amener  Je  chiffre  1  de  son  échelle  au-dessus  du  nombre 
proposé  lu  sur  Téchelle  des  carrés  ;  le  cube  cherché  se  lira  sur 


£T  DU  LEURS  APPLICATIOKS.  357 

l'échelle  supérieure  de  la  Règle  au-dessus  du  nombre  pro* 
posé  lu  sui^  la  Réglette. 

Règle  (Échelle  supérieure)  x  =  €f 

Réglette  >¥  la 

Échelle  des  carrés  a 

9"  Je  renverse  la  Réglette,  et  je  place  le  nombre  proposé  lu 
sur  l'échelle  de  la  Réglette  au-dessus  de  ce  même  nombre  lu 
sur  l'échelle  des  carrés;  le  cube  cherché  se  lira  sur  l'échelle 
supérieure  de  la  Règle  au-dessus  du  chiffire  1  de  la  Réglette. 

Règle  (Échelle  supérieure)  x=^cf 

j  ■  I  _■  -  -  ^-^ —     —  - 

Réglette  renversée  <^  a  1 

Échelle  des  carrés  a 

457.  La  dernière  manière  d'opérer  est  la  plus  commode. 
On  se  rappellera  qu'en  opérant  avec  la  moitié  de  droite  de  la 
Réglette  renversée,  l"*  les  cubes  d'un  seul  chiffre  correspondent 
à  l'index  1  de  la  Réglette  et  se  lisent  sur  la  moitié  de  gauche 
de  l'échelle  supérieure  de  la  Règle;  2*'  les  cubes  de  deux  chif- 
fres correspondent  au  même  index  et  se  lisent  sur  la  moitié  de 
droite  de  l'échelle  supérieure  de  la  Règle  ;  S""  les  cubes  de 
trois  chiffres  correspondent  au  chiffre  10  de  la  Réglette  et 
se  lisent  sur  la  moitié  de  droite  de  l'échelle  supérieure ,  con- 
sidérée dans  ce  cas  comme  renfermant  tous  les  nombres  de 
100  à  1000. 

4tt8.  Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  d'élever  au  cube 
un  nombre  quelconque.  On  ramènera  ce  cas  au  précédent,  en 
rendant  le  nombre  proposé  >  1  et  <  10 ,  ce  qui  se  fera  en  le 
multipliant  ou  en  le  divisant  par  10, 100, 1000,  etc.;  puis  après 
avoir  cherché  le  cube  du  nombre  ainsi  préparé,  on  divi" 
tera  ou  l'on  multipliera  le  résultat  trouvé  par  le  cube  de  10, 
ou  par  le  cube  de  100,  ou  par  le  cube  de  1000,  suivant  que  l'on 
aura  multiplié  ou  divisé  le  nombre  proposé  par  10,  100, 
1000 ,  etc.  Ainsi ,  soit  0,09538  à  élever  au  cube  ;  je  multiplie 
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par  100,  et  Je  cherche  le^cabe  de  9,54  (4tt6,  3*)  : 

Règle  (Échelle  supérieure)         x  =  868 
Réglette  renversée  »  10  9,54 

Échelle  des  carrés  9,54 

Divisant  le  résultat  trouvé  868  par  100^=31000000,  fl  vient 
0,000868  pour  le  cube  cherché. 

4iS9.  Occupons-nous  actuellement  de  l'extraction  de  la  ra- 
cine cubique,  et  supposons  d*abord  que  le  nombre  donné  soit 
compris  entre  1  et  1000.  Comme  pour  l'élévation  au  cube,  il  y 
a  trois  manières  d'opérer.  Nous  ne  nous  occuperons  que  de  la 
troisième,  qui  est  seule  d'une  application  facile.  Elle  consiste  à 
amener  le  chiffre  1  de  la  Réglette  renversée  sous  le  nombre  pro- 
posé lu  sur  l'échelle  supérieure  de  la  Règle;  la  racine  cherchée 
correspond  au  point  où  la  graduation  de  la  Réglette  et  la  gra- 
duation de  l'échelle  des  carrés  donnent  le  même  nombre. 

Règle  (Échelle  supérieure)  a 


Réglette  renversée a?  =  v^â4^ i 

Échelle  des  carrés  x=^a 

460.  On  aura  d'ailleurs  égard  aux  observations  suivantes  : 
V  Si  le  nombre  donné  est  <  10 ,  on  le  lira  sur  la  moitié  de 

gauche  de  l'échelle  supérieure. 

2**  S'il  est  compris  entre  10  et  100,  on  le  lira  sur  la  moitié  de 
droite  de  l'échelle  supérieure ,  et  sa  racine  se  lit  en  employant 
comme  index  le  chtffire  1  de  la  Réglette  renversée. 

3"*  S'il  est  compris  entre  100  et  1000  »  on  le  lit  encore  sur  la 
moitié  de  drcHte  de  l'échelle  supérieure  ;  mais  la  lecture  de  la 
racine  se  fait  en  employant  l'index  10. 

4''  La  coïncidence  d'où  résulte  la  détermination  de  la  racine 
cubique  doit  toujours  avoir  lieu  sur  la  partie  de  la  Réglette  qui 
porte  les  divisions  de  1  à  10. 

461.  Si  l'on  demande  maintenant  la  racine  cubique  d'un 
nombre  quelconque ,  on  commencera  par  rendre  ce  nombre 
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>  1  et  <  1000,  en  le  multipliant  ou  en  le  divisant  par  1000, 
ou  par  1000000,  ou  par  1000000000,  etc.  ;  on  cherchera  la  ra- 
cine cubique  du  nombre  ainsi  préparé ,  laquelle  se  trouvera 
nécessairement  comprise  entre  1  et  10 ,  puis  on  la  divisera  ou 
on  la  muUipliera  par  10  ou  par  100,  ou  par  1000,  etc.,  suivant 
que  l'on  avait  multiplié  ou  divisé  le  nombre  donné  par  10^,  ou 
par  100»,  ou  par  1000*,  etc-  Ainsi,  si  Ton  demande  la  racine 
cubique  de  0,27,  on  multipliera  ce  nombre  par  10^  «=  1000,  ce 
qui  donne  270,  dont  je  cherche  la  racme  cubique  (460,  3*). 

Règle  (Ëchelle  supérieure)         270 

Réglette  renversée         »-»         10  a? =6,46 

Échelle  des  carrés  x  =  6,46 

Divisant  le  résultat  trouvé  6,46  par  10,  il  viendra  0,646  pour 
la  racine  cubique  cherchée. 

46S.  La  Règle  à  calcul  est  d'un  usage  extrêmement  facile 
pour  calculer  le  quatrième  terme  d'une  proportion  dont  on 
connaît  les  trois  autres  termes,  pour  trouver  une  moyenne  pro- 
portionnelle entre  deux  nombres  donnés ,  etc.  Nous  allons  ré- 
soudre ces  deux  questions. 

463.  Calculer  le  quatrième  terme  d^une  proportion.  Cette 
questic(h  revient  à  trouver  le  quotient  d'un  produit  de  deux 

facteurs  par  un  troisième  nombre ,  et  peut  se  résoudre  de 

be 
différentes  manières.  Soit  a:b::e:xj  d'où  a;  se—. 

1*  J'amène  le  diviseur  (extrême  connu)  lu  sur  la  Réglette 
fioiis  l'un  des  Acteurs  (moyens)  lu  sur  la  Règle;  le  quotient 
cherché  se  lit  sur  la  Règle  au-dessus  du  second  facteur  lu  sur 
la  Réglette. 

Règle  6  *^'5" 


Réglette         a  ^^  e 

Il  est  évident ,  en  effet ,  que  Ton  a  :  log  â?  (sur  la  Règle) 
=  log  6  { sur  la  Règle  )  +  [log  c  — log  o  ]  (sur  la  Réglette  ) 


,     bc 
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(On  remarquera  que  les  deux  rapports  égaux  -  =  -  se  trou- 

(m  C 

vent  figurés  aux  yeux  sur  rinstrument.) 

%""  Ayant  renversé  la  Réglette,  j'amène  l'un  dbs  moyens  lu  sur 
la  Réglette  sous  l'autre  moyen  lu  sur  la  Règle  ;  le  quotient 
cherché  se  lit  sur  la  Règle  au-dessus  de  Textréme  connu  lu  sur 
la  Réglette. 

Règle  6  a:=  — 


Réglette  c 

On  peut  toujours  faire  en  sorte  que  le  terme  inconnu  soit  le 
4*  de  la  proportion,  et  que  tous  ses  termes  aient  au  moins  un 
chiffre  entier  ;  ce  résultat  s'obtiendra  par  un  simple  change- 
ment de  place,  et  par  une  multiplication  de  tous  les  termes 
par  10,  ou  par  100,  ou  par  1000,  etc. 

Ceci  posé ,  on  déterminera  d'avance  le  nombre  des  chiffres 
de  la  partie  entière  du  résultat  au  moyen  de  la  règle  suivante  : 

Lorsque  le  diviseur  {ou  premier  terme) ,  et  Vun  des  facteurs 
{(m  moyens)^  comptés  sur  la  même  moitié  de  la  Réglette ^  cor- 
respondent à  une  même  moitié  de  la  Règle  ^  le  nombre  des  chif- 
fres entiers  du  terme  inconnu  s'obtient  en  retranchant  le  nombre 
des  chiffres  du  diviseur  {ou  extrême  connu)  du  nombre  des 
chiffres  que  possèdent  à  la  fois  les  deux  facteurs  (moyens). 

Le  terme  inconnu  a  un  chiffre  de  plus  à  la  partie  entière  ^ 
lorsque  l'index  de  la  Réglette  et  le  diviseur ,  pris  wr  la  même 
moitié  de  la  Réglette^  correspondent  seuls  à  une  même  nmtié 
de  la  Règle  ou  de  son  prolongement. 

Le  terme  inconnu  a  un  chiffre  de  moins  à  la  partie  entière^ 
lorsque  V index  et  Vun  des  deux  facteurs  pris  sur  la  même  moi" 
tié  de  la  Réglette  correspondent  seuls  à  une  même  moitié  de  la 
Règle  ou  de  son  prolongement. 

Lorsqu'on  trouve  un  reste  nul ,  il  n'y  a  pas  de  partie  en- 
tièrcy  et  le  premier  chiffre  significatif  du  terme  inconnu  est 
de  l'ordre  des  dixièmes  ;  s'il  s'en  faut  d'une,  de  deux,  de  trois 
unités f  que  la  soustraction  ne  puisse  se  faire,  il  faudra  écrire 
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un ,  deux ,  trois  zéros  entre  la  virgule  et  le  premier  chiffre  si- 
gnificatif qui  sera  alors  au  rang  des  centièmes,  des  millièmes, 
des  dix-millièmes ,  etc. 

ExBVPLE.  Calculer  le  quatrième  terme  de  la  proportion 
0,9:0,4  ::  â;:  4,8.  Je  permute  chaque  antécédent  avec  son 
conséquent,  et  je  multiplie  tous  les  termes  par  10.  La  propor« 
tion  devient  4 : 9  ::  48  :  a?'  =  10 a?. 

Règle         9 g'=  108 

Réglette     4  »  48 

L'index  et  le  diviseur  4  pris  sur  la  première  moitié  de  la  Ré- 
glette correspondent  seuls  à  la  première  moitié  de  la  Règle  ; 
le  nombre  total  des  chiffres  entiers  des  moyens  est  3  ;  celui 
des  chiflres  de  l'extrême  connu  est  1  ;  le  nombre  des  chiffres 
entiers  du  terme  inconnu  est  donc  3 — l-{-l=3;  donc 
â?'=  108 ,  et  par  suite  x  =  10,8. 

464.  Calculer  une  moyenne  proportionnelle  entre  deux  nom- 
bres donnés.  Cette  question  revient  à  l'extraction  de  la  racine 
carrée  d'un  produit  de  deux  facteurs;  elle  se  résout  des  deux 
manières  suivantes  : 

1*  On  amène  le  chiffre  1  de  la  Réglette  sous  le  premier  fac- 
teur lu  sur  l'échelle  supérieure  de  la  Règle  ;  la  moyenne  pro- 
portionnelle cherchée  se  lira  sur  Téchelle  des  carrés  au-des- 
sous du  second  facteur  lu  sur  la  Réglette. 

Règle  (Échelle  supérieure)     a 

Réglette >^ 1 h 

Ëchelle  des  carrés  x  =  yjab 

^  On  amène  l'un  des  facteurs  lu  sur  la  Réglette  renversée 
au-dessous  de  l'autre  facteur  lu  sur  l'échelle  supérieure  de  la 
Règle,  et  la  moyenne  proportionnelle  cherchée  se  lit  sur 
l'échelle  des  carrés  au  dessous  de  l'index  de  la  Réglette. 

Règle  (Échelle  supérieure)      10  a 

Réglette  renversée >»        10 h        1 

Échelle  des  carrés  x=^^ab 
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En  eflbt ,  d^une  part  la  distance  dû  nombre  a  à  l'origine  de 
réchelle  supérieure  est  égale  à  la  distance  du  chiffre  10  de 
cette  échelle  à  Torigine  plus  la  distance  du  nombre  a  à  ce  même 
chiffire  10,  c'est*k-dire  égale  k  1-f  loga;  d'autre  part  la  dis- 
tance de  l'index  10  de  la  Réglette  au  nombre  b  est  ^ale  à  la 
distance  de  cet  index  k  l'origine  de  la  Réglette  moins  la  dis- 
tance du  nombre  b  k  cette  môme  origine,  c'est-k-dire  k  1 — logft; 
et  la  distance  du  nombre  trouvé  x  k  l'origine  de  l'échelle  des 
carrés,  c'est-k-dire  2  logo?,  est  égale  à  la  différence  de  ces  deux 
distances;  donc  Slogâ;  =  1  +loga— (1— logé) =loga-f-log6 ; 

donc  x^=zsjab* 

46tt.  La  Règle  k  calcul  peut  servir  k  résoudre  des  questions 
moins  simples,  par  exemple  k  trouver  le  quatrième  terme 
d'une  proportion  dont  les  autres  termes  seraient  des  carrés,  ou 
des  radicaux,  etc.  Nous  ne  nous  y  arrêterons  pas;  mais  nous 
croyons  utile  de  donner  un  tableau  de  toutes  les  opérations 
que  Ton  peut  effectuer  au  moyen  de  la  Règle,  avec  l'indication 
succincte  de  la  manière  d'opérer.  Nous  empruntons  ce  tableau 
k  X Instruction  sur  les  Règles  à  calcul  de  M.  £.  Lalanne^^  d^i^ 
laquelle  nous  avons  puisé  déjk  une  grande  partie  de  ce  qui  pré- 
cède. X  désigne  la  quantité  inconnue  qu'il  s'agit  de  calculer, 
et  y  une  quantité  variable  k  laquelle  on  donne  une  suite  de 
valeurs  déterminées.  Toutes  les  formules  qui  donnent  l'expres- 
sion de  y  au  moyen  de  x  sont  des  formules  indirectes^  déduites 
de  formules  directes  dans  lesquelles  la  variable  x  était  expri- 
mée au  moyen  de  y. 


*  Instruction  sur  les  Règles  à  calcul^  etpartieulièrement  sur  la  nimulle 
Règle  à  enveloppe  de  verre,  par  L/on  Lalanne,  ingénieur  eo  chef  des  ponts 
et  chaussées.  Cette  Instruction  se  trouve  chez  MM.  Bachette  et  G^,  avec  la 
nouvelle  Règle  à  enveloppe  de  verre. 
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de  produite  d'an  facteur 
constant  par  un  facteur 
tarlable. 

romatlon  d'oae  auite  de 
quotients  d'un  dividende 
▼ariable  paf  uA  dïTiseur 
constant. 

Suite  de  quotients  d'un 
dividende  constant  par  un 
ditisenr  variable. 

A*  terme  de  la  propor- 
tion aibr.y.Xt  dans  la- 
quelle les  deui  termes  du 
second  rapport  sont  va- 
Hablea. 

4*  terme  de  la  propor- 
tion y:a::b:Xf  dans  la- 
quelle les  deoB  eitrèmes 
sont  variables. 

Produit  de  deux  facteurs 
ëgauzouélévation  au  oarré. 

Bitractlon  de  la  racine 
carrée. 


I 


le  fkcteur  constant,  la  lecture  au^âtstut 
du  Auteur  variable. 

Mèmea  écbeUM  ei  même  position  de 
U  Réglette.  LUndex  tow  le  diviseur 
constant,  la  lecture  au-deisoiis  du  dlti- 
deode  Tarlable. 

L'index  de  la  Réglette  renversée  tout 
le  dividende  consUnt  et  la  lecture  du 
quotient  mhiIsmim  du  diviseur  Tarlable. 

Réglette  droite.  Le  nombre  a  placé 
tous  le  nombre  b,  et  le  nombre  x  lu 
em^âêitHt  du  nombre  y. 


Réglette  renversée.  Le  nombre  b  ioui 
ou  fur  le  nombre  a,  et  le  nombre  0 
iOui  ou  Jur  le  nombre  y. 

Comme  au  n«  l,  dont  cette  question 
o*est  qu'un  oaa  particulier. 

Le  chiffre  i  de  la  Réglette  renversée 
tout  le  nombre  x  ;  lecture  de  la  racine 
simultanément  sur  la  Règle  et  la  Ré* 
glette  au  point  où  ces  deux  graduations 
expriment  des  nombres  égaux. 


SmpM  iê  Véehêllê  de*  nomftrtt  de  la  R^ktU  ti  dt  VéchelU  dis  carrét. 


m^r 


y=^î 


c  =  ay* 


filévatioB  BU  carré. 


Extraction  de  la  racine 
carrée. 

Produit  d^tii  nombre 
oonstaal  par  une  suite  de 
GBiTéa. 


L'index  de  la  Réglette  mr  le  i  de  l'é- 
chelle des  carrés.  Lecture  du  carré  au' 
dêttut  du  nombre  donné. 

Même  position  de  la  Réglette.  Lecture 
de  la  rscine  au-dsctotti  du  nombre 
donné. 

Le  nombre  constant  sur  la  Réglette 
ou-dêttutAu  1  de  l'échelle  des  carrés. 
Lecture  du  produit  au-dettut  du  nom- 
bre à  élever  au  carré.  —  Cas  particu- 
lier :  y  s  a»  s  a  o'  (élévation  au  cube, 
n«  4M,  1*). 
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Racine  carrée  d'ane 
saite  de  rapports  dont  l'an- 
técédent est  variable,  et 
dont  le  conséquent  est 
constant. 

Racine  carrée  d'une 
suite  de  rapports  don  t  l'an- 
téoédent  est  constant  et  le 
conséquent  variable. 

Quotient  d'un  nombre 
constant  par  le  carré  d*un 
noiûbre  variable. 

4*  terme  de  la  propor- 
tion V'â  •  t^  ::  6  :  x. 


4*  terme  de  la  propor- 
tion a':  ft*::  y:  x. 


SUB 


OBSERVATIONS 

k  mamiEeb  d'oféreb. 


Même  position  de  la  Réglette.  Lecture 
de  la  racine  «om  le  nombre  variable. 


Le  nombre  constant  sur  la  Réglette 
renversée  au-deimM  du  i  do  l'éobelle 
des  carrés.  Lecture  du  j'ésultat  aw 
dntou»  du  conséquent  variable. 

Même  position  de  la  Réglette.  Lecture 
du  résulut  sur  la  Réglette  au-deanu  du 
diviseur  variable. 

Placez  a,  lu  sur  la  Réglette  renversée, 
au-dMstu  de  6;  lecture  de  x  sur  l'é- 
chelle des  carrés  au-dess oiw  de  y  lu  sur 
la  Réglette. 

Places  y  lu  sur  la  Réglette  au-destiM 
de  a  ;  lecture  de  m  sur  la  Réglette  au- 
denu9  de  6,  iu  sur  Téchelle  des  carrés. 


Emploi  timulkmé  det  troit  éehellet. 


Produit  du  carré  d'un 
nombre  constant  par  une 
suite  de  nombres  varia- 
bles. 


Quotient  d'un  nombre 
variable  par  le  carré  d'un 
nombre  constant. 


Troisième  proportion- 
nelle à  deux  nombres  don- 
nés, dont  le  second  est 
variable  dans  la  propor- 
tion a  :  y  ::  y  :  x. 

Racine  carrée  du  pro- 
duit d'un  nombre  constant 
par  un  nombre  variable. 

Troisième  proportion- 
nelle à  deux  nombres  don- 
nés dont  le  second  est  con- 
stant dans  la  proportion 
y:a::a;x. 


L'index  de  la  Réglette  au'desnu  du 
nombre  constant.  Lecture  du  produit 
sur  récbelle  supérieure  au-detsus  du 
nombre  variable  lu  sur  la  Réglette.  — 
Cas  particulier  :  y  ^a^œsxa*  ^éléva- 
tion  au  cube ,  n«  4ft9, 2«). 


Même  position  de  la  Réglette.  Lecture 
du  quotient  sur  la  Réglette  au-âesious 
du  nombre  variable  lu  sur  l'échelle 
supérieure. 

L'index  de  la  Réglette  droite  s otis  le 
nombre  constant  lu  sur  laHègle.Lectui« 
du  nombre  cherché  au-deisus  du  nom- 
bre variable  lu  sur  l'échelle  des  car- 
rés. 

Même  position  de  la  Réglette.  Lecture 
de  la  racine  au-dessout  du  nombre  va- 
rialtle  lu  sur  la  Uégletio, 

L'index  de  la  Réglette  renversée  au- 
deuw  du  nombre  constant  lu  sur  ré- 
cbelle des  carrés.  Lecture  de  x  sur  la 
Réglette  au-df  s lotu  du  nombre  varia- 
ble. 


I 
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Ëlétalion  aa  cabe. 


Extraction  de  la  racine 
eabi<iao. 


OBSBRTATIONE 
SUR  LA   HANIËRE  D'OPÉRBR. 


4*  terme  de  la  proportion 
y:a*::b:  jB,dana  laquelle  on 
d  es  moyen  s  (tous  deux  con- 
8Unts)e8tdleTéaa  carré. 

4*  terme  de  la  proportion 
a  :  5  ::  y*  :  x,  dans  laquelle 
un  des  moyens  (nombre  var 
riable)  est  élevé  au  carré. 

4*  terme  de  la  propor^ 

tionv^  :  v^  :•  v^  •  y, 
dans  laquelle  les  trois  pre- 
miers termes  sont  des  ra- 
cines carrées. 

4*  terme  de  la  propor- 
tion bîa'::y:T.f  dans  la- 
quelle un  des  moyens 
(  nombre  constant  )  est 
élevé  au  carré. 

4*  terme  de  la  propor- 
tion a':  b  ::  x  :  y,  dans  la- 
quelle les  deux  termes  du 
premier  rapport  sont  con- 
stants, et  le  premier  terme 
un  carré. 

Quotient  d'un  cube  par 
une  quantité  variable. 


Quotient  d'un  cube  va- 
riable par  un  diviseur  con- 
stant. 


Racine    cubique    d'un 
produit  de  deux  facteurs. 


Le  nombre  y  pris  sur  la  Réglette  ren- 
versée ail-  dessus  du  même  nombre  pris 
sur  l'échelle  des  carrés.  La  lecture  de  œ 
sur  l'écheile  supérieure  au-dessus  de 
l'index  de  la  Réglette. 

LUndex  de  la  Réglette  renversée  au- 
dessous  du  nombre  donné  pris  sur  l'é- 
chelle supérieure.  Lecture  simultanée 
de  la  racine  sur  la  Réglette  et  sur  l'é- 
chelle des  carrés,  au  point  oh  les  deux 
graduations  en  coïncidant  expriment 
des  nombres  égaux. 

Placez  le  moyen  simple  6  pris  sur  la 
Réglette  renversée  au-dessus  du  nom- 
bre a;  lecture  de  œ  sur  l'échelle  supé- 
rieure au-dessus  de  Texlrôme  y. 

Placez  le  moyen  constant  b  pris 
sur  la  Réglette  «OfM  Textrême  connus; 
lecture  de  x  sur  la  Réglette  au-  dessus 
de  y  pris  sur  l'échelle  des  carrés. 

Placez  le  nombre  b  pris  sur  la  Réglette 
tous  le  nombre  a  ;  lecture  de  y  sur  l'é- 
chelle des  carrés  au»dessi}us  de  w  pris 
sur  la  Réglette. 

Placez  l'exlrAme  connu  b  pris  sur  la 
Réglette  au-dessus  du  nombre  a  ;  lec- 
ture de  X  sur  l'échelle  supérieure  au- 
dessus  du  moyen  variable  y  pris  sur  la 
Réglette. 

Places  le  moyen  connu  b  pris  sur  la 
Réglette  ati-rfMnM  du  nombre  a;  lec- 
ture de  y  sur  la  Réglette  ctu-dessous  du 
moyen  variable  x  pris  sur  l'échelle  su- 
périeure. 


Placez  le  nombre  à  élever  au  cube 
pris  sur  la  Réglette  renversée  au^essus 
du  même  nombre  pris  sur  l'échelle  des 
carrés  ;  lecture  de  x  sur  l'échelle  supé- 
rieure au-dessus  du  diviseur  variable. 

Comme  précédemment.  On  peut  aussi 
placer  le  nombre  à  élever  au  cube  pris 
sur  la  Réglette  au-dssso%u  du  diviseur 
constant,  et  lire  x  sur  la  Réglette  au- 
dessus  du  nombre  à  élever  au  cube  pris 
sur  l'échelle  des  carrés. 

Placez  l'on  des  facteurs  pris  sur  la 
Réglette  renversée  au-dessous  de  l'autre 
pris  sur  l'échelle  supérieure;  et  lisez rr 
simultanément  sur  la  Réglette  et  sur 
l'échelle  des  carrée  au  point  correspon- 
dant à  des  nombres  égaux. 
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À  l'exception  des  formukB  nwurquéeB  d'un  astérisque,  une 
position  unique  de  la  Réglette  donne  la  solution  de  toutes  les 
questions  de  même  nature  dans  lesquelles  l'élément  variable 
est  désigné,  soit  par  y  si  la  formule  est  en  x^  soit  par  x  si  la 
formule  est  en  y. 

466.  En  général»  si  l'on  désigne  par  a,  a',  a*,  par  ft,  h\  V^ 
deux  séries  de  nombres  qui  se  correspondent  sur  Técbelle  su- 
périeure de  la  Règle,  sur  la  Réglette  et  sur  l'écbelle  des  carrés, 
dans  une  position  quelconque  de  la  Réglette,  on  aura  les  rela- 
tions suivantes  suivant  que  la  Réglette  sera  droite  ou  renversée  : 

Règle  (Échelle  supérieure)       d  V 

Réglette  ô  h 

Ëchelle  des  carrés  uf  V 

(Réglette  droite)  (Réglette  renversée) 
aV  =b€f  ad  =  bV, 

aV^s=iba!  ad  =bV^, 

dtl^z=bd^  ad^=W^. 

Ces  relations  permettent  toujours  de  retrouver  la  marche  à 
suivre  pour  résoudre  les  questions  du  tableau  précédent. 

467.  Les  applications  de  la  Règle  à  calcul  aux  questions 
usuelles  de  géométrie,  de  mécanique,  de  chimie,  etc.,  sont 
extrêmement  nombreuses.  Il  serait  beaucoup  trop  long  de  les 
énumérer  ici;  mais  nous  engageons  vivement  nos  lecteurs  à  se 
reporter  à  YInstructiom  sur  les  Règles  à  caleul  de  M.  L.  La- 
lanne.  Us  trouveront  dans  cet  ouvragOi  avec  tous  les  dévelop- 
pements nécessaires,  un  choix  nombreux  de  questions  dont  la 
résolution  achèvera  de  les  familiariser  avec  l'usage  de  hi  Règle 
à  calcul  et  de  leur  foire  comprendre  toute  l'utilité  pratique  de 
cet  ingénieux  instrument. 


CHAPITRE  XIII. 

THEORIE  DES  F0NGTI0N8  DËRIVËES. 


S  I-  DÉFINITIONS  ET  PRINCIPES  GÉNÉRAUX. 

468.  Nous  avons  dit  (90)  qu'tine  quantité  dont  la  valeur 
dépend  de  celles  d'autres  quantités  est  appelée  une  fonction  de 
ces  quantités.  Ces  quantités  se  nomment  variables^  parce  que, 
pour  chaque  système  de  valeurs  arbitraires  que  Ton  peut  leur 
donner,  la  fonction  prend  une  valeur  correspondante. 

469.  Cne  fonction  d'une  certaine  quantité  x  s'indique  à 
l'aide  de  notations  telles  que  ^  (âf-),  ^(x),  F(x),  f{x)^  etc. 

On  représente  de  même  une  fonction  de  deux  variables  x 
et  y  par  <p(a?,  y),  ^  (x,  y),  F  (x,  y),  f{x,  y),  etc. 

f  (^)  y>  '}  indique  une  fonction  de  â?,  de  y  et  de  s,  c'est-à- 
dire  une  expression  composée  d'une  manière  quelconque  de 
ces  quantités  or,  y,  z. 

II  faut  faire  précéder  la  parenthèse  de  lettres  différentes,  si 
l'on  veut  représenter  des  fonctions  différentes;  ainsi  «p  (x)  et 
^  (x)  expriment  des  quantités  qui  ne  sont  pas  composées  de  la 
même  manière  en  x. 

Au  contraire,  si  deux  fonctions  sont  formées  de  la  même 
manière,  au  moyen  des  variables  qu'elles  renfennent,  elles 
soni  représentées  par  la  même  caractéristique.  Par  exemple, 
f  (x)  et  f  (y)  désignent  deux  fonctions  composées  de  la  même 
manière,  Tune  en  x  et  l'autre  en  y,  de  telle  sorte  que  <p(y)  est  ce 
que  devient  f  (or),  lorsque  l'on  y  rempkce  x  par  y.  Ainsi,  ^  (x^  y) 
ifeprésentant,  je  suiqpose,  le  polyn<Mne2«^— 3«y+y*— ar+lO, 
9(3,4)  représentera  ;la  valeur  que  prendra  ce  polynôme,  si 
ron  y  remplace  â?  par  3  et  y  par  4 ,  de  aorte  que  l'on  aura 
<p{3,4)«2,9— 3.3.4  +  16  — 3  + 10s=  6. 

470.  Une  fomtiùn  est  dite  comtuioi,  entre  deux  limites  dm- 
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nées^  lorsqu'en  faisant  varier  d'une  manière  continue  les  quan* 
tités  dont  elle  dépend,  elle  est  constamment  réelle  et  passe  par 
tous  les  états  de  grandeurs  compris  entre  ces  limites. 

471.  On  appelle  limite  cFune  fonction  la  valeur  vers  laquelle 
elle  tend,  lorsque  la  variable j  dont  elle  dépend^  converge  elle- 
même  vers  une  valeur  déterminée. 

47S.  Si,  dans  une  fonction  de  Xy  on  donne  à  cette  variable 
un  certain  accroissement  A,  la  fonction  prendra  un  accroisse- 
ment correspondant,  positif  ou  négj^tif,  et  la  limite  vers  la*- 
quelle  tend  le  rapport  de  cet  accroissement  de  la  fonction  à  celui 
de  la  variable^  lorsque  cet  accroissement  de  la  variable  tend 
vers  zéroy  est  ce  qu^on  appelle  la  fonction  dérivée  ou  simple^' 
ment  la  dérivée  de  la  fonction  proposée.  Ainsi ,  la  limite  vers 

laquelle  converge  le  rapport  ^      ■  ^^~"^^^^  ^  lorsque  h  tend 

vers  zéro,  est  la  dérivée  de  7(4;}. 

475.  Si  celte  dérivée  est  elle-même  une  fonction  de  x,  elle 
aura  aussi  une  dérivée,  qui  sera  ainsi  la  dérivée  de  la  dérivée 
ou  la  dérivée  du  deuxième  ordre  de  la  fonction  primitive.  On 
pourra  de  même  obtenir  une  dérivée  du  troisième  ordre,  puis 
une  du  quatrième  ;  et  ainsi  de  suite. 

On  est  convenu  de  représenter  la  dérivée  d'une  fonction  par 
la  même  notation  que  cette  fonction,  mais  en  affectant  d* un 
accent  la  caractéristique  de  la  fonction.  Ainsi,  pour  indiquer  la 
dérivée  de  «p  {x)^  nous  écrirons  ^'{x);  par  conséquent  la  dérivée 
de  <p'(a7),  c'est-à-dire  la  dérivée  du  deuxième  ordre  de  (p(a;), 
sera  représentée  par  <fix)y  et,  en  général,  la  dérivée  de  Tordre 
n  le  sera  par  «p*  (x). 

474.  Une  fonction  quelconque  de  x  peut  être  soumise  à 
différentes  opérations,  de  manière  à  constituer  une  nouvelle 
fonction,  qui  sera  par  conséquent  une  fonction  d'une  fonction 
de  â:.  En  considérant  cette  nouvelle  fonction  elle-même  comme 
une  variable,  on  pourra  encore  la  soumettre  aux  opérations 
qui  constituent  une  nouvelle  fonction,  et  ainsi  de  suite.  Les 
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fonctions  obtenues  de  cette  manière  se' nomment  en  général  des 
fonctions  de  fondions. 

47tS.  La  dérivée  d'une  fonction  de  fonction  est  le  produit 
des  dérivées  de  chacune  de  ces  fonctions  par  rapport  à  la  va- 
riable  dont  elle  dépend  immbdutehsnt. 

Ainsi,  soit  une  certaine  fonction  de  x  que  je  représenterai 
paru = F  (07)  ;  soit  y  =  f{u)  une  autre  fonction  composée  d'une 
manière  quelconque  avec  t«,  de  sorte  quey=:  /(F(â;))=9(â?) 
est  une  fonction  de  fonction  éex;  je  dis  que  la  dérivée  de  y 
est  égale  au  produit  de  la  dérivée  de  f[u)  prise  comme  si  u 
était  une  variable  indépendante,  par  la  dérivée  de  F  {x)^  c'est- 
à-dire  que 

9'(a?)  =  /'(ti).F'(«). 
En  effet,  d'après  la  définition  de  la  dérivée  (479),  on  a 


y(a;)=iimtiï±^=:ilf^. 


liais  <^(x)=zf(u)  ;  u  étant  une  fonction  de  x^  cette  égalité  reste 
vraie  en  y  changeant  xenx-\-h;  or,  pour  cet  accroissement 
h  donné  à  x^  la  fonction  de  x  représentée  par  u  prend  un  cer- 
tain accroissement  que  j'appelle  A,  on  aura  donc 

ç(a?  +  *)  =  /'(ti  +  *), 
donc: 

^{X  +  h)--^iX)=:zf{U  +  h)-f(u), 

et  par  suite 

^(x  +  h)^^(x)_f(u  +  k)^f(u)  k. 
h  ~  k  'V 

et  cette  égalité  subsistera  toujours  pour  toutes  les  valeurs  de  A 
et  les  valeurs  correspondantes  de  k.  Or,  lorsque  deux  quan- 
tités variables  restent  constamment  égales  entre  elles,  dans 
tous  les  états  de  grandeur  par  lesquels  elles  passent,  leurs 
c.  24 
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limites  sont  égales  (inïA.,  957)  ;  donc 

Hmî^^±^=lM=lim/^îi±4=^l  iim  f . 

dr,  le  préitiier  riiétabre  eiiif{o^,  c*est-à-dire  la  dérivée  de  y. 
Le  premier  facteur  du  second  ihembre  est  la  dérivée  f  [u)  de 
^{n)  formée  en  rëgardatit  ti  conime  une  variable  indépendante  ; 
^uant  au  âécbiid  facteur,  c'e^t  la  lithité  du  rapport  de  l'aôctoiâ- 
éëriiènt  de  là  fonclidfl  ii  =  f{±)  à  celui  dé  la  variable  si,  ôu 
F'(*);  doncehfih 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

476.  Il  est  facile  d'étendre  ce  théorème  important  à  un 
nombre  quelconque  de  fonctions.  Soient  en  effet  les  fonctions 

u=f{:x) 

y=inn)=fiV{x^)  =  ^{x) 

D'àp^eé  ce  que  nëuS  Venotis  de  démoUtrëh,  on  aura  sUdtéàSl- 
Veinent 

Ax)=^'(y).^'(x), 
d'où  Ton  déduit,  en  multipliant  membre  à  membre, 

Ainsi,  ce  principe  permettra  de  ramener  la  formation  des 
dérivées  d'une  fonction  de  fonctions  à  celle  des  dérivées  de 
chacune  des  fonctions  qui  concourent  à  la  former. 


*  La  limite  d'un  produit  est  égale  au  produit  des  limites  de  ses  facteurs. 
Soient  en  effet  P  +  a.  Q+p  deux  facteurs  ayant  pour  limites  respecUyes 
I*  eiQ,  ona:(P  +  a)(QH-p)=PQ  +  pp-fQa+ap,  et  celle  égalité  sub- 
sistera quels  que  Soient  a  et  p;  doilc,  elle  aura  enco^e  lieu  lorsque  P  +  à 
st  Q  +  P  duronl  atteint  leurs  limites i  mais  alori  leâ  tefmes  Pp^  Qoc,  kp , 
se  réduiseat  k  xéro ,  et  l'égalité  devient  ;  Um  [(P  +  «)  (Q + p^ = PQ. 


I 
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477.  11  béstilte  imihéâidietheiit  de  la  définition  deà  dérivées 
que  la  dérivée  d*uhe  constante  e^t  nulle.  Rëciprbttùetiiènt,  si 
pour  toutes  Us  baleurs  de  la  variable  comprise  entre  les  valent 
a  et  p,  la  dérivée  d'une  fonction  est  iiulle^  cette  fonction  est 
cbnstante  duns  cet  interMtle. 

En  eflFet,  puisque  la  valeur  de  ^  *"  ^"~^^  con- 
verge vers  f'(a?),  nous  pourrons  représenter  la  AiflféreAce 
^  ^~^      ~y^(a?)  par  tine  quantité  t  qili  s'annùte  pour 

h  =  Oj  de  sorte  que  Ton  pourra  représenter  en  général  Tac- 
croissement  de  la  fonction  (^{x)  par  ^[f'(a?)-f  i].  Ceci  posé,  je 
prends  deux  valeurs  arbitraires  de  la  variable,  x^  el  x^  com- 
prises entre  a  et  p  ;  je  partage  Tintervalle  x  —  x^  en  n  parties 

X  ^^^  X 

égales,  et  je  représente  par  h  = ^  Tune  quelconque  de 

ces  parties;  h  pourra  devenir  aussi  petit  que  l'on  voudra,  puis- 
que n  est  un  nombre  quelconque.  En  donnant  à  la  variable  les 
valeurs  successives  x^^ ,  x^-{-h=:Xi ,  ari+ A=iri , . . . .  a:,^i-j-A=a?, 
et  observant  que  par  hypothèse  la  dérivée  de  la  fonction  est 
cônslammeni  nulle  pour  toutes  ces  valeurs,  il  viendra  : 


ou  bien 


D*où,  en  ajoutant  membre  à  membre  : 

?(^)— ?(^o)=A(S|+«i+  ....+«*-i)<A.nt, 
en  appelant  s  la  plus  grande  des  quantités  Sq,  (|....  tn-i.  Ainsi, 

Or,  nh=x — x^  est  une  quantité  finie;  quant  au  facteur  s,  il 
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devient  nul  à  la  limite,  lorsque  Ton  iaitn=  co,  d'où  h=0; 
donc  alors  la  quantité  (p(x)  —  f  (â?^=0.  Mais  cette  quantité  ne 
change  pas  de  valeur;  donc  elle  est  toujours  nulle;  donc 
f  (â?) = f  {x^  =  constante. 

478.  5t  deux  fonctions  sont  égales  ou  ne  diffèrent  que  par 
une  quantité  constante^  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable 
comprises  entre  les  valeurs  a  et  p,  leurs  dérivées  sont  égaies. 

Supposons  que  x  variant  entre  a  et  p,  les  deux  fonctions 
<p(^)»  ^{^)  restent  constamment  égales.  Je  dis  que  Ton  aura 
i^\x)  =  ^'{x).  En  effet,  on  a  par  hypothèse  : 

d'où  Ton  tire,  en  retranchant  et  divisant  par  h , 

y(a?  +  A)— y(a:)      ^(X'\-h)^^{x) 
h  h 

Ces  deux  quantités  ne  cessant  pas  d'être  égales  pour  toutes 
les  valeurs  de  h ,  leurs  limites  seront  aussi  égales ,  c'est-à-dire 

que  ç'(^) =+'(«)• 

479.  Réciproquement,  si  les  dérivées  de  deux  fonctions  sont 
égales ,  pour  les  valeurs  de  la  variable  comprises  entre  aet^^ 
ces  fonctions  sont  aussi  égales  ou  ne  diffèrent  que  par  une  con- 
stante. 

Supposons ,  en  effet ,  que  les  deux  fonctions  ne  soient  pas 
égales ,  et  soit  f{x)  leur  différence,  de  sorte  que  : 

ff{x)  =  ^(x)  +  f{x). 

On  aura,  en  donnant  à  â?  un  accroissement  h , 

<f{xi'h)  =  ^{x  +  h)  +  f(x  +  h) 

d'où  l'on  tire 

<,(x+h)-<^(x)  _^{x  +  h)—^ix)     f{x+h)^f(x) 
h  '^  h  "^  h 


et  à  la  limite  : 


f^'ix)z^^'ix)^r{x) 
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or  (f'[z)^y{x)  par  hypothèse  ;  donc  f'{x)  =  0,  Aoncfix)  est 
une  quantité  coDstante  (477^. 

480.  Si  nous  nous  reportons  à  l'expression  A  [<f'{x)  -f-i]  par 
laquelle  noua  avons  dit  que  l'on  pouvait  représenter  (477) 
l'acproissement  fix-^-k) — if{x)  que  prend  la  fonction  f(f} 
pour  un  accroissement  h  donné  à  la  variahle ,  on  en  conclura 
que  la  fonction  ^  [x)  prendra  des  valeurs  croissantes  si  la  quan. 
Uté  h[f'{x)-^t\  est  positive,  décroissantes  si  cette  quantité  est 
négative ,  puisque  f  (x-f-A)  sera  plus  grand  que  if(x)  dans  le 
premier  cas,  et  plus  petit  dans  le  second.  Or  l'accroisse- 
ment  A  donné  à  x  est  positif;  donc  on  aura  A[f'(:r)4-0^t) 
suivant  que  f'(x}-|-e^O.  Hais  <f'(,x)  étant  une  quantité  finie , 
et  I  décroissant  indéfiniment  avec  A,  on  pourra  toujours  pren- 
dre A  assez  petit  pour  que  la  valeur  absolue  de  <f'(x)  soit  plus 
grande  que  celle  de  e ,  c'est-i-dire  pour  que  f'{x)  donne  son 
signe  à  l'expression  ç'(j:]-|-i.  Donc  <f(x-\-h) 

suivant  que  ^  (ar)^0;  donc,  une  fonction  est 
la  dérivée  ett  positive ,  et  décroissante  qvm 
négative. 

$  U.  DËRIVÉBS  D'UNE  FONCnON  ENTIÈRE  El 
FORMDLE  DE  TÀYLOR. 

481.  Considérons  maintenant  en  particulier  une  fonction 
rationnelle  et  entière  de  x  ;  et  soit 

ip  («) = Aa^  +  Rr--' +  Ca;— »  +  Dâ"-' + . . .  +  Ta;  +  0 

une  pareille  fonction ,  de  sorte  que  m  est  un  nomhre  entier  et 
positif.  Changeons  xeax-\-h,ce  qa\  donnera 

TC«+A)=A(ar+Ar+BCa:+A)-'+C(x-|-A)— +D(a:+A)— +... 
+T(a;+A)+U; 

puis,  développons  les  diverses  puissances  du  binôme  x  +  h, 
d'après  la  formule  do  bioome  de  Newton  ;  il  viendra 
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+C««»-»+(m— 8)GaP*-» 


I  (m-l)(m-»)(m-a)  p^ 
"■^  1.2.4 


(m-lXm-î) 


1.2 


■*■ 1.2.3  *^*^ 


On  voit  qiie  le  tevine  indépendant  de  h  est  la  fonction  pro- 
pesée ff(x)  elle-même,  de  sorte  que  si,  pour  abréger,  on  cor-» 
viçnt  de  représenter  par  Ai,  Ai,  A,...  les  coefficients  respectifs 
de  A,  A*,  A*,...  on  tirera  facilement  de  TégaUté  précédente 

Qr,  siJ'Qn  suppose  q^e  A  décroisse,  indéflaimept,  tous  les  termes 
QHii  4ans  le  deuxième  meipl^re  de  cettç  ^gtilité ,  viennent  apr^ 
)e  premier,  tendront  vers  zéro ,  de  sort^  que  la  limite  d^  ce 
deuxième  membre,  et  par  conséquent  celle  du  premier  e«t  Au 
donc  la  dérivée  de  la  fonction  proposée  ^  (x)  est  le  coefficient  de 
la  première  puissance  de  h  dans  le  développement  de  ^  (x-j-^); 
ainsi 

Si  op  compare  cette  dérivée  à  la  fonctiqn  proposée,  on  verra  que 

Pour  former  la  dérivée  d'une  fonction  rationKH/^le  et  fnt\^ 

de\^  il  faut  multiplier  chaque  terme  de  cette  fonction  par  l'ex" 

posant  de  x  dans  ce  terme^  et  diminuer  cet  exposant  d'une  unité, 

h* 
4811.  Or,  le  coefficient  de  --^  se  déduit  de  celui  de  A  d'après 

la  même  loi  ;  donc  il  est  la  dérivée  du  deuxième  ordre  de  la 

A» 

fonction  proposée.  De  même  le  coefficient  de  r-^-r  se  déduit 

A* 
de  celui  de  t-^ d'après  cette  loi;  donc  il  est  la  dérivée  du  troi- 

1.  À 

sième  ordre  de  la  fonotiQB  proposée,  et  fùdsi  de  suite. 
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Diaprés  cela,  et  en  employant  les  notations  dont  nous  sommes 
convenus  au  n*"  473,  la  formule  qui  exprime  le  développement 
de  ff(x+h)y  poi^rr^  ^tfe  ^prite  (le  \^  i^ani^re  suivante  : 

car  la  dérivée  de  l'ordre  m  du  polynôme  proposé  est  évidemment 
w(i»— l)(wi — ^2)...{m— (m— 1)}A.  Elle  est  due  an  géomètre  an- 
glais Taylofy  qui  Ta  donnée  pour  une  fonction  quelconque  de  x, 
et  elle  a  été  appelée  en  conséquence  formule  de  fqylqr.  l^  ^^, 
monstration  que  uqu^  v^qpns  4'^^  donpep  ^xi^e  que  la  fonction 
f{x)  soit  algébrique,  rationnelle  et  entière  ;  ainsi  nous  ne  devrons 
appliquer  la  formule  de  Taylor  qu'à  de  pareilles  fonctions. 

Cette  formule ,  traduite  en  langage  ordinaire ,  donne  lieu  au 
théorème  suivant,  qui  est  connu  aussi  sous  le  nom  de  Théorèmi 
DBS  PON6TI0N8  DÉRivtES  !  Si  dans  une  fonction  algébrique  ^  «it- 
iièpê  et  raiiùnneUe  de  il  ^  en  donne  à  cette  variable  un  certain 
accroissement  h,  et  qu'on  développe  la  nouvelle  fonction  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  cet  accroissement^  le  premier  terme 
du  développement  sera  la  fonction  proposée  ;  le  coefficient  de  la 
première  puissance  de  h  ser^i  la  dérivée  de  cette  fonction;  le 
coefficient  de  h*  en  sera  la  tférivée  du  deuxième  ordre ,  divisée 
par  1.2  ,  et  en  général  le  coefficient  de  h*"  sera  la  dérivée  du 
n~  ordre  de  la  fonction prçposée,  divisée  par  1.2.3...n. 

483.  Si  dans  la  fonctioq  ff(x) ,  on  fait  x=^a-{-h,  a  étant  un 
nombre  connu,  elle  deviendra  (p(a-{-A),  et  on  aura  évidemment 
1^  yal^ur  de  eette  quantité,  en  fi^i^nt  ^r  s^^,  d^s  la  fbfnoule  [1]; 
donc 

^nsi ,  pouv  Ql)t#piv  |p  valeur  de  ^(a+h) ,  on  oommenoera  pap 
Cpraiei  toutes  les  dérivées  de  ^ix) ,  puia  on  remplaeero ,  dans 
chacune  et  dans  9(4:),  |p  para,  en  eflbctuant  oe  calcul  d'après 
la  règle  du  n*  60,  e(  \\  n*y  aijr^  plps  qu'il  §qbstituer  Ip§  résultats 
qu'on  aura  trouvés,  dans  le  deuxième  membre  de  l'équation 
précédente. 


376  THfORIB  DES  FONCTIONS  DÉRITÂES. 

£x£iiPi.B.  (?Mcifc!;tèn^*(x)=x'— 4x'-f  6x— l,jpottr  x=2+hî 
On  trouvera  {acilement  que 

<p(a?)    =0?  — 4a:'-f  5a:— 1,    par  suite    f  (-2)    =  1  ; 
<p'(a?).  =Z3?—%x  +5 ,  ?  (2)    =  1  ; 

1.2    "^^      *•  1.2     ~^' 

y"W  _.  ?"(2)_ 

1.2.3  ~    '  1.2.3        • 

par  conséquent 

(p(2+A)=l+A+2A«+A». 

484.  La  dérivée  d'un  produit  de  plusieurs  facteurs  est  égak 
à  la  somme  des  produits  formés  en  multipliant  la  dérivée  de 
chaque  facteur  par  le  produit  de  tous  les  autres. 

Soient  C,  Y,  X,  T..»  plusieurs  facteurs  dépendants  de  â;;  à, 
dans  chacun  d'eux,  on  change  x  enx-^-h^  ils  deviendront 
respectivement 

0  +  D'A+U"i^+..., 
V  +  V'A  +  V''^+..., 

De  sorte  que,  pour  avoir  la  dérivée  du  produit  UVXT...,  il  fau- 
dra faire  le  produit  de  ces  quantités ,  et  cette  dérivée  sera  le 
coefGcient  de  la  première  puissance  de  A  dans  ce  produit  (481> 
Or,  il  est  évident  que,  pour  former  ce  coefficient,  il  faudra 
multiplier  le  coefficient  de  A  dans  chaque  facteur  par  le  produit 
des  termes  indépendants  de  A  dans  les  autres ,  et  additionner 
les  résultats.  Donc  la  dérivée  du  produit  UYXT...  est 

u'viY...+v'CïY...+ruvY... +ruvx... +... , 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 
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48tt.  11  suit  de  là  que  la  dérivée  de  la  m"**  puissance  d'une 
fimetion  rationnelle  et  entière  de  x  est  égale  à  m  fois  la  dérivée 
de  cette  fonction^  multipliée  par  la  (m—  1)""*  puissance  de  cette 
même  fonction  ;  qu'ainsi  la  dérivée  de  X"*  est  inX'X**~'.  En  effet, 
1*  étant  le  produit  de  m  facteurs  X ,  la  dérivée  de  X"*,  qui  est 
^ale  à  la  dérivée  X'  de  chaque  facteur  multipliée  par  le  pro- 
duit X**~^  de  tous  les  autres ,  vaut  par  conséquent  m  fois  X'X'*"^ 

Exemple.  Quelle  est  la  dérivée  de 

(a:»— 1)»(2  — 3a^  (2a?— 1)? 
C'est 

3.2a?(a;»— ly  (2— &»•)  (2aî  —  1)  —  &r  (a;«— 1 J»  (2a?  —  1) 

+  2(x»— 1)»(2— 3a?*); 

d'où  l'on  tire,  en  mettant  2(a?' —  Vf  en  facteur  commun, 

— 2(ar»— l)«[27a?*— 12a?»— 23aî*+9a?  +  2]. 

486.  Pour  former  la  dérivée  d'une  fraction^  il  faut  du  pro- 
duit de  la  dérivée  de  son  numérateur  par  son  dénominateur  rtf- 
traneher  le  produit  de  la  dérivée  du  dénominateur  par  le  nu-- 
mérateur^  et  diviser  le  reste  par  le  carré  du  dénominateur. 

Soit,  en  effet,  ^— |  cette  fraction  que,  pour  abréger,  nous  re- 
présenterons par  F(a?}  :  il  s'agira  de  trouver  la  limite  vers  laquelle 
converge  le  rapport        *"  ^  ,  lorsque  h  tend  vers  zéro.  En 

conséquence,  je  remplace  a?  par  a? + A ,  et  je  trouve  (48S)  : 

ou ,  en  réduisant  au  même  dénominateur ,  puis  faisant  la  ré- 
duction , 

{  *(«V(»Hp(»)4/(«)  j  h+  { 4<«V(a?)-ip(x)  V^x)  )  ^  +  .. 

F(«+fc)-.F(«)= ,,  ^■,.,  , 2^= 

^  '  4i(x+/i)+(») 
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On  tira  de  \h 

h  "^  +,«+fc)4/(*)  "'^  • 

Or,  la  liipite  dU  npm^rateur  est  éyideipinent  ^(^)f'Gi:) 
—  <p(iF>|/'(i);  celle  du  dénominateur  fst  [4<^)]';  donc  la  liipite 

^^F(^+/ij-FW  ^»^g|.j^,dire  la  dérivée  de  |Q  est 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

487.  Théorème.  Si  dans  une  fonction  entière  et  rationnelle 
dexon  fait  croitre  cette  variable  d'une  manière  continue ^  de- 
puis  d  jusqu'à  p ,  aet^  étant  deux  nombres  quelconques^  cette 
fonction  variera  (^i^si  çl*une  manière  continue^ 

Je  désigne,  en  effet,  par  <p(a;)  la  fonction  proposée,  puis  je 
partage  la  différence  p  —  a  en  n  parties  égales,  et  je  représente 
par  h  Tune  quelconque  de  ces  parties  :  h  pourr|i  devenir  ai|ssi 
petite  que  l'on  voudra,  puisque  n  est  un  nom|3re  guelcopaii§. 
Cela  posé,  je  donne  successivement  à  x  (es  va|eqfs 

et  je  dis  que  Toi)  pourra  pr^I)dre  h  a^sez  petite  p^Qf  qpe  l'une 
quelconque  des  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  diffère 
de  la.  suivante  d'une  quantité  moindre  que  toute  grandeur  a&^ 
signable ,  d'où  l'on  devr^  conclure  que  cette  fonctieq  varierai 
d'une  manière  continue ,  lorsque  x  passera  par  tous  les  états 
de  grandeur  compris  entre  «  et  p  ;  sans  quoi  notre  fonction 
devrait  passer  brusquement  d'une  valeur  à  une  autre  qui  en 
différerait  d'une  quantité  finie ,  ce  qui  e$t  absurde ,  puisque 
sa  variation  peut  être  rendue  moindre  que  toute  grandeur 
donnée.  Soit  donc  a  un  quelconque  des  termes  de  la  progres- 
sion ci-dessus,  autre  que  p.  Je  pose  â?=a-|-A ,  et  il  vient  alors, 
d'après  le  théorème  des  fonctions  dérivées  (483) , 

ç(a+ A)  =  9(a)  +  ^^m+fia)  ^  +  y-(a)^+etc.  ; 


'     mioan  pbs  fonctions  Dtei?iiB.  V9 

4'où  Ton  (196 

?(a  +  A)-ç(«)=9'(«)-A+/(«)ï^+  ?•(«) j^+etc.  [3]. 

Or,  (p'(x),  <f\x),  f^^ix)...  étant  des  fonctions  entières  de  â!^ ,  il  est 
évident  que  cp'(a},  <p''(a),  ^''(a),...  sont  des  quantités  finies,  de 
sorte  qu'en  donnant  à  h  une  valeur  suffisamment  petite ,  on 
poum  rendre  chaeun  des  termes  qui  composent  le  deuxième 
membre  de  l'équation  [3]  aussi  petit  que  Ton  voudra  ;  il  en  sera 
donc  de  même  de  ce  deuxième  membre ,  puisqu'il  renferme  un 
nombre  limité  de  termes  '^.  Notre  théorème  est  donc  démontré. 
488.  Il  est  facile  d'étendre  la  formule  de  Taylor  aux  fonctions 
de  deux  variables.  Sôit,  en  eflbt,  fix,  y)  une  pareille  fonction, 
et  supposons  que  Ton  donne  à  a;  et  à  y  les  accroissements  res- 
pectifs h  et  il;  :  il  s'agira  de  trouver  quel  est  le  développement 
éef^ix-\-h,  f/-\'k) ,  ordonné  par  rapport  aux  puissances  et  aux 


^  Si  Ton  veut  délerrolner  la  valeur  qu'il  faut  assigner  à  h  pour  rendre 
la  différence  9(a+^)— 9(a)  moindre  qu'une  quantité  donnée  d>  on  veprér 

•entera  par  A  la  p)us  grande  valeur  f|bso)ue  ^es  quantité!  f'{a),  Yt> 


i!^\...etnnégamé 


|6fa  MdemmeQt  comportée  par  la  suivante  ; 

Ah (l  +  h  +  /^^  + ...  H-  h—')  <  «. 

Or,  la  quanUlé  i  +  fc  -f  h'  + 1-  +  /i""'  =  ^^^  (72)  ;  donc  Tinéçallté  prér 
cédente  revient  à 

Mais  h  étant  supposé  moindre  que  l'unité,  il  est  évident  quf  le  prepuier 

A/i 
membre  de  cette  inégalité  est  moindre  que        .  ,  de  sorte  que  si  l'on 

pose 

on  aura,  à  plus  forte  raison, 

ç{o  +  h)  — ç(o)<8. 
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produits  de  ces  accroissements.  Or,  il  est  clair  que  l'on  arrivera 
à  ce  résultat  si  Ton  change  d'abord  â?  en  x-f- A,  ce  qui  donnera 
9(â;-f  A,  y);  puis  que ,  dans  le  développement  de  ^x-^-h^  y), 
effectué  d'après  la  formule  de  Taylor,  on  remplace  y  par  y -|~^> 
et  qu'on  applique  encore  cette  formule  aux  fonctions  résul- 
tantes. Mais  il  faut  auparavant  convenir  d'une  notation ,  car  on 
sera  conduit  à  regarder  successivement  a  et  y  comme  constantes 
et  comme  variables. 

L'ordre  de  la  dérivation  sera  toujours  indiqué  par  le  nombre 
des  accents  dont  sera  affectée  la  caractéristique  de  la  fonction  ; 
mais  on  donnera  à  la  variable ,  par  rapport  à  laquelle  on  aura 
dérivé,  un  indice  qui  fera  connaître  l'ordre  de  la  dérivation  re- 
lative à  cette  variable.  Ainsi ,  ^"^Xp,  y,) ,  n  étant  égal  à|)-f  9, 
indique  que  l'on  a  pris  la  dérivée  de  la  fonction  f(â?,  y),  p  fois 
par  rapport  à  â;,  et  ;  fois  par  rapport  à  y.  Toutefois,  quand  une 
seule  des  quantités  ;r  ou  y  aura  varié,  nous  conviendrons,  pour 
plus  de  simplicité,  de  n'écrire  que  cette  seule  variable ,  entre 
parenthèses,  sans  lui  donner  d'indice  ;  ainsi 

<p'(a?)    et    (f'(xuy);    ç'(y)    et    <f\x,yt); 
(p*(a?)   et    ç*(a:n,y);    ?*(y)   et    <p*(a?,yn), 

seront  des  expressions  équivalentes.  De  même,  au  lieu  de 
9\xu  yO,  on  pourra  écrire  f(Xt  y). 
Ces  conventions  établies,  changeons  â?  en  ar-f- A,  et  il  viendra 

ç(« + ft,  y) =?{«,  y)  +  9'(«i.  y)?*  +  ?"(«»»  y)  7^ + ç*'(«si  y)  JJ75+ eic. 

Si  maintenant  on  remplace ,  dans  cette  équation  ,  y  par  y +A, 
nous  trouverons 

Mais,  en  vertu  de  la  formule  [1],  on  a 

<p  (a?,  y  +  *)  =  9  («,  y)  +  f*  («,  y i)k  +  9"  (»,  y») 73  +  Ç*'(«,  y»)îX3  "*"  ^^^' 

k* 

9'  («I,  y  +  fc) = 9'  («h  y)  +  q^  («n  y.)*  +  ^(j^h  y^  +  etc. 
9^*  («1,  y  +  *) = 9*  (»i,  y) + 9*'(»»i  y  •)  * + cic. 
9*(*3,  y  +  *) = V^(«3,  y) + cic 

elc. 
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Donc  enfin ,  en  substituant  dans  Texpression  précédente  de 

9(x  -f  A,  y  +  *)>  ^^  trouvera 


+  f'^C*»  yOï3+a<p^(«i,  yJ  71573+ 


W]. 


formule  dont  la  loi  est  très-facile  à  saisir. 
ExsMPLB.  Soit  (p(a?,y)  =  y' — 3fla?y+aj*,  on  trouvera 

,'(a:)=3:e^-3ay;    Çf)=3^;    g=l, 

*'(y)  =  3y«-3aa:;    ^^=3y;    J^=t, 

?>,y)=— 3a,     (p'(ar«,yi)=0,  (p''(a:„y,)=0. 

On  a  formé  (p'^(â;,  y)  en  prenant  la  dérivée  de  ff'(x)  par  rapport 
à  y  ;  on  a  de  même  pris  la  dérivée  par  rapport  à  y  de  /(a?),  pour 
avoir  9^(^:1,  y).  Donc 

(p(a:+A,  y+*)=y»     +3(J:*— ay)A+8arA«+A" 

— 3aa?y + 3{y*—  oar)*— 3flA*+A* 
+a:»  +8yA;* 

489.  Nous  avons  obtenu  le  développement  précédent  en 
changeant  d'abord  xenx-^h^  puis  y  en  y+A;  mais  on  aurait 
pu  procéder  dans  un  ordre  inverse,  c'esl-à-dire  mettre  d'abord 
y-f- A  au  lieu  de  y,  et  ensuite  â;-f  A  à  la  place  de  â?,  et  il  est 
évident  que  le  deuxième  développement  aurait  été  nécessaire- 
ment identique  avec  le  premier  ;  alors,  au  lieu  de  prendre  d'a- 
bord les  dérivées  de  f(^,  y)  par  rapport  à  x,  puis  les  dérivées 
par  rapport  à  y,  de  ces  dérivées,  nous  aurions  opéré  dans  un 
ordre  contraire;  donc  cet  ordre  d'opérations  est  parfaitement 
indifférent.  Ainsi,  par  exemple,  pour  former  (p'(^i,  yi),  on 
pourra  prendre  la  dérivée  de  ^(â?,  y),  d'abord  par  rapport  à  x, 
puis  deux  fois  par  rapport  à  y,  ou  bien  deux  fois  relativement 
à  y,  et  ensuite  une  fois  par  rapport  à  x. 
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S  m.  DËKIVÉES  D  UNE  SOMME ,  D'UN  PRODUIT  «  D'UNE 
PUISSANCE,  D'UN  QUOTIENT. 

490.  La  dérivée  de  la  somme  algébrique  de  plusieurs  fimc- 
iions  est  égale  à  la  somme  des  dérivées  de  chaque  fonction  prise 
avec  kon  signe» 

Soit  y=:u-\'V — Wf  11,  t;,  t(7,  étant  des  fonctions  de  x.  Don- 
nons à  o:  uii  accroissement  A,  d'où  résultent  pour  y,  «,  v,  w, 
les  accroissements  ky^  ku^  K^  K',  on  aura  : 

rCy  — —  y»!»  "y"  K^  "~"  n^  , 

^»rtiS  •  * ^^   i    k„ A;„ 

"""•  "T  —  "Tij.        T 


A    '    A        A 


et  à  la  limite 


eh  désignant  la  dérivée  par  lA  lettré  de  la  fonction  affectée  d^ûn 
accent. 

491 .  Fm  dérivée  d'un  produit  de  plusieuri  fonctions  est  égale 
à  la  somme  des  produits  des  dérivées  de  ehaqUe  fbnctîon  par 
toutes  les  autres  fonctions  '^. 

V  Soit  d'abotd  Un  produit  de  deux  fonctions,  y=uv.  Don- 
nons à  X  Taecroissement  A,  et  soient  Ay,  Ag,  A^,  te  acth)i5- 
sements  correspondants  de  y ^  »,  t;;  il  viendra  succèsàivdibdiii 

j;  +  *y  =  (t«  +  A^)(t;  +  i) 

y  -|-  Ay  =  ttv  +  v*«  +  t«Ac  4"  *••*• 

et  cette  dehiiëre  égalité  subsistera  lorsqu'on  passera  à  là  limite. 

_  _    ■ M    ~ 

*  Lesdémonstratioti^  diitanëes  dut  n<^  4S4, 48S  6l  486 s'appliquent  exclu- 
sivement à  des  rofidlldné  entiireitirtùiohnBUes  ;  car  elles  olit  été  Uéduites 
immédiatement  de  ta  formule  de  Taylor,  et  nous  avons  établi  béU«  fbr- 
mule  seulement  pour  de  semblables  fonctions  (48))* 
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«•  .  k  k 

Hais  dlots  le  produit  -j-'  K  devient  nul,  car  le  facteur  -r- 

conyerge  vers  ti\  c'est-à-dire  vers. une  quantité  finie,  et  ^  a 
pour  limite  zéro  ;  et  l'égalité  devient 

Si  l'une  des  deux  fonctions,  v  par  exemple,  est  une  quantité 
constante  a,  sa  dérivée  est  nulle,  et  la  dérivée  du  produit 
y  =  au  devient 

y*  =  au'. 

2*  Considérons  maintenant  un  produit  de  plusieurs  fonc- 
tions ;  et  supposons  que  le  théorème  soit  démontré  pour  un 
produit  de  m  facteurs;  je  vais  prouver  qu'il  sera  vrai  pour 
(m-f  1)  facteurs.  Soit  en  effet  y = tu...  tw  un  produit  de  (w-j-l) 
facteurs  ;  je  peux  considérer  comme  effectué  le  produit  tu...Vy 
et  regarder  y  oonlme  le  produit  des  deili  facteurd  ^ti .  • .  t;  et  t^^. 
On  aura  (!•) 

y':=zw{tu...v)'  -^-iu...  vu/. 

Mais  d'àprèà  notre  hypothèse  ^  on  aut^ 

(  <v . .  -  v)'  =  ttt . . .  v'  +  ^ .  .  .  Vtl'  +  « . .  .  V  ^  +  . .  . 

donc  : 
y'=fvtu.  ..f/'\-wt...vu'']'Um...vf'\-...'}'tu..  .vw', 

résultat  conforme  à  l'énoncé  du  théorème.  Or,  nous  avons 
démontré  cette  règle  pour  deux  facteurs  ;  donc  elle  sera  vraie 
dans  le  cas  de  trois  facteurs  ;  Tétant  pour  trois ,  elle  le  sera 
pôuf  tjiiatre  él  ainsi  de  suite;  donc  elle  est  générale. 

498.  La  dérivée  d'une  puissance  queletangue  d'une  fimfstium 
est  égale  au  produit  de  texposant  multiplié  successivement 
par  la  fonction  élevée  à  une  puissance  moindre  d'une  unité  et 
par  la  dérivée  de  la  fonction. 

1*'  Gis.  Exposant  eniier  et  positif.  En  supposant  que  tous  les 
facteurs  fi«  v^  t^...  deviennent  égaux  fi  «,  il  vidnt  évidemment 
peur  la  dérivée  de  y  s  u""  ^ 
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^*  Cas.  Exposant  fractionnaire.  Soit  y  =  n^  ;  il  en  résulte 
immédiatement 

donc  la  dérivée  de  j^  est  égale  à  la  dérivée  de  t^  (478) ,  c'est- 
à-dire  que  Ton  a  (!•'  cas) 

d*où: 

et  en  remplaçant  y  par  t<S 

3'  Cas.  Exposant  négatif.  Soit  y  s=  tt**",  d'où 

yiT  =  1. 

On  en  conclut  que  la  dérivée  de  yti*  est  nulle  ((477)  ;  donc 
y'tt*  +  ywiw*-»!*'  =  0  [491  et  498  (1"  et  2»  cas)] 


d'où 


-'  u 


495.  Si  Ton  cherche  la  dérivée  de  y  ^  v^â?,  on  trouvera  fa- 

l 

cilement,  en  observant  que  y^ = x^j 

2v^x 

494.  La  dérivée  d*un  quotient  s'obtient  en  retranchant  du 
produit  du  diviseur  par  la  dérivée  du  dividende  le  produit  du 
dividende  par  la  dérivée  du  diviseur ^  et  en  divisant  le  reste 
par  le  carré  du  diviseur  (491*). 
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Soit  en  effet  v  =  -.  On  en  déduit 

^       V 


donc  (49f} 


vy  =  u^ 


et  à  cause  de  v  =  -, 


y 

rs 

ir — yv 

V        ' 

y' 

zz: 

vu' — uv' 

»•    • 

Si  le  dividende  était  une  quantité  constante  a,  on  aurait 
T  P^ur  la  dérivée  de  -. 

S  IV.  DÉRIVÉES  DES  FONCTIONS  EXPONENTIELLES 

ET  LOGARITHMIQUES. 

498.  Considérons  d'abord  la  fonction  y  =  a*",  dans  laquelle 
la  base  a  est  constante  et  l'exposant  u  variable.  Sa  dérivée  est, 
par  définition,  la  limite  de  l'expression 

A        ""        A 

lorsque  h  tend  vers  zéro. 

Posons  a* —  i  =  «,  a  étant  une  quantité  qui  converge  vers 
zéro ,  puisque  o^  converge  vers  Tunité.  On  en  déduit  : 

AIoga  =  log(l  +  a) 

lOitd+a) 


A  = 


ioga 


Par  conséquent  l'expression  — ^-^ — •  devient 

a*alogfl   g" logo 

'*«(*+«^~ilog(l+«)" 

(X 

c.  26 
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Or  on  a 

ilOg(l+a)  =  log(l  +  ar  =  log(l+iy, 

en  posant  a  =  -,  n  tendant  ireJrt  Tinfini  quand  ol  tend  vers  zéro. 

Mais  (  1  -f  -  )  converge  vers  e  lorsque  n  augmente  indéfim- 
ment  (AW*);  donc  l'expression  considérée  a  pour  limite 

V^^  9  telle  est  la  dérivée  de  oT. 
loge 

Si  les  logarithmes  étaient  pris  dans  le  système  dont  la  base 
est  e,  la  dérivée  de  tf  aurait  pour  expression  a^'.ta,  en  déài- 
gnant  par  la  caractéristique  /  les  logaritlmies  népériens* 

On  conclut  de  là  que  les  dérivées  successives  de  la  fonction 
e""  sont  toutes  égales  à  e"",  c'est-à-dire  à  cette  fonction  elle- 
mémé. 

496.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  la  dérivée  de 
y  xc  log  tf ,  c'est-à-dire  la  limite  de  l'expression 


,  ■°«('+î) 


log(ti4-A)*^logi» 
h 

lorsque  h  tend  vers  zéro. 

Posons  -  =  a,  d'où  A  =  ott ,  a  tendant  Vdrs  zéro  efl  tnéffle 
u 

temps  que  h  ;  l'expression  deviendra 

!2£ll±i)fcliog(i+ar. 

Or,  la  limite  de  log  (1  +  a)*  est  log  e  (49»)  ;  donc  enfin ,  la  dé- 
rivée de  log  «  est  — 2_. 

u 

Si  les  logarithmes  étaient  pris  dans  le  système  dont  U  base 
est  «  f  la  dérivée  de  log  u  aurait  pour  expresâon  -. 

497.  Nous  pouvons  actuellement  trouver  sans  peine  la  dé- 
rivée de  la  fonction  exponentielle  y  =  v**  dans  laquelle  U  base 
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V  et  l'exposant  u  sont  des  fonctions  d'une  certaine  variable  in- 
dépendante œ.  On  peut  toujours,  en  effet,  transformer  une 
exponentielle  à  base  variable  en  une  exponentielle  à  base  con- 
stante ;  il  suffit  pour  cela  d^observer  que  t;c=  a^°s*,  a  étant  la 
base  du  système  de  logarithmes  considéré,  d'où  Ton  déduit  : 

y  =  t;*  =  (a"^')*  =  a*  ^*^'' =  a«, 

en  posant  j  ss«  log  v  =  ^(x).  Donc,  en  vertu  du  principe  des 
fonctions  de  fonction  (47tt) 

ou  bien  : 

^  '       log  c' 

c'est-à-dire  que  la  dérivée  d^une  exponentielle  à  base  et  à  expo» 
sant  variables  est  la  somme  des  résultats  que  l'on  obtient  en 
tonsidirw^t  suéeessivement  la  base  et  f  exposant  comme  étant 
seul  variable. 

S  V.  DÉRIVtBS  DBS  FONCTIONS  aRCULAIRSS  DIRECTES 

ET  INVERSES. 

488.  P  y  =ssin  i«.  La  dérivée  de  sin  u  est  par  définition  la 
limite  de  Texpression 

sin(ti4-A) — sin  u 

lorsque  h  tend  vers  zéro.  Or,  (  Trigon.  99  ), 

dn («+ A)--8ln  k  ss 2  cos  Tu  -|-  -j  sin -; 
donc  : 

2 
Si  maintenant  on  fidt  décroître  A  indéfiniment,  cos  iu  -{-  -j 


f     I  A\    .    A  .A 

2cos|ti4-:rl  sms^  .      rv  sm- 


sin  («+ A)— sin  u    -  ^^  \-  •  2/  •-•-  2          /      a\  —  2 
— ^^ — I i i— — i =cos(  w-f-^j 


388  THÉORIE  DES  FONCTIONS  DÉJUVÉES. 

.     h 

sin- 
teod  vers  cos  u ,  et  —7—  tend  vers  Tuoité  {Trigon.  ttS)  ;  donc  la 

2 

limite  de  Texpressioa  est  cos  u.  Telle  est  la  dérivée  de  sin  u. 

2*"  y=cos  i«.  La  dérivée  de  cos  u  est  la  limite  de  l'expres- 
sion 

in* 

eos(tt+A)  —  cos  «  •   /     I  A\      2 
:^ ^^sm(ti  +  -j-^, 

2 

en  observant  que  (2Vt^o».  99), 

(À\       A 
tt+çlsin^î 

or,  le  premier  facteur  sin  (^+^)  a  pourlimite  sin  «,1e  second 

facteur  a  pour  limite  l'unilé;  donc  la  dérivée  de  cos  u  est 
—  sin  «. 
On  pourrait  dire  aussi  :  la  dérivée  de  cos  «  n'est  autre  chose 

que  la  dérivée  de  sin  (  | — uj;  elle  est  donc  égale  à  cos  (^—uj 
ou  —  sin  If. 

mg  tf .  Si  Ton  observe  que  tang  u  = 

dérivée  du  quotient  -  de  deux  fonctions  quelconques  ueiva 

pour  expression  — ^ —  (494),  on  remplacera  dans  cette  for- 
mule «  par  sin  If ,  t;  par  cos  « ,  «'  par  cos  if,  v'  par  —  sin  ii ,  et  on 
trouvera  facilement,  en  observant  que  cos*  u  +  sin*  «  =  1, 

'      cos*  u 

cos  If 

4«  y  =s  cot  u.  On  a  y =-: — ,  d'où  l'on  déduit  sans  peine  : 

sm  u  ^ 

y= — ;-. 

*^  sin"  u 


3°  y = tang  u.  Si  Ton  observe  que  tang  u  = ,  et  que  la 
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ô*"  y  :=  séc  ti.  On  observera  que  séc  tf  =  — ^  ;  donc  (494]  sa 

j .  .  .      ^   ,     sîn  II      sîn  w     1         ,  . 

dérivée  est  y  ==  — y— = . =  tang  u  séc  u, 

'       COS'tt      costi  cosw  ^ 

&"  y  ^=:  coséc  If.  On  trouvera  d'Une  manière  analogue 
y'= — cottt  coséc  u. 

489.  Occupons-nous  maintenant  de  chercher  la  dérivée 
d'une  fonction  circulaire  inverse,  c'est-à-dire  d'un  arc  consi- 
déré comme  fonction  d'une  de  ses  lignes  trigonométriques.  En 
général ,  si  Ton  a  une  certaine  fonction  y = /*(«),  on  en  dé- 
duira la  fonction  inverse  ii  =  F  (y)  ;  et  il  est  facile  de  voir  que 
le  produit  des  dérivées  de  ces  deux  fonctions  est  égal  à  l'unité. 
En  efTet,  on  a  identiquement  ti= F  (/*(!«));  si  donc  on  prend 
les  dérivées  en  appliquant  le  principe  des  fonctions  de  fonc- 
tions (47tt),  il  viendra  : 

l=F'(y).r(«). 

c'est-à-dire  que  F' (y)  est  l'inverse  de  f{u). 
V  y  =  arc  sin  u  *.  On  en  tire  immédiatement  : 

u  =  sin  y, 

y  étant  une  fonction  de  if  ;  donc,  en  prenant  les  dérivées  (47î$), 
il  viendra  : 

1  =cos  y. y', 

d'où 

^      cosy 
is  cos  y==fcv^l  — sin*y  =  ±:v/l— tt«;  donc  enfin 


dbv/1  — «*' 

L'arc  y  est  indéterminé  ;  on  sait  en  effet  qu'il  y  a  une  infinité 
d'arcs  ayant  même  sinus;  tous  ces  arcs  aboutissent  à  deux 


*  C'est-à-^ire  y = l'arc  dont^le  sinus  est  égal  à  u. 
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points  distincts  de  la  circonférence,  et  sont  donnés  par  les  deux 
formules 

2*7r  +  aet(2*  +  l)«~a. 

Or,  il  est  clair  que  si  a'  désigne  la  dérivée  de  l'arc  principal  a, 
tous  les  arcs  compris  dans  la  première  formule  auront  aussi  a' 
pour  dérivée,  mais  la  dérivée  de  tous  les  arcs  compris  dans  la 
seconde  formule  sera  —  a'.  On  devait  done  trouver  pour  y' 
deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires. 

2"*  y  =  arc  cos  ««.  On  a  i«=cos  y,  et  l'on  en  déduira  comme 
précédemment  : 


On  se  rendra  compte,  comme  plus  haut,  du  double  signe 
de  y'  en  observant  que  y  =b  2^zb  a. 
S^"  y  =  arc  tang  u.  On  a  u  =  tang  y^  d'où  : 

cos*  y  ^ 

et  partant,  en  observant  que  ces  y  ^s  .u      n  imi  1 1 

V^l+tang*y 

Nous  ne  trouvons  ici  qu'une  seule  valeur  pour  y\  ce  qui 
doit  être ,  puisque  tous  les  arcs  qui  ont  même  tangente  ne 
diffèrent  que  par  une  constante ,  étant  tous  compris  dam  Ul 
formule  *«-[-«. 

4'»y=arccot«.  On  trouvera  facilement  quey'=  ~   ,, 

5<>  y =arc  séc  u.  On  en  déduit  «ssécy,  et  par  suite 

l=tangysécy.  %f 


d'où  en  observant  que  tangy=±v^séc*y  —  l, 

1 


^^ 


tf  y =arc  coséc  «.  On  trouvera  sans  peine  y^=       "" 


izvi/ïjd'- 
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S  VI.  DÉVELOPPBMBNT  BN  SfiRIES  PB  L06(4— œ) 

ETHB  L06(4+â9). 

BOO.  DivBLOPPKiiSNT  Di  Loo  (1  —x) .  Si  Ton  divise  1  par  1—x, 
on  obtiendra  facilement  (887)  la  série  indéfinie  : 

jJ^=l+j:4-ar>+a:»+...4-a:*  +  etc.  [1]. 

Cette  série  est  convergente  si  o?  est  <  1  (88S), 
Or,  d'une  part,  si  Ton  considère  la  série  également  convergente 

et  que  Ton  forme  sa  dérivée ,  on  retrouvera  précisément  (48Q 
et  499)  la  série  [11.  D'upe  autre  parti  t^--  est  évidemment  la 

*  1— "4C 


dérivée  de— Î2^^^\49e)*.  DoncIasérie[2]et— Î5^^\ 
ayant  des  dérivées  égales ,  ne  peuvent  différer  que  par  une 

emrtioti  Cl  ;  donc  : 

logd  — a?)_^  .   ^  .  a?t  .  g*  ,  g*  . 

et  par  suite 

log(l^ar)=-loge  (ç  +  a:  +  ^4.^  + J  +  .,.), 

Or,  pour  le  cas  particulier  de  x=0,  le  second  meml^pe  doit 
se  réduire  au  logarithme  d^  1,  c'e^t4i-dire  à  zéro;  donc  G=0, 
donc  enfin  : 


*  On  a  en  effet,  ti  «=:  l  —s,  d'après  le  principe  des  fonctions  : 
dérivée  de  :^^!=  (  -  i)xdériTé»de  (!-»)=  +  i=  J; 
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OU,  en  prenant  les  logarithmes  népériens  : 

ttOi.  DÉYELOPPEiaNT  DE  LOG  {l  +  x).  On  obtient,  en  divi- 
sant 1  par  1  -|~^9  1&  série  convergente  : 

r-T — =1 — x-^-a^ — a^A-.^.  +  a^  —  etc» 
1-f-x  '  '        ' 

Le  second  membre  est  évidemment  la  dérivée  de  la  série  : 

/yJI  /y*8  /*»*  /wZH  4  1 

le  premier  membre  est  la  dérivée  de— ~ ;  et  Ton  arri- 
vera facilement ,  en  raisonnant  comme  au  n""  précédent,  aux 
formules 

J?  — 2  +  3  — 4+-+2;iXÏ  +  -jPl« 

Ces  formules,  comme  les  précédentes,  supposent  essentielle- 
ment que  â;  est  <C  1 ,  autrement,  les  séries  qui  forment  les  se- 
conds membres  seraient  divergentes. 

808.  Si  Ton  retranche  l'un  de  l'autre  les  développements  de 
log  (l  —  x)  et  de  log  (1  +  a?) ,  on  trouvera  : 

00  bien  : 

Posons  actuellement  : 

1 — X         '  n         n     * 
d'où: 

'  2n-[-^ 
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il  viendra,  en  observant  que  log— ^=Iog  (w-}-«) — logn, 

ti 

,og(„  +  ,)_iog«=2Iog«[5i5+i(5jl5)'+i(5^,)'+...]. 
Si  i*on  fait  2= 1 ,  on  aura  :  ' 

log(n  +  t)=log«+îlog«[-l:.+l(_i_J«+i(5;^y+...]    m. 

formule  très-convergente ,  au  moyen  de  laquelle  on  pourra 
calculer  le  logarithme  d'un  nombre  quelconque  (n-^  1} ,  con- 
naissant le  logarithme  du  nombre  précédent  n.  Or,  on  connaît 
le  logarithme  de  1,  qui  est  0;  on  aura  donc  successivement  : 

log2=21oge[î+îg+l(i)+...] 

log  3=log2+2  loge  [l+i(iy+l(iy+...] 
etc. 

803.  En  considérant  le  système  de  logarithmes  dont  la  base 
est  a,  la  formule  [7]  deviendra  : 

formule  au  moyen  de  laquelle  on  calculera  facilement  les  lo- 
garithmes népériens  des  nombres. 

Pour  calculer  les  logarithmes  vulgaires,  dans  le  système 
dont  la  base  est  10 ,  au  moyen  de  la  formule  [7],  il  faudra  com- 
mencer par  déterminer  le  logarithme  de  e  dans  ce  système. 
Or,  on  a  : 

d'où  en  prenant  les  logarithmes  népériens  : 

Iogcll0=l6=l 

Il  faudra  donc  calculer  le  logarithme  népérien  de  10,  ce 
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qui  est  facile  au  moyen  de  la  formule  [8].  En  effet  : 

110=216=21(4+1) 

on  déterminera  1 2  en  faisant  n=l  dans  [8],  et  on  en  dé- 
duira 14=2. 12;  puis,  en  se  servant  encore  de  la  formule  [8], 
on  calculera  1  (4-f  1)  au  moyen  de  14. 

S  Vn.  DÉVELOPPEMENT  EN  SÉRIE  DE  ARC  TANGœ. 

tS04.  Si  nous  développons  le  quoti^t  dci  }  par  1  -f  d^t  WW 
obtiendrons  Ii^  série  indéfinie 

j— 7-^=  1     ar-f-ar     ar+. ... 

série  convergente,  si  l'on  suppose  que  la  variable  x  reste 
comprise  entre  0  et  1. 
Or,  le  second  membre  est  la  dérivée  de  la  série  : 

Le  premier  membre  est  (499,  S*)  la  dérivée  de  are  taiig  m 
(remarquons  que  x  variant  entre  0  et  1 ,  la  fonctioA  arc  tang  x 

varie  entre  0  et  j  et  n'a  qu'une  seule  valeur  pour  chaque  va- 
leur de  07 ,  de  sorte  qu'elle  est  définie  d'une  manière  préelse)  ; 
on  aura  donc 

arctang«  =  +f— 3+-5— y  +  t.-t         W 

(la  constante  est  nulle ,  puisque  le  second  membre  doit  8*an- 

nuler  pour  x=zO).  Cette  série  est  convergente  pour  x  ^l. 

Si  Ton  observe  que  arctang( — x)=z — arctangâ:,  on  en 
conclura  que 

arc  tang(-x)=+(l^-fcl^)*+t^)*- t^-etc. 

La  formule  [1]  est  donc  vraie  pour  toutes  les  valeurs  dex, 
comprises  entre  — 1  et  4- 1* 
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nos.  Si  Ton  suppose  dans  la  formule  [1]  â?=:l,  d*où 
arc  tangâ?=  j ,  il  viendra  : 

Cette  série  est  convergente  (586):  mais  ses  termes  décroissent 
trop  lentement  pour  qu'on  puisse  l'employer  avec  avantage  au 
calcul  du  nombre  ir.  On  peut  obtenir  des  séries  beaucoup 
plus  convergentes ,  au  moyen  du  procédé  de  Machin,  rapporté 
par  M.  Lacroix  y  dans  l'introduction  du  Traité  des  calculs  diffé" 
rentiel  et  intégral. 

Ce  procédé  consiste  à  prendre  une  fraction  asses  petite  pour 
la  tangente  d'un  premier  arc,  et  à  répéter  cet  arc  autant  de 
fois  qu'il  est  nécessaire  pour  obtenir  celui  de  ses  multiples  qui 

approche  le  plus  dcj»  puis  à  calculer  la  tangente  de  la  diffé- 
rence de  ces  deux  derniers  arcs,  tangente  qui  n'est  aubsi 
qu'une  petite  fraction,  et  dont  par  conséquent  on  obtient  Tare 
par  une  série  très<*convei%ente, 

idnsi,  soit  —  la  tangente  d'un  arc  a ,  ~  étant  une  petite  frac- 
tion. Je  calcule  successivement  tang  2a ,  tang  3a,  tang  4a,  etc., 
en  fonction  de  tang  a  =  -,  au  moyen  de  la  formule 

d'où  Ton  déduit,  en  faisant  6=a, 

2tanga 
tang  2a  =  ^    ■  v  ^  «    , 
®  1  —  tang 'a  ' 

puis,  en  faisant  ft=2a, 

^         tanga4-tang2a 
tang3a=-; — 7 — '       °  ^  » 
^  1  —  tangataDg2a 

et  ainsi  de  suite.  On  arrivera  ainsi  à  un  arc  ia  dont  la  tan- 
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gente  différera  très-peu  de  tang  ^  =  1 .  On  calculera 

et  -  sera  également  une  très-petite  fraction ,  puisque  la  diffé- 
rence 2 — ^  est  très-petite.  Actuellement ,  en  vertu  de  la  for-* 
mule  [1] ,  on  aura  : 

î-*'='~"°4=ï-ï©'+K«)'~K»)'+- • 

*-='-'-.i='[à-i&)'+5a)-K=)'+-] 

d'où  l'on  tire  enfin ,  en  ajoutant  : 

série  beaucoup  plus  convergente  que  la  série  [2]. 

Cette  méthode  peut  évidemment  conduire  à  différentes  sé- 
ries, puisque  le  point  de  départ  est  arbitraire.  Si  l'on  part  de 

-  =  i ,  on  trouvera  : 


9  > 


tang2a=q-— P^,— î, 


puis  tang  (^a—  ^  =  t+\=  ^ ' 


d'où  l'on  conclut 

1Ç 


-  =  2  arc  tang  {  —  arc  tang  ^. 


En  prenant  —  =  ^ ,  on  aura 

tang  2a  =  I , 


ung(^-2«)  =  l-j-|  =  ^. 


d'où  .  2  =  2arctang^-}"arctangf 
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Si  Ton  suppose  -  =  ^,  on  trouvera  successivement 

tang  2a  ==  ^ 
tang4a  =  iîî, 

valeur  qui  diffère  très-peu  de  1 .  On  en  déduira 

d'où  Ton  tire 
î=:4arctangi—  arctang^ 

formule  remarquable  par  sa  simplicité  et  sa  convergence,  au 
moyen  de  laquelle  on  pourra  aisément  calculer  ir  avec  un  assez 
grand  nombre  de  décimales. 


CHAPITRE  XIV. 

DES  QUANTITES   QUI   SE   RÉDUISENT 

A  g,  5,  O.oo  OU  »— .00. 


506.  Considérons  une  fraction  1^^  dont  les  deuï  termes 

sont  des  fonctions  algébriques ,  entières  et  tatioiinelies  de  x , 
et  supposons  que  cette  fraction  se  réduise  à  g ,  quand  on  y  fera 
x=^a.  Ses  deux  termes  seront  par  conséquent  divisibles  (71, 1*) 
par  une  certaine  puissance  de  (x  —  a),  de  sorte  que  si  on  les 
divise  par  leur  plus  grand  commun  diviseur,  on  obtiendra  une 
fraction  dont  les  deux  termes  ne  seront  plus  divisibles  en  même 
temps  par  (x — a);  ainsi  en  y  faisant  a;=:a,  on  trouvera *1b 
limite  vers  laquelle  tend  la  fraction  proposée  lorsque  Ton  donne 
à  X  des  valeurs  qui  tendent  vers  a  (140). 
Mais  il  y  a  un  moyen  plus  simple  d'obtenir  la  valeur  cher- 

chée  de  la  fraction  ^^;  car  il  n'est  pas  nécessaire  de  suppri- 
mer tous  les  facteurs  communs  à  ses  deux  termes ,  mais  seule- 
ment la  plus  haute  puissance  des  facteurs  {x  —  a)  qui  entre  à 
la  fois  dans  tous  les  deux.  En  conséquence.  Je  remarque  que 
â?  =  a -j- X — a,  et  comme  les  quantités  ^ (a)  et  ^(a)  sont  sup- 
posées nulles,  on  aura  (48S) 


OU,  en  supprimant  le  facteur  {x — a),, qui  est  commun  aux 
deux  termes  du  second  membre , 
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Or,  si  on  fliil  a;  ss  a,  le  deuxième  membre  de  cette  équation  se 
réduit  à  VtÂ  t  d'où  Ton  voit  que  l'on  obtiendra  la  valeur  cher^ 

ehée  m  foriMmt  nne  fraetUm  ^^  Ami  les  deux  termes  soient 
tes  dérivées  respectives  des  deux  termes  de  la  Caution  proposée 

ré)*  ^  ^  '  f^^^^^  X = a. 

si  la  fraction  |^  se  réduit  aus^i  à  ^,  par  l'hypothèse  de  x=a^ 
on  la  traitera  comme  la  proposée,  c'est-è-dire  que  Ton  fonnera 
la  fraction  |^  et  on  supposera  xissa  dans  celle-ci ,  et  ainsi 

de  suite,  de  sorte  que  la  vraie  valeur  du  rapport  ^rl,  qui  se  pré- 
sente Sofds  la  forme  §,  est  le  rapport  des  valeurs  que  prennent 
pour  x=:Rles  deux  dérivées  de  même  ordre  des  fonctions  cp  (x) 
et  vj/(ï)  qui^  les  premières^  cessent  de  s*  évanouir  à  la  fois.  Si  l'une 
de  ces  deux  dérivées  devient  nulle ,  la  vraie  valeur  du  rapport 
éera  0  ou  «>  ;  elle  sera,  au  contraire,  une  quantité  finie  si  aucune 
de  ces  dérivées  ne  devient  nulle. 

507.  ExxHPLX  I.  La  fraction 

!f(5)  ""  a?*— aa;»— I3a»j:^+25a»a?-— 12a* 
se  réduit  à  ^ pour  x=sa,  quelle  est  sa  véritable  valeur? 

^\x)_    Aa^-{-'^aa?-'Mx—€f    _q  _ 

^— 4aî»^^a«»— 26a'a?+25a>  ""  *  ^^^  ^  ""  ^' 

i'{x)_  12x'+6fla?— 6fl^  __12a  __3 
tî?^"^  12a?*— Ôoa?— 2Ôa«  ""     20?  ""      5  ^^"^  ^ 


tl    y  (g)  _^         a;'+3ûkg*— fl'a?— 3a'         _  ^  _ 

y  ^  (a?)  __         ^g'-feoir-Hi*  _  6o*  _  _ 

f(a?)""4a?»-n3aa;*— 26a«a;+25a«~"  0  —  «PO^''^  — «• 

808.  Si  ^x)  et  ^ar)  ne  sont  pas  des  fonctions  entières  et  ra- 
tionnelles de  ^,  il  n'y  a  pas  de  méthode  élémentaire  qui  soit 
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tout  à  fiiit  générale  pour  trouver  la  véritable  valeur  de  la  firao 

tion  |p^  qui  se  réduit  à  g,  pour  une  certaine  valeur  a  donnée 

à  X.  Alors  il  faudra  tâcher  de  supprimer  tous  les  fiicteurs  {x—a)^ 
communs  aux  deux  termes  de  cette  fraction,  puis  supposer  x^a 
dans  la  fraction  résultante.  Pour  faciliter  la  suppression  de  ces 
facteurs,  on  posera  x — a=A;  car,  alors  le  facteur  à  supprimer 
étant  un  monôme,  il  sera,  en  général,  plus  facile  de  le  mettre  en 
évidence  au  numérateur  et  au  dénominateur.  On  divisera  donc 
ces  deux  termes  par  la  plus  haute  puissance  de  h  qu'ils  renfer- 
meront tous  les  deux,  et  on  fera  ensuite  A=0,  c*est-à-dire  xz=a 
dans  la  fraction  ainsi  simplifiée. 

3 

iI09.  Exemple  I.  La  fraction ^-  se  réduit  à  ^pour  x =a  ; 

{x—af 
mais  je  vois  que  le  numérateur  est  exactement  divisible  par  le 

dénominateur  :  j'effectue  donc  cette  division ,  ce  qui  donne 

s 

(«-{-a)*^pour  quotient,  de  sorte  que  la  vraie  valeur  de  la  fraction 

8 

proposée  est  (2a)'  =  2av/2â. 


Jx — l-l-2\/a;' — 1 


On  voit  que  ^x — i  est  facteur  commun  aux  deux  termes  de 
cette  fraction  (71,  S"")  et  la  suppression  de  ce  facteur  donne 


l+2v^a:+l       J+2v/2 
'  /     '     =     ' -J     pourâ?  =  l. 

Je  pose  0? = 1  -j-  A ,  et ,  en  développant  la  quantité  soumise  à 
chaque  radical ,  par  le  théorème  de  Taylor,  on  trouvera  que  la 
fraction  proposée  deviendra 

V^2A«+3A'+3A*+A»  ^2+3Â+3*4^ 
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1 

en  divisant  haut  et  bas  par  A^.  En  faisant  maintenant  A  =  0,  on 
trouvera,  pour  la  vraie  valeur  de  la  fraction  proposée,  t== i/-. 

IV.  -III-5 — '=:  ^po^r  x=0. 

Je  remarque  que  1— cosx=2sin*|et  qu'ainsi 


/sin-\  * 


.   X 

sm- 
Hais  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport — ^,  quand  a?  tend 

X 

2 
vers  zéro,  est  Tunité;  donc  la  vraie  valeur  cherchée  esti. 

sm^-f-cosa? 
^'  l+8in«x+cos^=^^"='^' 

Jeposea:=^-f  ^9  ^^  il  vient 

sin  (^+2)  +C08(ir4.A)       cos|— cosA 
l+sin«(7t4-A)H-cos(7c-|-A)'^  l-f  sin'A— cosA' 

Or,      cosg— co8A=2sin^sin^,  1— cosA=28in*j, 

et  8inA=28in-cos^  : 

en  introduisant  ces  valeurs  dans  l'expression  précédente ,  elle 

deviendra 

A  •  3A  .  A  .  3A 

2sm-^sm-  smj^ 


2sin«|+4sin^cos«|     sin|(l  +  2cos«|)' 


20 
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quantité  qui  se  réduit  encore  à  }  pour  A =0.  Mais  j'observe  que 
l'on  peut  mettre  cette  expression  sous  la  forme 


.  U  .SA 

4'  3A  SA 

4  3  4 


.A  2  .  A 

a""2A.„      ,A\         *'"2A,„      .A\ 

1  a 

3  1      t 
Or,  quand  on  fera  A=0,  cette  expression  se  réduira  à  -.-=-. 

Telle  est  donc  la  vraie  valeur  de  la  fraction  proposée  pour 

MO.  Il  pourra  arriver  que  les  deux  termes  de  la  fraction 
proposée^-— ^deviennent  tous  deux  infinis  pour  â?=a;  alors  on 

observera  que  les  deux  quantités  -;-:  et  77-- s'évanouiront;  de 
sorte  qu'en  écrivant 

?(£)_@ 

on  remplacera  la  fraction  proposée  par  une  autre  qui ,  pour 
a:=a,  se  réduira  à  Si  ce  qui  nous  ramènera  au  cas  précédent. 

TSX 

sec— 

Je  remplace  ici  sec  -—  et  tang  -—— par  leurs  valeurs 

■^  2a  ^  ta  '^  TUT 

COSrr- 

2a 
.   Zizx  3irJ? 

et  — 5 — ,  et  lafraction  proposée  reviendra  ainsi  à  — r , 

cos-^r-  sin-T^cosTT- 

2a  2a       2a 
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fraction  qui  se  réduit  à  %  pour  a;  s  a.  Je  pose  donc  a? = a-f  A  ; 
ce  qui  donne 


/3w  ,  3irA\  .  Sizh 


.  3icA 
2a 


3itA\      /tc  .  TcA\  3icA .  wA  .  icA 

2a      2a    ivA     3irA      2a 
;r-cos 


2a"  2a-  «A 
<  2a 

en  fifiisant  h=0,  on  trouvera  que  cette  quantité  se  réduit 

2a  2a 

tti  i.  Des  deux  facteurs  d'un  produit  ff(x) .  ^x)^  Tun  peut  se 
réduire  à  zéro  et  l'autre  à  l'infini  :  alors  sa  véritable  valeur  sera 

la  même  que  celle  du  rapport  Sy-^ ,  qui  se  présente  sous  la 

forme  $,  en  supposant  que  ce  soit  ff{x)  qui ,  pour  a?  =  a,  s'est 
réduit  à  zéro. 

izX 

ExiifPLB.  (1 — a:)  tang -^=0.00  pour  x  =  l. 

(1— a:)tang-j-=   -j-  =i— ^  =  Jpour  a?=l- 

ira?  2 

Je  pose  donc  â?  =  1  +  ^t  ^^  îl  ^î^t 

irA 

1— ar  —A  A  2      T  2  .      ^ 

= 7 rr-= !=-• 3r=-pOUrA  =  0. 

cot-5-    cot^5+yj     tangy        tang  ^ 

ttiS.  Si  la  différence  de  deux  fonctions  ff{x)  et  <{^(a;)  se  réduit 
à  00 — 00 ,  on  pourra  mettre  cette  différence  sous  la  forme 

f^x)    f^x)        ^ix)^{x) 

« 

et  ainsi  elle  se  réduira  à  g. 
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815.  Exemple  I.  La  différence  x—  \^x*— 2ax— a*  devient 
oo  —  00  pour  X  =  00  :  quelle  est  sa  véritable  valeur  f 

Je  muUîplieet  je  divise  cette  différence  par  x-^-yJoi? — 2ax— a', 
ce  qui  donne  (ttl,  S"") 

203?  +  ^* 

X  +  v^a;*— 2aa:—  a* 

Maintenant,  pour  avoir  la  limite  vers  laquelle  converge  cette 
fraction,  quand  x  tend  vers  l'infini,  je  la  traiterai  d'après  la  règle 

du  n®  149,  ce  qui  donnera 

'   X 


puis,  en  supposant  â;  =  oo ,  je  trouverai  que  cette  lioiite  est  a. 

II.  sec-^ tang-^ie  réduità» — oo  paurx=^l. 

Je  transforme  cette  différence  dans  l'expression 

'KX  'KX  *KX  Z'KX 

1         ""T     cos  — -sm-^cos-^ 


^TKX  ItX  SltX  'KX 

cos  -5-     cos—  cos  —^  ^^"5" 

laquelle  se  réduit  à  %  pour  ^  =  1.  En  conséquence,  on  traitera 
cette  fraction  d'après  la  méthode  du  n*"  809,  exemple  Y,  et  on 

trouvera  que  sa  véritable  valeur,  c'est-à-dire  celle  de  la  diffé- 

3wj;      ^      izx    ^ 
rence  sec  -5 —  tang— est  00 . 


V 


CHAPITRE  XV. 

THÉORIE  GEIVËRALE  DES  ËQUATI01V9. 


814.  Résoudre  ALGiBRiQUBMiNT  une  équation  à  une  seule  in-- 
connue^  c'est  trouver  une  formule  au  moyen  de  laquelle  on  puisse 
déterminer^  en  fonction  de  ses  coefficients ,  toutes  les  quantités 
qui^  substituées  dans  cette  équation^  à  la  place  de  l'inconnue ^ 
rendent  ses  deux  membres  identiques.  Jusqu'à  présent  on  n'a 
pu  trouver  celte  formule  que  pour  les  équations  des  quatre 
premiers  degrés,  et  encore  celles  qui  sont  relatives  aux  équa- 
tions du  troisième  et  du  quatrième  sont  tellement  compliquées, 
que  l'on  n'en  fait  presque  jamais  usage  ;  et  cependant  il  arrive 
souvent  que  l'on  a  besoin  de  résoudre  une  équation  d'un  degré 
supérieur  au  second.  Il  a  donc  fallu  chercher  des  méthodes  à 
l'aide  desquelles  on  pût  calculer  directement  toutes  les  valeurs 
numériques  de  l'inconnue  d^une  équation^  pour  tel  ou  tel  système 
désigné  de  valeurs  particulières  des  coefficients  de  ses  différents 
tennes.  Tel  est  F  objet  de  la  résolution  des  équations  numériques. 

Ainsi ,  si  nous  considérons  les  deux  équations 

a;*— 2aa?4-ft  =  0,    et    as»— 2aa;  +  ft  =  0, 

on  tirera  de  la  première 

x  =  azh  y/cf —  b  ; 

et,  au  moyen  de  cette  formule ,  on  résoudra  toutes  les  é(|im- 
lions  du  second  degré  correspondantes  à  tous  les  couples  de 
valeurs  que  l'on  pourra  assigner  à  a  et  à  6,  sans  qu'il  soit  ja- 
mais besoin  de  répéter  les  raisonnements  qui  ont  conduit  à  la 
fornmle ,  et  seulement  en  y  remplaçant  a  et  6  par  leurs  valeurs 
numériques.  Mais  il  n'en  sera  pas  de  même  de  la  deuxième,  parce 
que,  dans  Tétatactuel  del'algèbre,  on  ignore  la  loi  suivant  laquelle 
la  valeur  de  x  dépend  de  celles  de  a  et  de  b.  Or,  si  l'on  doDne  des 
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valeurs  numériques  à  ces  deux  coefficients ,  on  pourra  bien ,  à 
Taide  des  méthodes  que  nous  enseignerons,  en  traitant  de  la 
résolution  des  équations  numériques,  trouver  toutes  les  valeurs 
de  X  y  mais  non-seulement  il  faudra  faire  un  calcul  particulier 
pour  chaque  racine,  mais  encore  il  faudra  recommencer  tous 
les  calculs,  lorsqu'on  donnera  d'autres  valeurs  k  a  et  à  6.  On 
voit  ainsi  qu'il  y  a  une  grande  différence  entre  la  résolution 
algébrique  des  équations  et  leur  résolution  numérique.  Néan- 
moins l'une  et  l'autre  sont  fondées  sur  un  certain  nombre  de 
théorèmes  dont  l'ensemble  constitue  ce  qu'on  appelle  la  théorie 
générale  des  ^afions. 

ttitf .  Nous  ne  nous  occuperons,  dans  tout  ce  qui  va  suivre, 
que  inéquations  algébriques ^  c'est-À-dire  d'équations  dans  les- 
quelles l'inconnue  n'entre  ni  comme  exposant,  ni  sous  aucun 
des  signes  logj  m,  cos^  tang,  etc.  Si  l'inconnue  se  trouvait  en 
dénominateur  dans  quelques  termes,  on  commencerait  par  faire 
évanouir  les  dénominateurs,  et  s'il  y  avait  des  termes  où  l'in- 
connue  fût  placée  sous  un  radical ,  on  rendrait  l'équation  ra- 
tionnelle, comme  nous  le  verrons  plus  loin  (chap.  xvi,  §  n). 

Nous  supposerons ,  en  outre  »  que  l'on  ait  transposé  tous  les 
termes  de  l'équation  dans  le  premier  membre,  ce  qui  rendra  le 
deuxième  nul;  ordonné  ensuite  ce  premier  membre  par  rapport 
aux  puissances  décroissantes  de  l'inconnue  or,  et  dégagé  le  pre- 
mier terme  de  son  coefficient.  L'équation  proposée  sera  ainsi 
ramenée  à  la  forme 

a:* -f  Àa?"-* -I- Ba?-^« -f  Caf*-» -f . . .  +  Ta? -j- U  =  0 , 

dans  laquelle  les  lettres  A,  B,  C,...  T,  U  représentent  des  quan- 
tités quelconques,  et  où  m  désigne  un  nombre  entier  positif. 

Si  l'équation  renferme  toutes  les  puissances  de  x  depuis 
la  m™*  jusqu'à  la  puissance  zéro^  elle  sera  complète;  sinon  elle 
sera  incomplète.  Mais  on  pourra  la  rendre  complète,  en  y  in- 
troduisant les  puissances  de  x  qui  manquent,  en  leur  donnant 
zéro  pour  coefficient.  Ainsi ,  au  lieu  de  l'équation 

«■— 2aa:  +  6«0, 


^1 
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on  pourra  écrire 

'^ttlO.  Théorème  1.  Une  équation  de  degré  quelconque,  à  coeffi- 
cients réels  ou  imaginaires  de  la  forme  «-f~  P  V^ — ^  >  ^  io^ours  au 
moins  une  racine  réelle  ou  imaginaire  de  cette  forme  *. 

Nous  commencerons  par  démontrer  la  vérité  de  ce  théorème 
pour  les  équations  binômes 

a?"'±:l=0    et    ar*±v/-^  =  0. 

On  voit  d'abord  que,  quel  que  soit  m,  Féquation  ^-*1=:0 
sera  vérifiée  par  x  =  l. 

Si  m  est  impair,  Téquation  â;"*-}*ls=0  le  sera  par  x=  —  1. 

Maintenant  supposons  que  m  soit  un  nombre  pair,  il  sera 
de  la  forme  9»=:2'*.|),  p  étant  un  nombre  impair;  maïs 

x^^'p  =  (x""/;  si  donc  on  peut  trouver  une  valeur  de  x,  réelle 
ou  imaginaire ,  qui  satisfasse  à  Féquation 

cette  valeur  de  x  vérifiera  nécessairement 

(4?«")''=  — 1,    c-est-à-dlre    a?-+l=0. 

Or,  on  tire  de  Téquation  a?'"  =  — 1,  wC=  ^^^,  et  on  sait 
{Arithm.y  2 14)  que  pour  extraire  d*une  quantité  quelconque  une 
racine  du  degré  2**,  il  n'y  a  qu'à  extraire  de  cette  quantité  n 
racines  carréessuccessives;  mais  la  première  racineseradby/ — i  ; 

et  comme  la  racine  carrée  d'une  expression  de  la  forme  a-^^yCIî 
est  aussi  de  cette  forme  (284),  on  en  conclura  qu'il  en  sera  de 
ménie  pour  la  racine  du  degré  2**  de —  1  ;  donc,  lorsque  m  est 
un  nombre  pair,  l'équation  or*" -{-1=^0  a  une  racine  de  la 

forme  a  +  Pv/—!. 
Considérons  maintenant  l'équation 

*  C'est  l  M.  Cauehy  qu'est  due  llogénteusa  démonslhiUûii  de  ce  théo- 
rème. 
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Si  m  est  un  nombre  impair,  il  sera  de  la  forme  4n-j- 1  ou  de  la 
forme  4n-|-  3;  mais  nous  avons  vu  (286)  que 

donc,  on  satisfera  à  la  proposée  en  faisant  a?=  —  v^^^^  ou 
a?  =  +  /--I,  suivant  que  m  sera  égal  à  4n  -f- 1  ou  à  4n  +  3, 

Si  m  est  un  nombre  pair,  on  pourra  poser  m  =  2''.  j),  p  étant 
impair;  et,  en  raisonnant  comme  plus  haut,  on  verra  que  l'é- 
quation a?**  +  v^^^ = 0  aura  une  racine  telle  que  «  +  p  v'^^ , 
SI  on  peut  trouver  pour  x  une  valeur  de  la  même  forme  qui 
vérifie  Téquation 

ir**=  — v'^^    ou    ïs  +  v' — 1, 

selon  que  p  sera  égal  à  4n  -f- 1  ou  à  4n  -|-  3.  Mais  les  racines 
carrées  successives  de  dr  v^ — 1  sont  de  cette  forme  «  +  p  ^ — 1  ; 
donc  il  en  est  aussi  de  même  de  la  racine  du  degré  2*"  de±^ — 1. 

On  démontrera,  de  la  même  manière,  que  Téquation 
a;** — v^^  =  0  a  une  racine  de  la  forme  «  +  p  ^^^. 

Soit  maintenant  l'équation  générale 

dans  laquelle  A,  B,  C,...  T,  U  sont  des  quantités  réelles  ou 
imaginaires.  Je  dis  que  Ton  pourra  toujours  assigner  à  y  et  k  z 
des  valeurs  réelles ,  telles  que  y  -j-  s  v^— 1  soit  une  racine  de 
cette  équation  que,  pour  abréger,  nous  représenterons  par 
(p(a?)  =  0. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  y-|-i;  y/^  soit 
une  racine  de  cette  équation  est 

ou ,  en  développant  et  représentant  par  U  la  partie  réelle  et 
par  Yy^^^  la  partie  imaginaire , 

Mais,  pour  qu'une  expression  imaginaire  soit  nulle,  il  faut  et  il 
suffit  que  son  module  le  soit;  par  conséquent  la  question  est 


THÉORIB  GÉNÉRALE  DES  ÉQDATIOlfS.  409 

ranicDée  à  démontrer  qu'il  existe  au  moins  un  couple  de  va* 
leurs  réelles  de  y  et  de  2  qui  vérifient  Téquation 


Pour  y  parvenir,  nous  prouverons  d'abord  que  cette  fonction 
de  y  et  de  2  a  un  minimum  qui  répond  à  des  valeurs  finies  de 
ces  variables,  et  ensuite  que  ce  minimum  est  zéro. 

Je  mets  œ"^  en  facteur  commun  de  tous  les  termes  du  pre- 
mier membre  de  l'équation  proposée;  ce  qui  donne 

puis,  je  remplace  â?  par  y  -}*  is  y^^ ,  et  il  vient 

N 
Soit  y r==^  "^  terme  général  de  l'expression  qui  est  com- 

prise  dans  les  accolades,  etsupposonsqueN=p-f  ffV^"'!  >  comme 
le  module  du  quotient  d'une  division  est  égal  au  moduledu  divi- 
dende divisé  par  celui  du  diviseur  (291),  le  module  de  ce  terme 
général  sera,  qn  vertu  de  ce  principe  et  de  celui  du  b?  290, 


vA 


mais  ce  terme  général  peut  être  mis  sous  la  forme  «  +  ^\f—i 
(284) ,  donc 


v^?TP=/(''"^- 


d'où  l'on  voit  que,  si  l'on  fait  croître  au  delà  de  toute  limite,  l'une 

des  quantités  y  et  js  ou  toutes  les  deux  à  la  fois,  ce  module  yf^^\^ 
décroîtra  indéfiniment ,  et  par  conséquent  a  et  p  décroîtront 
aussi  indéfiniment;  comme  on  en  dira  autant  de  tous  les  termes 
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du  polynôme  compris  dans  les  accolades ,  à  Texception  du 
premier,  on  voit  que  ce  polynôme  se  réduira  k  une  quantité 
de  la  forme 

l+a  +  ft/— î> 

dans  laquelle  a  et  6  pourront  être  rendues  moindres  que  toute 
grandeur  assignable,  puisque  ce  sont  des  sommes  de  quantités 
qui  décroissent  toutes  indéfiniment ,  lorsque  Tune  des  quan- 
tités yeiZj  ou  que  toutes  les  deux  croissent  au  delà  de  toute 
limite.  On  aura  ainsi 

U  +  Vv/=nr=(y+*V^r-(l+a+6s/=7). 

Mais  le  module  d'un  produit  de  plusieurs  facteurs  est  égal  au 
produit  des  modules  de  ces  facteurs,  donc 


V/U«  +  V«  =  v/(y«  +  zTW(^  +  û)'  +  ^•• 

Or,  lorsque  Tune  des  quantités  yeizon  toutes  les  deux  croîtront 
indéfiniment,  le  facteur  v^(y*+-2*)*  augmentera  au  delà  de  toute 
limite  ;  le  facteur  v^Û+âTT^  tendra  vers  Funité  ;  doncv/U'+V^ 
tendra  vers  l'infini  ;  et  il  n'atteindra  cette  limite  que  quand 
Tune  au  moins  des  quantités  y  et  z  deviendra  infinie  ;  car,  pour 
toute  autre  valeur  de  ces  variables  v/(y*+^'r  ^^  sera  pas  infini, 
et  v'(i+û)'+^*  est  toujours  une  quantité  finie* 

Ainsi  la  fonction  v^U*  +  ¥•  qui  est  toujours  positive  et  qui 
peut  croître  indéfiniment  avec  y  eiz^  a  nécessairement  un  ou 
plusieurs  minimums*;  or  je  dis  que  l*un  de  ces  minimums  est 
zéro.  Nous  le  démontrerons  en  prouvant  que,  si  y +3^ — 1  est 
une  valeur  de  a?  qui  ne  rend  pas  v^U"+V*  égale  à  zéro,  on  pourra 

*  En  effet,  si  Ton  pose  «=4-  V^»+V*,  et  qu'on  regarde  «,  y,  x  comme 
les  trois  coordonnées  d'un  même  point,  cette  équaUon  représentera  une 
surface  située  tout  enUère  au-dessus  du  plan  des  yx,  que  nous  suppose- 
rons liorizonlal,  et  qui  s'étend  indéfiniment  au-dessus  de  ce  plan.  Elle  a 
donc,  soit  sur  ce  (Han,  soit  au-dessus  de  ce  plan,  des  limites  qu'elle  ne 
peut  dépasser  ;  or,  les  ordonnées  de  ces  points-limites  sont  évidemment 

les  minimums  de  +  VU»-f-V». 
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toujours  assigner  à  x  une  autre  valeur  de  la  même  forme  qui , 
substituée  dans  ^(or),  donnera  un  résultat  dont  le  module  sera 
plus  petit  que  v^U*+V*. 

Posons,  en  effet,  a?=y+«v^ — 1  +  «'>  «  étant  une  quantité 
susceptible  de  devenir  moindre  que  toute  grandeur  assignable, 
et  t  une  indéterminée  dont  nous  disposerons  comme  nous  le 
jugerons  convenable.  Pour  effectuer  la  substitution  de  cette  va- 
leur de  07  dans  le  premier  membre  de  Téquation  proposée,  nous 
y  changerons  d*abord  â;  en  â;-j-A,  ce  qui  donnera  (4812) 

^(x) +ç'(ar)A+ Sfll  A'+g^^  A» + . . .  +  A- , 

puis  nous  remplacerons  dans  cette  formule  x  par  y-^rzyj — 1  et 
h  par  tt.  Le  terme  9(2?)  deviendra,  comme  nous  Tavons  sup- 
posé plus  haut,  \i-\-y^ — 1 ,  et  une  ou  plusieurs  des  dérivées 
de  ^{x)  pourront  devenir  nulles.  Supposons  que  ^^{x)  soit  la 
première  dérivée  qui  ne  s'anéantisse  pas  par  la  substitution  de 
y-j-jsy^HY  à  la  place  de  a: ,  et  désignons  par  R-j-Sv^—T  la  va- 
leur que  prend  alors  le  quotient  de  cette  dérivée  par  1 .2.3 ...  n  : 
on  trouvera,  en  représentant  d'ailleurs  par  U'+V'v^'^^  ce  que 
devient  <p(a:),  pour  x^=iy-\-zyJ — 1  -|-  e^, 

en  désignant,  pour  abréger,  par  Ge*"*'*^"*"*  la  somme  de  tous  les 
termes  où  tt  entre  à  une  puissance  supérieure  à  la  n">*. 

tétant  indéterminée,  on  pourra  lui  donner,  comme  nous 
Tavons  dit  plus  haut,  une  valeur  de  la  forme  a  +  pydï^  telle 

que  r=d:l,  et  si  Ton  sépare  en  même  temps  les  parties 
réelles  et  les  parties  imaginaires,  on  trouvera 

U'=U=t:R£»+G'6»+», 

V'=VitSe-  +  G"e'*+>; 

d'où  Ton  tirera  facilement 

0'*+V'«=U*+V«it2(UR+VS)e*+Ke*+S 
ou  bien 

U'»+V'«=:D*+V«4-{it2(lIRH-VS)  +  Keje*. 
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Or,  il  est  évident  que  le  terme  Ke  tend  vers  zéro  en  même  temps 
que  e^  et  qu'ainsi  on  peut  assigner  à  e  une  valeur  assez  petite 
pour  que  celle  de  la  quantité  comprise  dans  les  accolades  ait 
le  signe  même  de  son  premier  terme  ±2(DR-fVS);  donc, 
en  prenant  celui  des  deux  signes  -f-  ^t  —  qui  sera  contraire  à 
celui  du  binôme  UR-)-VS,  ce  qui  revient  à  poser  r=4-l  ou 
/*= — 1,  on  aura 

U'»-fV'«<D*4-V«,    ou    v/U'»+V'«<v^U«  +  V% 

ce  que  nous  voulions  prouver. 
Si  UR-|-YS=0,  nous  recommencerons  le  même  calcul,  en 

posant  r=±v/---Ï9  ce  qui  donnera 

V'=VzfcRe*-fGte-+', 

d'où 

U'«4-V'«=U«+V*q:2(DS— VR)6*4-Kit'^ , 

et  on  conclura  comme  tout  à  Theure  qu*on  pourra  prendre 
e  assez  petit  pour  que  la  somme  de  tous  les  termes  qui  suivent 
U«_j_V«  soit  négative ,  en  posant  r=+v'— î  ou  r= — yf—X 
suivant  que  US — YR  sera  négatif  ou  positif;  donc  encore 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  Ton  n'a  pas  US— YR=rO; 
car,  puisqu'on  suppose  UR+ YS=0,  il  en  résulterait 

(UR  + YS)«+(US— YR)*=0, 
ou  bien 

U*R*+Y«S«+U*S*+YW=(U«4-Y«)(R*4-S*)=0, 

ce  qui  exige  que  l'on  ait  à  la  fois 

U=0    et    Y=0, 

et  alors  le  théorème  serait  démontré  ;  ou 

R=0    et    S=0, 

et  alors  ^""{y-^-^^—i)  serait  nulle,  et  nous  avons  supposé  le 
contraire. 
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Concluons  donc  que  quand,  pour  une  certaine  valeur 
y  +  z  v/— î  de  a? ,  le  module  y^D*  +  Y*  n'est  pas  nul,  on  peut 
assigner  à  x  une  valeur  de  la  même  forme  qui  soit  telle  que  le 
module  correspondant  de  ^x)  soit  moindre  que  v^U'+V*  ;  donc 
la  valeur  minimum  de  ce  module  est  zéro,  et  par  conséquent  la 
valeur  dexk  laquelle  répond  ce  minimum  est  racine  de  l'équa- 
tion proposée  ^(x)  =  0.  Notre  théorème  est  donc  démontré. 

ttl7.  Théorèmb  II.  Si  a  est  une  racine  de  Véquation 

x-^+Ax— «4-Bx"-*-f...+Tx+U=0, 

le  premier  membre  de  cette  équation  est  divisible  par  le  binôme 
X  —  a,  formé  en  retranchant  cette  racine  de  Vinconm/ue. 

En  effet,  le  reste  de  la  division  du  premier  membre  de  notre 
équation  par  (a?  —  a)  est 

a-4-Aûr-«+Ba*-«4-...4-Ta+U, 

et  ce  reste  est  nul  par  hypothèse. 

ScouE.  Ce  théorème  est  applicable  seulement  aux  équations 
algébriques,  rationnelles  et  entières  par  rapport  à  x^  car  celui 
du  n"*  00,  sur  lequel  nous  nous  sommes  appuyés,  n'est  vrai  que 
ponr  de  pareilles  fonctions  de  x.  Ainsi  â?  =  64  est  une  racine 

L        1        L 

de  réquation  «*— a?— «• — 2=0,  et  cependant  son  premier 
membre  n*est  pas  divisible  par  x — 64. 

818.  Théorèmb  IIL  Une  équation  a  autant  de  racines  qu'il  y 
a  d'unités  dans  V exposant  de  son  degré. 
Représentons,  en  effet,  l'équation  proposée  par 

l'indice  m  désignant  son  degré.  SoitOi  une  racine  de  cette  équa- 
tion (516),  son  premier  membre  sera  divisible  par  â?— Oi  (7 1 ,  P), 
et  le  quotient  de  cette  division  sera  un  polynôme  du  degré 
(m — 1),  que  je  représenterai  par  1m-ii  de  sorte  que 

X«,  =  {x —  fli)  Xm-l. 

Hais,  si  l'on  pose  l'équation  X«».i=0,  cette  équation  aura  au 
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moins  une  racine  que  je  désignerai  par  Oi,  et  on  verra,  comme 
précédemment,  que 

par  conséquent 

Posons  Tt„  1=0,  et  soit  a^  une  racine  de  cette  équation ,  on 
aura 

et  par  conséquent 

X^t=  (a— aO(«— ai)(a?— «s)!*.-.. 

Or,  nous  voyons  qu'à  la  première  division  nous  avons  mis  en 
évidence  un  facteurdu  premierdegré  et  un  quotient  du(tn — 1) 
à  la  deuxième,  un  deuxième  facteur  du  premier  degré  et  un 
quotient  du  (m — 2}*"*;  à  la  troisième,  un  troisième  facteur  du  pre- 
mier degré  et  un  quotient  dii  (m— 3)"*;  donc,  à  la  (m  —  !)■■• 
division,  nous  aurons  mis  en  évidence  (m — 1}  facteurs  du  pre- 
mier degré,  et  un  quotient  du  {m — (m — l)}"»»  degré,  c'est-à- 
dire  du  premier;  donc 

L'équation  proposée  aura  donc  pour  racines  les  m  quantités  Oi, 
^s,  a»  v-Om,  puisque,  pour  chacune  de  ces  valeurs  de  ^,  aon 
premier  membre  X»  deviendra  nul. 
.,  £lle  n'en  aura  pas  davantage,  car  le  produit 

(a?— ai)(a?— ai)(a;— oO.  ..(a?— oj 

ne  saurait  s'évanouir  si  l'un  de  ses  facteurs  n'est  pas  nul , 
et  le  facteur  x — a,,  par  exemple,  ne  devient  nul  que  pour 
x=a^. 

On  peut  dire  encore  que  si  Ar=a  était  une  racine  de  Xm=0, 
différente  des  quantités  Oi,  Ot,  as,...aM,  il  faudrait  que  le  poly- 
nôme Xfl»  fût  divisible  par  (d?— a),  ce  qui  est  impossible,  puis- 
qu'il ne  peut  être  décomposé  que  dans  un  seul  système  de  fac- 
teurs premiers  (iSO). 


ini«« 

I 
I 
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ttl9.  CoROLLÀiRS  L  Le  premier  membre  d'une  équation  du 
degré  m  est  le  produit  de  m  fadeurs  du  premier  degré  formés 
en  retranchant  chaque  racine  de  F  inconnue*. 


«"4"  <»iy 

«-'  +  a,y' 

»—»  +  0,V3 

•    +6. 

+  >* 

+  6.»' 

+  «. 

+  <hy 

+  * 

*  C'est  là  un  caractère  propre  aux  fondions  algébriques,  rationnelles 
et  entières  d'une  seule  variable,  de  pouvoir  être  toujours  décomposées  en 
facteurs  du  premier  degré.  En  effet,  nous  allons  démontrer  qu'une  pa^ 
reilU  fonction  de  deux  variables  x  et  y  ne  saurait  être  décomposée  en  fac' 
ieurs  du  premier  degré,  à  moins  que  Von  n*étahlisse  certaines  relations 
entre  les  coefficients  de  ses  différents  termes. 

Considérons  donc  une  fonction  complète  de  deux  variables  •  et  y,  du 
degré  m.  Elle  devra  contenir  tous  les  termes  du  degré  m,  tant  en  x  qu'en 
y  ;  tous  ceux  des  dtgrés  respectifs  (m*-!),  (m— 2),  ....S»  3,  l  et  0;  donc»  en 
Tordonnaut  par  rapport  à  x,  elle  pourra  être  mise  sous  la  forme 

«— •+ +  o-y- 

4-*-y 

Ainsi  le  nombre  des  constantes  qui  entrent  dans  cette  fonction  est 

,  +  1^.4  +  ..  +(«  +  i)«2t2L±l]  (861). 

Cela  posé,  si  cette  fonction  est  le  produit  de  deux  facteurs  rationnels 
fonction  de«  et  de  y  «il  faut  que  le  nombre  des  constantes  contenues  dans 

ces  deux  facteurs  soit  ^  (^  /^  ^),  Soit  donc  n  le  degré  du  premier,  celui 

du  second  sera  (m— n);  et  par  conséquent  le  nombre  des  constantes  de 

run  sert  S^î^,  et  celui  des  constantes  de  l'autre  sera  ilSiiîfcitî)^ 

donc  on  doit  avoir  Tégalité 

«(«1  +  8)      n(n  +  8)  ,  (m— n)(m— w  +  8> 
t  t       ^  2  • 

OU,  en  réduisant, 

0  =  n(fi— m), 

équation  absurde,  puisque  n<m.  Donc,  etc.  Cette  démonstration  a  été 
donnée  par  M.  À.  ComU,  dans  le  premier  volume  de  son  roun  de  phUo^ 
Sophie  positive* 

Si  nous  appliquans  cette  démonstration  aux  fonctions  d'une  seule  va- 
rial>le,  la  condition  qu'elle  exige  sera  toujours  remplie,  car  le  nombre  des 
constantes  d'une  pareille  fonction  est  mi  une  fonction  du  degré  n  en  ren« 
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Donc,  pour  composer  une  équation  qui  ait  pour  racines  des 
nombres  donnés,  il  faudra  égaler  à  zéro  le  produit  des  facteurs 
formés  en  retranchant  chacun  de  ces  nombres  den.  On  verra 
ainsi  que  l'équation  qui  a  2,  3  et  —  1  pour  racines,  est 

(a?— 2)(a?— 3)(3?+l)=ic»— 4jp*+a?+6=0. 

520.  Une  équation  de  degré  quelconque,  à  coefficients  ration-- 
nels^  peut  donc  avoir  des  racines  réelles  ou  imaginaires ^  com^ 
mensurables  ou  incommensurables.  Ainsi  l'équation 

a  une  racine  commensurable  -f- 1)  deux  racines  incommensu- 

râbles "    et  deux  racines  imaginaires ^ — . 

591.  Corollaire  II.  //  n*y  a  de  facteurs  premiers  fonction 
de  X  que  ceux  qui  sont  du  premier  degré  par  rapport  à  cette 
quantité. 

tt22.  ScoLiE.  Le  théorème  III  semble  souffrir  une  excep- 
tion lorsque,  parmi  les  facteurs  premiers  dans  lesquels  son 
premier  membre  est  décomposable,  il  s'en  trouve  d'égaux.  Si 
Ton  avait,  par  exemple,  l'équation 

(X — a)*  {X—  bf{x—e)  (a: — rf) = 0, 

il  semblerait  que  cette  équation  n'a  que  quatre  racines,  quoi- 
qu'ellesoit  du  neuvième  degré.  Eilen'aen  effet  que  quatre  racines 
distinctes;  mais,  comme  elle  est  satisfaite  par  toute  valeur  de  x 
qui  anéantit  l'un  des  facteurs  de  son  premier  membre,  et  qu'il 
y  a  dans  ce  premier  membre  quatre  facteurs  égaux  à  {x — a), 
on  dit  qu'e/fo  a  quatre  racines  égales  à  a  ;  elle  en  a  de  même 

ferme  n,  et  une  fonction  du  degré  (m—  n)  en  contient  {m^n)\  or,  on  a 
Identiquement  m=:n  +  (m  —  »]• 

On  peut  démontrer  le  tliéorème  dont  il  s'agit  très-simplement,  en  s'ai- 
dant  de  considérations  géométriques.  En  effet,  si  une  fonction  de  deux 
variables  s  et  y  pouvait  toujours  se  décomposer  en  facteurs  rationnels  du 
premier  degré,  l'équation  formée,  en  l'égalant  à  zéro,  représenterait  tou> 
jours  un  système  de  lignes  droites,  et  jamais  une  ligne  courbe. 
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TROIS  égales  à  b,  et  comme  elle  a  encore  les  deux  racines  c  et  d^ 
elle  se  trouve  avoir  effectivement  n^/racines,  ainsi  que  l'indi- 
quait l'exposant  de  son  degré. 

Désormais,  lorsque  nous  dirons  qu'une  équation  a  n  racines 
égales  à  a,  nous  entendrons  par  là  que  son  premier  membre  sera 
divisible  par  (x — a)*. 

itSS.  Nous  pouvons  actuellement  démontrer  un  principe  que 
nous  avons  déjà  eu  occasion  de  citer,  savoir  qu'une  racine  a 
autant  de  valeurs  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  indice.  Supposons, 
en  effet,  que  Ton  demande  la  racine  w"*  d'une  quantité  quel- 
conque A,  et  représentons  cette  racine  inconnue  par  x;  nous 
aurons 

af*  =  A,    ou    a;** — A=:0. 

Or,  résoudre  cette  équation,  c'est  trouver  toutes  les  quantités 
qui,  élevées  à  la  puissance  m,  reproduisent  A  ;  donc  les  racines 
de  cette  équation  sont  toutes  les  racines  m"^^  de  A  ;  donc,  puis- 
qu'elle a  m  racines,  y/k  a  m' valeurs. 

Si  Ton  représente  par  a  la  détermination  arithmétique  de  la 
racine  m""*  de  A ,  c'est-à-dire  la  quantité  que  l'on  trouve  en 
extrayant  la  racine  m"**  de  A,  d'après  les  procédés  indi({ués  aux 
n***  507,  208  et  360,  suivant  que  A  sera  un  nombre,  un  mo- 
nôme ou  un  polynôme ,  on  pourra  poser  x  =  ay,  et  alors  l'é- 
quation 

jE^ —  A  =  0,    se  réduira  à    y"*  — 1=0, 

car  a*  =  A.  Or,  les  racines  de  cette  équation  sont  les  m  racinas 
^mcf  Je  Tunité,  donc^owr  obtenir  toutes  les  valeurs  de^k^  il 
faut  multiplier  sa  détermination  arithmétique  par  les  m  racines 
m"*'  de  l'unité. 

Bd4.  Théorème  IV.  Le  premier  membre  de  toute  équation 
dont  les  coefficients  sont  réels  est  toujours  décomposable  en  fac^ 
teurs  réels  du  premier  et  du  second  degrés  de  sorte  que  les  ra- 
cines imaginaires  sont  conjuguées  deux  à  deux. 

Si  toutes  les  racines  sont  réelles,  la  chose  est  évidente  (SI 9). 
c.  27 
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Supposons  donc  qu'il  y  ait  des  racines  imaginaires  et  que 

a  4-  P  V---Î  soit  une  de  ces  racines* 

Il  est  évident  que  cette  quantité  sera  aussi  racine  de  Téquation 
du  deuxième  degré  (a?— a)"-}-p*==0.  Cela  posé,  effectuez  la  divi- 
sion du  premier  membre  de  la  proposée,  que  je  représente  par 
9  [x)  =  0,  par  {X  —  a)"  -}-  P*»  jusqu'à  ce  que  vous  soyez  arrivé  à 
un  reste  du  premier  degré  par  rapport  à  x  ;  soient  M^  +  N  ce 
reste,  et  Q  le  quotient,  vous  aurez 

Cette  équation  étant  vraie  quelle  que  soit  Xy  on  peut  y  faire 
0?  =  a  -f  p  yf—if  et  elle  se  réduira  alors  à 

0=(Ma  +  N)  +  Mpv^=:ï, 
ce  qui  exige  que  Ton  ait  à  la  fois  (289) 

Ma+N=0    et    Mp  =  0; 
et  comme  p  n'est  pas  nul,  il  &ut  que 

M  =  0    et  partant  que    N  =  0. 

cpte)  est  donc  divisible  par  {x — «)•-[- p',  ce  qui  démontre 
notre  théorème,  et  prouve  en  même  temps  que  les  deux 
racines  a±:  p  yj"^  de  l'équation  {x — «)•  -|- p*=  0  appartiennent 
à  la  proposée  et  qu'ainsi  ses  racines  imaginaires  sont  conjuguées 
deux  à  deux. 

523.  Nous  avons  établi  que  le  premier  membre  de  toute 
équation  du  degré  m  est  le  produit  de  m  facteurs  du  premier 
degré  formés  en  retranchant  chaque  racine  de  l'inconnue  (BIO); 
par  conséquent  on  peut  assimiler  ce  premier  membre  au  pro- 
duit de  m  binômes  qui  ont  tous  un  même  premier  terme  x^  et 
dont  les  seconds  termes  sont  les  différentes  racines  de  la  pro* 
posée, />m«5  en  signes  contraires.  Il  suit  de  là  et  de  la  compo- 
sition d'un  pareil  produit  (550)  que  le  coefficient  du  terme  qui 
en  an  avant  lui  est  la  somme  de  tous  les  produits  distincts  que 
Fon  peut  former  en  multipliant  nàn  les  racines  prises  en  signes 
contraires;  mais  si  n  est  pair,  ces  produits,  et  par  conséquent 
leur  somme,  ne  changeront  pas  en  prenant  les  racines  avec 
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leurs  signes;  tandis  que,  au  contraire,  si  n  est  impair,  ces  pro- 
duits et  leur  somme  changeront  alors  de  signes.  Nous  pouvons 
donc  établir  la  proposition  suivante  : 

Théorèiib  V.  Dans  toute  équation  complète ,  le  coefficient  du 
deuxième  terme^  pris  en  signe  contraire^  est  égal  à  la  somme  des 
racines; 

Le  coefficient  du  troisième  terme  est  égal  à  la  somme  des  pro^ 
duits  distincts  des  racines  multipliées  deux  à  deux; 

Le  coefficient  du  quatrième  terme^  pris  en  signe  contraire,  est 
égal  à  la  somme  des  produits  différents  des  racines  multipliées 
trois  à  trois;  et  ainsi  de  suite,  en  ayant  le  soin  de  changer  les 
signes  des  coefficients  des  termes  de  rang  pair; 

Enfin  le  dernier  terme ,  pris  avec  son  signe  ou  avec  un  signe 
contraire  y  suivant  que  Véquation  est  de  degré  pair  ou  de  degré 
impair  y  est  le  produit  de  toutes  les  racines, 

tt26.  Théorâmb  VI.  Les  m  relations  qui  existent  entre  les 
coefficients  d'une  équation  et  ses  m  racines  ne  peuvent  pas  servir 
à  déterminer  ces  racines. 

En  effet ,  si  entre  les  m  équations  qui  expriment  ces  rela- 
tions on  élimine  toutes  les  racines ,  à  l'exception  d'une  seule , 
que  j'appellerai  a,  on  obtiendra  une  équation  qui  ne  différera 
de  la  proposée  qu'en  ce  que  x  y  sera  remplacée  par  a.  En  effet, 
comme  a  ne  désigne  pas  une  racine  plutât  qu'une  autre,  l'équa- 
tîon,  quelle  qu'elle  soit,  qui  déterminera  la  valeur  de  a,  devra 
donner  en  même  temps  celles  de  toutes  les  autres  racines  ft,  c, 
d  .„k\  donc  elle  ne  pourra  pas  être  d'un  degré  inférieur  à  celui 
de  la  proposée.  Elle  ne  sera  pas  non  plus  d'un  degré  plus  élevé 
que  m ,  car  alors  elle  serait  au  moins  du  degré  2m ,  d'après  ce 
que  nous  venons  de  dire,  et  ainsi  les  équations  qui  expriment 
les  relations  qui  existent  entre  les  coefficients  et  les  racines  de 
la  proposée ,  admettraient  au  moins  deux  systèmes  de  valeurs  ; 
si  donc  on  désigne  ce  deuxième  système  de  valeurs  par  a\  b\ 
c'...  lify  les  deux  produits 

(x  —  a){x  —  b)(x  —  c),,,(x  —  *) 
et  {X'--a'){x^l/){x^&)„.{x—k!) 
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devraient  être  égaux ,  de  sorte  que  la  proposée  admettrait  2m 
racines.  Donc  Téquation  qui  déterminera  la  racine  a  sera  Téqua- 
tion  proposée  elle-même. 

C'est  au  reste  ce  que  Ton  peut  vérifier  en  résolvant  directe* 
ment  les  équations  dont  il  s'agit.  Pour  le  faire  plus  facilement, 
je  représenterai  en  général  par  An  la  somme  des  produits  dis- 
tincts ,  que  Ton  peut  former  en  multipliant  n  à  n  les  racines 
ft,  6',  d, ...  A;  et  en  supposant  d'ailleurs  que 

or  +  Pia;~-»  -f  P,r"^*+  ...  +  P«.,x»  +  Pn^iX  -f  P«»=0 

soit  l'équation  proposée,  les  équations  fournies  par  le  théo- 
rème V  seront 

A|+a  =— Pi, 
A,+Aia=  +  P„ 
A.+A,a=— P„ 

A4„-l-|- Am-3«=^Pii»-l  > 
An^-t-j-  Am-^fl="  :;i  Pm-I  j 

A«-ia*=dbP^, 

en  prenant  les  signes  supérieurs  si  m  est  pair,  et  les  signes  in- 
férieurs si  m  est  impair. 

Dans  ces  équations  Ai,  A|,  A3, ...  A«i_i  sont  des  fonctions  des 
racines  6,  c,  c2,...A;;  par  conséquent,  si  nous  éliminons  ces 
(m — 1)  quantités  entre  elles,  Téquation  finale  que  nous  obtien- 
drons ne  renfermera  plus  que  la  seule  inconnue  a,  et  détermi- 
nera ainsi  la  valeur  de  cette  racine.  Pour  opérer  cette  élimina- 
tion ,  nous  multiplierons  la  première  équation  par  a"^* ,  la 
deuxième  par  —  a"^*,  la  troisième  par  a*~*,  la  quatrième  par 
—  a*^*,  la(m — !)"•  pardi  a,  et  la  m^'parzpl  ;  puis  nous 
ajouterons  les  équations-produits  membre  à  membre.  Nous 


*  Observez  que  la  somme  des  produits  disUncls  (m— l)  ^  (m  — 1)  des 
quantités  h,  r,  d, ...  k  est  précisément  leur  produit  hed.,.k. 
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trouverons  de  cette  manière ,  toutes  réductions  faites  et  après 
avoir  transposé, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

827.  Problèhk.  Partager  un  nombre  donné  Pi  en  m  parties 
telles  que  les  sommes  des  produits  différents  que  l'on  peut  former 
en  les  multipliant  2  à  2,  3  â  3  ...  (m —  1}  à  (m —  t)  soient  des 
nombres  donnés  Pt,  Pa,...  P«-i,  et  que  leur  produit  soit  égal 

Il  est  évident  que  si  Ton  forme  une  équation  du  degré  m  qui 
ait  —  Pi  pour  coefficient  de  son  second  terme ,  -|-Pi  ponr  coef- 
ficient du  troisième,  — Ps  pour  coefficient  du  quatrième  ... 
qû  P».i  pour  coefficient  du  m"**  terme,  suivant  que  m  sera  pair 
ou  impair,  et  ±:  Pm  pour  dernier  terme ,  les  racines  de  cette 
équation 

résoudront  la  question  proposée,  car  elle  ne  peut  avoir  qu'une 
solution  ,  puisque  les  équations  de  ce  problème  seraient  préci* 
sèment  les  relations  qui  existent  entre  les  coefficients  et  les 
racines  de  Téquation  ci-dessus,  et  nous  venons  de  démontrer 
que  ces  équations  de  relation  ne  pouvaient  admettre  qu'un  seul 
système  de  valeurs. 

528.  Il  suit  du  théorème  Y  que  si  les  racines  d'une  équation 
sont  toutes  entières ,  les  coefficients  de  cette  équation ,  qui  sont 
des  fonctions  entières  de  ces  racines,  seront  entiers, 

La  réciproque  de  cette  proposition  n'est  pas  vraie,  car  une 
équation  peut  n'avoir  que  des  coefficients  entiers  et  ne  pas  avoir 
de  racines  entières.  Telle  est  l'équation  a?' — 3j?  +  1  =  0. 

KS9.  Théorème  VII.  Si  les  coefficients  d'une  équation  sont 
tous  des  nombres  entiers ,  celui  du  premier  terme  étant  tovjours 
r unité,  cette  équation  ne  pourra  avoir  pour  racines  commensu- 
râbles  que  des  nombres  entiers. 

Soit 
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une  équation  dont  les  coefficients  sont  tous  des  nombres  entiers; 
et  supposons  que  la  fraction  irréductible  t  puisse  être  une  de 
ses  racines  :  on  aura  Tidentité 


d'où ,  en  multipliant  tous  ses  termes  par  6"*-%  et  en  isolant  le 
premier  dans  le  deuxième  membre , 

Aa-^*4-B6(r-«4-...+Tft"^a4-U6*-*=— Ç. 

Or,  ce^  .6  égalité  est  impossible,  car  son  premier  membre  est  un 
non  bre  entier,  tandis  que  le  second  est  fractionnaire,  puisque 
b ,  étant  premier  avec  a ,  ne  peut  pas  diviser  a*"  (  Arith. ,  83  ). 
Donc  aucune  quantité  fractionnaire  ne  peut  vérifier  l'équation 
proposée. 

B50,  CoROLULiRE.  5t,  parmi  les  racines  commensurables  d'une 
équation  y  il  y  en  a  de  fractionnaires  y  tous  ses  coefficients  ne 
seront  pas  des  nombres  entiers» 

S31.  n  suit  encore  du  théorème  Y  que  quand  une  équation 
a  toutes  ses  racines  réelles  et  positives  elle  est  complète^  et  son 
premier  membre  n'a  que  des  variations  (38);  au  contraire,  elle 
n'aura  que  des  permanences^  si  toutes  ses  racines  sont  réelles  et 
négatives. 

S34.  Réciproquement  1*^  lorsqu'une  équation  complète  *  n'a 
que  des  variations^  toutes  ses  racines  réelles  sont  positives;  car, 
si  on  substitue  une  quantité  négative  quelconque  à  la  place  de  x^ 
tous  ses  termes  de  degré  impair  changeront  de  signes ,  tandis 
que  les  autres  conserveront  ceux  dont  ils  sont  afiectés.  Le 
résultat  sera  donc  une  somme  de  quantités  toutes  de  mêmes 
signes,  et,  par  conséquent,  ne  pourra  pas  être  nul. 

2''  Si  une  équation  complète  ou  incomplète  n'a  que  des  perma- 

*  Cetle  restricUon  est  nécessaire.  Par  exemple,  Téqualion  incomplète 
(a?—  !)(«  —  2){x  4-  3)=ir'--  7flp  +  6=0  n'a  que  des  yarialions  et  elle  a  une 
racine  négative. 
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nenees^  elle  ne  peut  avoir  pour  racines  réelles  que  des  quantités 
négatives^  car  la  substitution  de  tout  nombre  positif,  dans  son 
premier  membre»  donnera  une  somme  de  quantités  positives 
qui,  en  conséquence,  ne  pourra  pas  être  égale  à  zéro. 

Ces  deux  derniers  principes  ne  sont  qu'un  cas  particulier 
d'une  proposition  beaucoup  plus  générale,  connue  sous  le  nom 
de  règle  des  signes  de  Dbscabtes,  du  nom  du  grand  géomètre 
qui  Ta  découverte.  En  voici  l'énoncé  : 

B33.  Théorème  YIIL  Une  équation  complète  ou  incomplète  ne 
peut  pas  avoir  plus  de  racines  positives  qu*elle  n'a  de  variations, 
ni  plus  de  racines  négatives  qu'il  ne  se  trouve  de  variations  dans 
l'équation  obtenue  en  y  changeant  x  en. — x  ;  et  si  toutes  ses  racines 
sont  réelles  j  elle  a  précisément  autant  de  racines  positives  que  de 
variations,  et  autant  de  racines  négatives  qu'il  y  a  de  variations 
dans  sa  transformée  en  —  x. 

En  effet,  on  peut  toujours  regarder  le  premier  membre  de 
Téquation  proposée  comme  résultant  de  la  multiplication  du 
produit  des  facteurs  du  premier  degré  correspondants  à  ses  ra- 
cines positives  par  le  quotient  obtenu  en  le  divisant  par  ce  pro- 
duit; d'après  cela,  il  est  clair  que  si  Ton  démontre  quVn  mul- 
tipliant un  polynôme  quelconque  par  un  facteur  (x  —  a),  dans 
lequel  a  représente  une  quantité  positive ,  le  produit  aura  au 
moins  une  variation  de  plus  qtie  le  multiplicande,  on  devra  en 
conclure  qu'en  multipliant  le  quotient,  dont  nous  venons  de 
parler,  successivement  par  chacun  des  facteurs  du  premier 
degré  correspondants  aux  racines  positives  de  l'équation  pro- 
posée, le  premier  membre  de  cette  équation,  que  l'on  retrou- 
vera ainsi,  renfermera  au  moins  autant  de  variations  qu'il  y  a  de 
racines  positives;  de  sorte  que  la  première  partie  de  la  règle 
de  Descartes  sera  ainsi  démontrée. 

Considérons  donc  un  polynôme  ordonné  suivant  les  puissances 
descendantes  de  l'inconnue  x.  Soit  af^  son  premier  terme  ; 
—  Na?'*  son  premier  terme  négatif;  -|-  fx^,  le  premier  terme 
positif  qui  vient  après;  — Qaf*,  le  premier  terme  négatif  qui  le 
suit,  etc.  Soit  enfin  =t:Tâ?^  le  premier  d'une  série  de  termes  qui, 
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jusqu'au  dernier  inclusivement,  ont  le  même  signe,  etdzV  ce 
dernier  terme  du  polynôme,  qui  sera  ainsi  : 

a?*+...— Na;*— ...+Pa?»'+.,.— Q:r«— ...±Tar'±...±V  [1]. 

Multiplions  ce  polynôme  par  {x — a),  a  étant  une  quantité  po- 
sitive. Il  est  clair  que  le  premier  terme  du  produit  sera  x*^*  (S8); 
que  le  coefficient  de  ocf^^  sera  négatif,  car  il  sera  la  somme  de 
r-N  et  du  produit  par  — a,  du  coefficient  du  terme  précédent, 
lequel  est  positif  (ce  coefficient  est  zéro,  s'il  n'y  a  pas  dans  le 
multiplicande  de  terme  en  â;**~^).  On  verra  de  la  même  manière 
que  les  coefficients  de  af*'\  a?'"^', .. .  x*^*  auront  les  mêmes  signes 
que  les  coefficients  respectifs  de  af^  af^y.,,  x^  dans  le  polynôme 
multiplicande.  Quant  au  dernier  terme ,  il  sera  =pYa.  Le  pro- 
duit sera  donc  de  la  forme 

Quant  aux  termes  intermédiaires  sous-entendus,  leurs  signes 
dépendront  des  valeurs  numériques  des  coefficients  du  poly- 
nôme proposé  et  de  celle  de  a.  Mais,  quels  qu'ils  soient,  on 
voit  que  depuis  le  terme  x"^*  jusqu'au  terme  — N'a?"+'  du  pro- 
duit, il  y  a  au  moins  une  variation,  tandis  qu'il  n'y  en  a  qu'une 
seule  du  premier  terme  a?"* au  terme — Na?*  du  multiplicande; 
que  de  même  on  trouve  au  moins  une  variation  depuis  le  terme 
— N'a?**"*"*  jusqu'au  terme  -\-P'af^^  du  produit,  tandis  qu'on  en 
rencontre  une  seule  dans  le  multiplicande  depuis  le  terme 
— Na?"  jusqu'au  terme  +Pa:'',  et  ainsi  de  suite.  Par  conséquent, 
le  produit  présentera  au  moins  autant  de  variations  jusqu'au 
terme  dbT'a;^*  qu'il  y  en  a  dans  le  multiplicande,  jusqu'au 
terme  ±:Ta:'.  Or,  de  ±Tx*'*'^  à  zfYa,  il  y  a  au  moins  une  va- 
riation, tandis  qu'il  n'y  en  a  pas  dans  le  multiplicande,  depuis 
±Tx*  jusqu'à  ±.V;  donc  le  produit  a  nécessairement  au  moins 
une  variation  déplus  que  le  multiplicande*, 

*  La  différence  entre  le  nombre  des  variations  du  produit  et  celui  des  ro- 
riations  du  multiplicande  est  un  nombre  impair»  En  effet,  supposons, 
pour  fixer  les  idées,  que  le  dernier  terme  du  muUipHcande  soit  posiUf, 
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Donc  le  premier  membre  d'une  équation  complète  ou  incom^ 
plète  a  au  moins  autant  de  variations  que  cette  équation  a  de 
racines  positives  *. 

B54.  Je  dis  maintenant  que  cette  même  équation  ne  peut  pas 
avoir  plus  de  rcidnes  négatives  qu'il  n'y  a  de  variations  dans 
réquatiori  que  Fon  obtient  en  y  changeant  xen  —  x.  En  effet,  les 
racines  de  cette  transformée  sont  égales  et  de  signes  contraires 
à  celles  de  la  proposée ,  et  par  conséquent  le  nombre  de  ses 
variations  sera  au  moins  égal  à  celui  des  racines  négatives  de 
l'équation  proposée. 

ttSS.  Avant  de  démontrer  la  troisième  partie  de  la  règle  des 
signes  de  Descartes ,  nous  prouverons  que  le  nombre  total  des 
variations  de  la  proposée  qp  (x)  =  0  et  de  sa  transformée 
f( — x)=:0  ne  peut  pas  surpasser  l'exposant  de  leur  degré. 

Considérons,  en  effet,  deux  termes  consécutifs  de  rangs  quel* 
conques  Qa;*"  et  Ro;*''^.  Il  pourra  se  présenter  deux  cas,  selon 
que  p  sera  un  nonibre  pair  ou  impair. 

Si  p  est  pair,  n  et  n — p  seront  deux  nombres  de  même 

auquel  cas  le  dernier  terme  du  produit  sera  négatif;  comme  on  ne  peut 
passer  d*un  signe  +  à  un  autre  signe  +  que  par  un  nombre  pair  de  clian- 
gemeots  de  signes,  il  y  aura  un  nombre  pair  de  variations  dans  le  multi- 
plicande, et  partant  un  nombre  impair  de  variations  dans  le  produit;  donc 
ce  dernier  polynôme  a  un  nomhi^  impair  de  variations  de  plus  que  Vau- 
tre, Le  raisonnement  serait  le  même  si  le  multiplicande  était  terminé  par 
un  terme  négaUf. 

'  On  peut  ajouter  que  sHl  en  a  davantage^  il  en  a  un  nombre  pair  de 
plus.  Supposons,  en  effet,  que  l'on  ait  divisé  le  premier  membre  de  l'é- 
quation proposée  par  le  produit  des  facteurs  du  premier  degré  correspon- 
dants "k  ses  racines  positives.  Il  résulte  des  n<**  Si4  et  S2S,  que  le  dernier 
terme  du  quotient  sera  positif,  de  sorte  que  si  ce  quotient  renferme  des 
variations,  il  en  contiendra  un  nombre  pair.  Or,  pour  chaque  facteur  cor> 
rcsipondanl  à  une  racine  positive  par  lequel  on  le  muUipliera,  on  augmen- 
tera te  nombre  de  ses  variations  d'un  nombre  impair  ;  de  sorte  que  le  pre- 
mier membre  de  la  proposée  présentera  un  nombre  pair  ou  Impair  de 
variaUons,  selon  que  le  nombre  des  racines  positives  sera  pair  ou  impair. 
La  différence  entre  le  nombre  de  ces  variations  et  celui  de  ces  racines 
sera  donc  un  nombre  pair. 
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espèce,  c'est<*à-dire  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs-,  de 
sorte  que,  quand  on  changera  x  en  — or,  ces  termes  conserveront 
leurs  signes  ou  en  changeront  tous  les  deux  ;  donc  s'ils  formaient 
une  permanence  ou  une  variation  dans  la  proposée,  ils  forme- 
ront pareillement  une  permanence  et  une  variation  dans  la 
transformée,  et  ils  fourniront  ainsi  zéro  ou  deux  variations. 

Sip  est  impair,  n  et  « — p  sont  deux  nombres  d'espèces  dif- 
férentes, de  sorte  que  quand  on  changera  x  en  — x^  l'un  d'eux 
conservera  son  signe  et  l'autre  en  changera;  donc  s'ik  for- 
maient une  permanence  ou  une  variation  dans  la  proposée»  ils 
formeront  une  variation  ou  une  permanence  dans  la  transfor- 
mée, et  ils  fourniront  ainsi  une  variation  en  tout. 

Or,  j)  vaut  au  moins  deux  unités  dans  le  premier  cas,  et  une 
dans  le  second  :  d'où  il  suit  que  le  nombre  des  variations  pro^ 
duites  par  deux  termes  consécutifs^  tant  dans  la  proposée  que 
dans  la  transformée^  ne  peut  pas  surpasser  la  différence  de  leurs 
exposants. 

Gela  posé,  soit 

l'équation  proposée;  désignons  par  v^  v\  t/',...  les  nombres 
respectifs  de  variations  fournies  par  le  premier  et  le  deuxième 
terme,  le  deuxième  et  le  troisième,  le  troisième  et  le  qua- 
trième,... tant  dans  la  proposée  que  dans  sa  transformée 
ç{ — ir)=0,  on  aura 

donc 

car,  c'est  en  retranchant  successivement  n,  n^  n'\..  de  l'expo- 
sant m  du  premier  terme  qu'on  est  arrivé  à  l'exposant  zéro  du 
dernier. 

856.  Nous  pouvons  maintenant  démontrer  la  troisièiçe  partie 
de  la  règle  de  Descartes.  En  effet ,  si  toutes  les  racines  sont 
réelles,  leur  nombre  est  égal  à  m;  de  sorte  qu'en  désignant 
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par  p  le  nombre  de  ses  racines  positives  et  par  n  celui  de  ses 
racines  négatives ,  on  aura 

D'un  autre  côté,  le  nombre  total  V  -f-  V'  des  variations  de  <p(x)=0 
et  de  sa  transformée  (p ( — x)=zO  ne  peut  pas  surpasser  m;  il  ne 
saurait  non  plus  être  plus  petit  ^  en  vertu  des  deux  premières 
parties  de  la  règle  de  Descartes,  puisque  toutes  les  racines  sont 
réelles;  donc 

et  partant 

p+n=\+\'. 

Or,  y  n'est  pas  moindre  que  p,  comme  nous  l'avons  démontré; 
il  ne  peut  pas  non  plus  surpasser  jp ,  sans  quoi  n  serait  plus  grand 
que  V,  ce  qui  n'est  pas;  doncjp  =  V  et  ns=.N';  donc  quand 
une  équation  complète  ou  incomplète  a  toutes  ses  racines 
réelles ,  elle  a  autant  de  racines  positives  que  de  variations  et 
autant  de  racines  négatives  qu'il  y  a  de  variations  dans  sa  trans* 
formée  en  — x. 

B57.  On  peut^  à  l'aide  de  la  règle  des  signes  de  Dbscartes, 
reconnaître  qu'une  équation  a  des  racines  imaginaires  et  trouver 
une  limite  inférieure  du  nombre  de  ces  racines.  Désignons,  en 
effet,  par  V  le  nombre  total  des  variations  de  Téquation  propo- 
sée et  de  sa  transformée  en  —  x:  cette  équation  aura  au  plus 
V  racines  réelles;  donc  si  V  <;f»,  elle  a  au  moins  m — V  ra- 
cines imaginaires. 

Si  Ton  considère,  par  exemple,  l'équation â;"* — 1=0,  on 
verra  que  si  m  est  pair ,  elle  présente  ainsi  que  sa  transformée 
(_:r)<» — ir=o  une  variation,  et  qu'elle  a  en  conséquence  au 
moins  (m — 2)  racines  imaginaires;  mais*{-  1  et  —  1  sont  évi- 
demment racines  de  cette  équation  ;  donc  elle  a  (m— 2)  racines 
imaginaires.  Si  m  est  impair,  sa  transformée  n'a  point  de  va- 
riation, et  par  conséquent  elle  a  (m —  1)  racines  imaginaires. 

558.  On  peut  même  déterminer ,  à  t inspection  seule  d'une 
équation  incomplète  ,  une  limite  inférieure  du  nombre  de  ses 
racines  imaginaires. 
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Reprenons,  en  effet,  l'équation 

et  désignons  encore  par  v ,  t/,  t;",...  les  nombres  respectifs  de 
variations  fournies  par  le  premier  et  le  deuxième  terme ,  le 
deuxième  et  le  troisième ,  le  troisième  et  le  quatrième,... ,  tant 
dans  cette  équation  que  dans  sa  transformée  en  — x\  nous 
aurons 

m=n+»'+n"+...,    et    V=v+t;'+v"+..., 
de  sorte  que 

m— V=:(n— v)+(»'-v')+(n"— 1/0+ ... 


Si  toutes  les  différences  (n — v\  (n' — t/),  («*' — v%..  ne  sont  pas 
nulles,  m — V  ne  Test  pas  non  plus ,  car  aucune  de  ces  diffé- 
rences ne  peut  être  négative  (835),  et  l'équation  a  au  moins 
autant  de  racines  imaginaires  qyiil  est  marqué  par  la  soràme 
de  celles  de  ces  différences  n — v,  n' — ^v',...  gui  ne  sont  pas  égales 
à  zéro. 

Gela  posé,  supposons  qu'il  manque  un  nombre  impair  (2A^-|-1} 
de  termes  entre  deux  termes  de  mêmes  signes,  de  sorte  que  in 
différence  de  leurs  exposants  soit  n=2A;-^ 2.  Dans  ce  cas,  le 
nombre  v  des  variations  produites  par  ces  deux  termes  dans  l'é- 
quation proposée  et  dans  sa  transformée  est  égal  à  zéro  (855)  ; 
donc  n — 1;=2*-|-2;  donc  (m — V)  est  au  moins  égal  à  2*-f-2; 
donc  il  y  a  au  moins  2A;  4-  2  racines  imaginaires. 

Si  les  deux  termes  entre  lesquels  il  en  manque  {5tk  4*  1)  sont 
de  signes  contraires ,  t;=2,  et  n — t;=2A;  donc  alors  il  y  a  au 
moins  2k  racines  imaginaires. 

Observons  que  si  alors  A=0,  Wpeut  ne  pas  y  avoir  de  racines 
imaginaires;  de  sorte  que  V absence  Sun  terme'entre  deux  autres 
gui  sont  affectés  de  signes  contraires  n'indigue  rien.  Ainsi  l'é- 
quation (ar— l)(a;  — 2)(a?  +  3)  =  aî'  — 7ir  +  6=0  n'a  pas  de 
racines  imaginaires. 

Supposons  maintenant  qu'il  manque  un  nombre  pair  2k  de 
termes  entre  deux  termes  quelconques  :  alors  n=^k'\-l  et  v=\  ; 
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doncn— t;  =  2A,  et  il  y  a  au  moins  2A  racines  imaginaires, 
quels  que  soient  les  signes  des  deux  termes. 

Concluons  de  cette  discussion  l""  que  quand  deux  termes  con-' 
sécutifs  sont  de  mêmes  signes  y  l'équation  a  au  moins  autant  de 
racines  imaginaires  qu\l  y  a  d^ unités  dans  le  plus  grand  nombre 
pair  contenu  dans  la  différence  de  leurs  exposants; 

2*  Que  quanddeux  termes  consécutifs  sont  de  signes  contraires^ 
il  y  a  au  moins  autant  de  racines  imaginaires  qu'il  y  a  d'unités 
dans  le  plus  grand  nombre  pair  contenu  dans  la  différence  de 
leurs  exposants ,  diminuée  d'une  unité; 

3°  Que  s*il  y  a  plusieurs  lacunes  de  termes  dans  le  premier 
membre  d^une  équation ,  cette  équation  a  au  moins  le  nombre 
total  des  racines  imaginaires  indiquées  par  chacune  d'elles  en 
particulier. 

Soit,  par  exemple ,  Téquation  a;^4*  ^=0.  La  différence  des 
exposants  de  ses  deux  termes  est  m.  En  conséquence,  si  m  est 
pair  y  toutes  ses  racines  sont  imaginaires  ;  et  si  t»  est  impair, 
elle  a  (m— 1)  racines  imaginaires,  car  il  est  évident  que  —  1  la 
vérifie  alors. 

Prenons  encore  pour  exemple  l'équation 

a^^2afl—a^'-'a?+2X'\'2=0. 

Les  deux  premiers  termes  accusent  l'existence  de  deux  racines 
imaginaires  au  moins  ;  il  en  est  de  même  du  deuxième  et  du 
troisième;  donc  cette  équation  a  au  moins  quatre  racines  Ima- 
ginaires. 
Appliquez  la  règle  à  l'équation  a?*"-|-pa:"'+f =0- 
tt59.  On  peut  encore  reconnaître  quelquefois  qu'une  équa- 
tion a  des  racines  imaginaires ,  lorsque  les  règles  précédentes 
ne  fournissent  aucune  indication^  Pour  cela,  on  multiplie  le 
premier  membre  de  l'équation  proposée  f(â;}  =  0  par  (x  — a), 
et  on  profite  de  l'indétermination  de  a  pour  faire  en  sorte  que 
le  nombre  des  variations  du  produit  surpasse  de  plus  d'une  unité 
celui  des  variations  de  ^{x) ,  ou  que  ce  produit  ait  moins  de 
variations  que  <^x)  ;  et,  si  la  chose  est  possible,  l'équation  pro- 
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posée  a  des  racines  imaginaires.  Car,  si  toutes  les  racines  de 
<p(^)=:0  étaient  réelles,  cette  équation  aurait  autant  de  racines 
positives  que  de  variations ,  et  par  conséquent  la  transformée 
(p(x)  .(â?^a)=0,  devrait  avoir  une  seule  variation  de  plus  que 
la  proposée,  si  a  est  positif,  et  autant  de  variations  qu'elle,  si  a 
est  négatif. 

"^640,  H.  Siurm  a  donné  le  moyen  d'obtenir  ainsi  une  limite 
inférieure  du  nombre  des  radnes  imaginaires.  Supposons ,  en 
effet,  qu'en  donnant  à  a  une  valeur  positive,  on  ait  trouvé  que 
l'équation  (p(â?) .  (x — a)=0  a  k  variations  de  plus  que  la  propo- 
sée'^i  que  nous  supposerons  être  du  degré  m  et  avoir  v  varia- 
tions. La  transformée  en  — xde  cette  équation  aura  donc  au 
plus  m4- 1 — V — k  variations,  de  sorte  que  (^x)t=:0  ne  peut 
pas  avoir  plus  deiw  +  l — v  —  k  racines  négatives ,  car  ses  ra- 
cines négatives  sont  les  mêmes  que  celles  de  f^x) .  {x — a)  =  0. 
Mais  elle  a  au  plus  v  racines  positives;  donc  elle  a  au  moins 
«t— (m+l — V — k'{-v)=k — 1  racines  imaginaires. 

Si  a <0 ,  et  que  <pfa?) .  (x — a)  =  0  ait  A;  variations  de  moins 
que  ^(x)  =  0 ,  que  nous  supposons  toujours  en  avoir  v ,  cette 
transformée  aura  au  plus  (t; — k)  racines  positives ,  et  il  en  sera 
de  même  de  <p(a?) =0.  Mais  ^ — x)  a  au  plus  (m — v)  variations  ; 
donc  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  proposée. est  au  plus 
égalât;  —  A+w — v=m — *;  doncelleaau  moins  A  racines 
imaginaires. 

Prenons  pour  exemple  l'équation 

a^ — x^'{-a? — a^-^-x — 1=0: 
en  multipliant  son  premier  membre  par  (x — a),  on  trouvera 


x^—1 


x'+l 


x^—1 


x'+l 
4-a 


a?*— 1 
— a 


a?-|-a=0, 


et  on  voit  immédiatement  qu'en  posant  a=-—  1  elle  se  réduit  à 

«•—1=0, 
équation  qui  a  quatre  variations  de  moins  que  la  proposée;  donc 
celle-ci  a  quatre  racines  imaginaires,  car  elle  est  vérifiée  par  â;=l. 


♦  A 


Ce  nombre  k  est  impair^  d'après  la  note  de  la  page  424. 


THiORlB  GÉNÉRALE  D£S  ÉQUATIONS.  431 

Prenons  encore  pour  exemple  l'équation 
En  multipliant  son  premier  membre  par  {x — a),  on  trouvera 


â:?*+3a;'+12 
— a    — ia 


«•+  4 
—12a 


X  —  4a  =  0. 


On  voit  qu'en  donnant  à  a  une  valeur  comprise  entre  -|-3  ^t 
4-4,  cette  équation  aura  trois  variations,  tandis  que  la  propo- 
sée n'en  a  aucune  ;  donc  cette  proposée  a  (3  —  1)  =  2  racines 
imaginaires  (SS4). 

541.  On  a  longtemps  énoncé  la  règle  des  signes  de  Descartes 
de  la  manière  suivante  :  Une  équation  n'a  pas  plus  de  racines 
positives  qu'elle  n* a  de  variations  y  ni  plus  de  racines  négatives 
qu'elle  ri  a  de  permanences  j  et  si  toutes  ses  racines  sont  réelles, 
elle  a  autant  de  racines  positives  que  de  variations  et  au- 
tant de  racines  rUgatives  que  de  permanences.  Mais  cet  énoncé 
est  inexact*,  car  les  deuxième  et  troisième  parties  de  ce  théo- 
rème ne  sont  pas  vraies,  si  l'équation  que  l'on  considère  est  in- 
complète, à  moins  que,  dans  ce  cas,  on  n'ait  eu  soin  de  la  com- 
pléter auparavant,  en  y  rétablissant  les  termes  qui  manquent, 
en  leur  donnant  le  coefBcienl  zéro^  quel  que  soit  d'ailleurs  le 
signe  dont  on  affecte  ce  coefficient. 

Si  la  proposée  est  complète ,  ou  si  on  Ta  rendue  telle ,  ainsi 
que  nous  venons  de  l'indiquer,  on  conçoit  qu'en  y  changeant  x 
en  — â?,  on  obtiendra  une  transformée  qui  aura  autant  de  va-* 
nations  et  de  permanences  que  la  proposée  a  de  permanences 
et  de  variations;  car  deux  termes  consécutifs  étant  l'un  de  degré 
pair  et  l'autre  de  degré  impair ,  quand  on  y  remplacera  x  par 
— ar,  l'un  d'eux  conservera  son  signe  et  l'autre  en  changera, 
de  sorte  que  s'ils  formaient  une  permanence  ou  une  variation, 
ils  formeront  maintenant  une  variation  et  une  permanence. 
Mais  les  racines  positives  de  la  transformée  sont  les  racines 
négatives  de  la  proposée;  donc  celle-ei  n'a  pas  plus  de  racines 
négatives  qu'elle  n'a  de  permanences. 

Maintenant  si  l'équation  étant  complète ,  toutes  ses  racines 
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sont  réelles,  le  nombre  total  P+V  des  permanences  et  des  va- 
riations de  son  premier  membre  sera  égal  au  nombre  total  p-^-n 
des  racines  positives  et  des  racines  négatives,  puisqu'il  y  a  tou- 
jours dans  une  équation  complète  autant  de  successions  de 
signes  que  d'unités  dans  l'exposant  de  son  degré,  lequel  est, 
dans  notre  hypothèse ,  égal  au  nombre  des  racines  positives  et 
négatives.  Ainsi 

P-f-V  =  p+n. 

Or  si  y  était  plus  grand  que  p,  il  faudrait  que  P  fût  moindre 
que  n ,  ce  que  nous  avons  reconnu  tout  à  l'heure  impossible. 
D'ailleurs  V<^p;  donc  \=p  et  parlant  P=n.  J)onc  qtiandufèe 
équation  complète  a  toutes  ses  racines  réelles ,  elle  a  autant  de 
racines  positives  que  de  variations  et  autant  de  racines  néga- 
tives que  de  permanences» 

On  pourrait  déduire  du  deuxième  énoncé,  mais  rectifié,  de 
la  règle  des  signes  de  Descartes  les  limites  inférieures  que  nous 
ayons  données  plus  haut  du  nombre  des  racines  imaginaires 
d'une  équation,  mais  il  est  inutile  de  nous  arrêter  sur  ce  sujet. 

848.  Théorème  IX.  Lorsque  deux  nombres  substitués  sucées* 
sivement  dans  le  premier  membre  d'une  équation  donnent  deux 
résultais  de  signes  contraires^  ces  deux  nombres  comprennent 
au  moins  une  racine  réelle  de  cette  équation. 

Soient  «  et  p  les  deux  nombres  qui,  substitués  dans  le  premier 
membre  de  l'équation  <f{x)=zO,  donnent  deux  résultats  de  si- 
gnes contraires,  et  su|>posons,  pour  fixer  les  idées,  que  a  soit 
plus  petit  que  p,  et  que  l'on  ait  (p(a)<0  et  <p(p)>0.  Cela  posé, 
concevons  que  Ion  fasse  croître  x d'une  manière  continue  de- 
puis OL  jusqu'à  p  :  la  fonction  9(^7)  variera  d'une  manière  continue 
(487),  de  sorte  qu'elle  passera  par  tous  les  états  de  grandeur 
compris  entre  la  quantité  négative  Qp(a)  et  la  quantité  positive 
9(P)  ;  donc  il  y  a  au  moins  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  ^ 
pour  laquelle  la  fonction  ;p(j;)  se  réduit  à  zéro  ;  donc  celte  va- 
leur de  X  est  racine  de  l'équation  proposée. 

J'ai  dit,  au  moins  une  valeur  de  x^  parce  que  la  fonction  ^x) 
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peut  recevoir  des  valeurs  qui  croîtront  jusqu'à  une  certaine  li- 
mite, pour  décroître  ensuite  jusqu'à  une  autre  limite,  et  croître 
de  nouveau,  et  ainsi  de  suite,  de  sorte  qu'il  peut  se  trouver 
entre  a  et  p  plusieurs  valeurs  de  x  pour  lesquelles  f^{x)  s'anéan- 
tisse, c'est-à-dire  qui  soient  racines  de  l'équation  proposée 
9(ic)  =  0. 

Remarquons  que  cette  démonstration  ne  suppose  qu'une 
chose,  savoir  :  que  <^x)  varie  d'une  manière  continue  lorsque  x 
croit  aussi  d'une  manière  continue.  Ainsi,  le  théorème  que  nous 
venons  d'établir  sera  vrai ,  quelle  que  soit  l'équation  proposée 
9(0;)  =  0,  qu'elle  soit  algébrique  ou  non,  pourvu  que  son  pre- 
mier membre  satisfasse  à  cette  condition  ;  mais  il  n'y  a  que  les 
équations  algébriques  rationnelles  et  entières  pour  lesquelles  il 
soit  applicable  sans  aucune  restriction. 

545.  Théorèmb  X.  Lorsque  deux  nombres  comprennent  %in 
nombre  impair  déracines  d'une  équation,  ces  nombres,  substi^ 
tués  dans  son  premier  membre^  donneront  deux  résultats  de  si' 
gttes  contraires;  mais  ils  donneront  deux  résultats  de  fnémes  si*- 
gnes,  si  le  nombre  des  racines  qu'ils  comprennent  est  zéro  ou  un 
nombre  pair. 

Soient  en  effet  a,  6,  <?,..  .A;  les  racines  comprises  entre  les  deux 
nombres  a  et  p  :  nous  pourrons  diviser  le  premier  membre  de 
l'équation  proposée  par  le  produit  des  facteurs  du  premier  de- 
gré correspondants  à  ces  racines.  Appelons  ^x)  le  quotient  de 
cette  division ,  et  le  premier  membre  de  l'équation  proposée 
pourra  être  mis  sous  la  forme 

[x — a)  {x —  b)  {x — c). .  .(x — k).^x)y 

de  sorte  que  les  résultats  trouvés  en  remplaçant  x  successive- 
ment par  a  et  par  p,  reviendront  aux  produits 

(a— a)  (01—6)  (a— c)...(a— A;).iK«)  [3], 

(p-a)  (p-ft)  (p-tf)...(p-*).+(P)  [4]. 

Or  j'observe  que  les  nombres  ^a)  et  4<P)  soni  de  mêmes 
signes ,  sans  quoi  a  et  p  comprendraient  au  moins  {iS4i)  une 
c.  28 
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racine  réelle  de  l'équation  ^x)=o,  o'est-à-dire  une  racine  de 
la  proposée  autre  que  a,  6,  c^.,.k.  Cela  posé,  si  nous  supposons 
a<p,  on  voit  que  tous  les  facteurs  « — a,  « — 6,  a— c,...(a — k) 
sont  négatifs,  de  sorte  que  leur  produit  sera  négatif,  si  les  ra* 
cines  a,  A,  o^.^k  sont  en  nombre  impair  (SB);  mais  le  produit 
[4]  est  au  contraire  positif;  donc  les  produits  [3]  et  [4]  sont  de 
signes  contraires,  puisque  les  facteurs  <{<«)  et  ^p)  ont  les  mêmes 
signes. 

U  est  évident  que  ces  deux  produits  auraient  les  mêmes  si- 
gnes, si  le  nombre  des  racines  a,  A,  c,.  ..A,  comprises  entre  «  et  p 
était  pair. 

Dans  le  caç  où  les  nombres  oc  et  p  ne  comprendraient  aucune 
racine  de  la  proposée,  les  résultats  de  leur  substitution  à  la 
place  dç  x  dans  son  premier  membre  auraient  les  mêmes  signes, 
sans  quoi  ces  deux  nombres  comprendraient  au  moins  une  ra- 
cine de  cette  équation  (848), 

S44.  Théorèmb  XI.  Réciproquement  si  deux  nombres  sub- 
siituéê  dans  le  premier  membre  d^une  équation  donnent  deux  ré^ 
sultats  de  signes  contraires^  ils  comprennent  un  nombre  impair 
de  racines  de  cette  équation^  sans  quoi  ces  résultats  auraient  les 
mêmes  signes  ;  et  s'ils  donnent  deux  résultats  de  mêmes  signesy 
ils  ne  comprennent  point  de  racines,  ou  ils  en  interceptent  un 
nombre  pair,  sans  quoi  les  deux  résultats  seraient  affectés  de 
signes  contraires. 

tt4tt.  ScoLii.  Il  est  important  de  remarquer  que,  dans  les 
énoncés  de  ces  deux  derniers  théorèmes,  il  teni  avoir  égard  au 
degré  de  multiplicité  des  racines  égales  (B2S)  qui  pourraient 
être  comprises  entre  les  nombres  substitués  a  et  p.  Ainsi  dans 
l'équation 

(a?— 3)  (a:— 4)*(a:— 6)»(a:— 6)  (a?-^8)  =  0, 

il  y  a  neuf  racines  interceptées  entre  2  et  7. 

S46.  Théorème  XII.  Toute  équation  de  degré  impair  a  né^ 
cessairemenl  une  racine  réelle  de  signe  contraire  à  celui  de  wn 
dernier  terme,  et  si  elle  a  plusieurs  racines  réelles^  celles  gui  somi 
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de  signe  contraire  au  dernier  terme  sont  en  nombre  impair  y  et 
les  autres ,  s*il  y  ena^  sont  en  nombre  pair. 
Soit 

réquation  proposée,  et  supposons  d'abord  que  son  dernier 
terme  soit  négatif.  Si  Ton  y  fait  x  =  0,  son  premier  membre  se 
réduira  à  son  dernier  terme,  et  on  aura  ainsi  un  résultat  néga- 
tif. Cela  posé,  mettons  x"^  en  facteur  commun  de  tous  les  ter- 
mes du  deuxième  membre,  il  viendra 

et  si  Ton  donne  à  x  des  valeurs  positives  qui  croissent  indéfi- 
niment ,  il  est  clair  que  tous  les  termes  qui  ont  x  dans  leur  dé- 
nominateur décroîtront  indéfiniment»  de  sorte  que  Ton  arrivera 
à  une  valeur  -f-  L  de  ;r,  pour  laquelle  leur  somme  sera  moindre 
que  Tunité  en  valeur  absolue;  par  conséquent,  à  partir  de  cetle 
valeur  dé  07,  le  polynôme  compris  dans  les  accolades  restera  con- 
stamment positif,  et  comme  il  en  est  de  même  du  facteur  x"^, 
on  n'obtiendra  plus  que  des  résultats  positifs,  et  ainsi  -|-  L  sur- 
passe toutes  les  racines  positives  de  la  proposée.  Puis  donc  que 
zéro  et  -f-I"  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires,  ces 
deux  nombres  comprennent  une  Tdicine  positive ,  et  ils  en  com- 
prennent un  nombre  impair,  s'il  y  en  a  plus  d'une. 

Si  on  remplace  maintenant  a:  par — x  dans  l'équation  cp(â?)=0, 
et  qu'on  change  ensuite  les  signes  de  tous  les  termes ,  on  aura 
une  transformée  dont  les  racines  seront  égales  et  de  signes  con- 
traires à  celles  de  9(0;) =0  et  dont  le  dernier  terme  sera  positif. 
On  verra  alors,  en  reprenant  le  raisonnement  précédent,  que 
les  substitutions  de  zéro  et  de  4-1^)  dans  son  premier  membre, 
donneront  deux  résultats  de  mêmes  signes,  de  sorte  que  les 
racines  positives  de  cette  équation ,  et  par  conséquent  les  ra- 
cines négatives  de  la  proposée,  seront  en  nombre  pair^  si  elle  a 
de  pareilles  racines. 

Supposons  actuellement  que  le  dernier  terme  de  l'équation 
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^{x)=0  soit  positif  :  nous  remplacerons  x  par  — x  dans  cette 
équation ,  et,  après  avoir  changé  les  signes  de  tous  les  termes, 
nous  obtiendrons  une  transformée  dont  le  dernier  terme  sera 
négatif;  elle  aura  donc»  en  vertu  de  ce  qui  précède,  un  nombre 
impair  de  racines  positives  et  un  nombre  pair  de  racines  néga- 
tives ;  par  conséquent  la  proposée  aura  au  contraire  un  nombre 
impair  de  racines  négatives  et  un  nombre  pair  de  racines  posi- 
tives. 

847.  Théorème  Xlll.  Toute  équation  de  degré  pair ^  dont  le 
dernier  tertne  est  négatifs  a  au  moins  deux  racines  réellesj  tune 
positive  et  Vautre  négative  y  et  si  elle  a  plus  de  deux  racines 
réelles^  ses  racines  positives  sont  en  nombre  impair^  ainsi  que 
ses  racines  négatives. 

Soit 

réquation  proposée ,  dans  laquelle  U  représente  une  quantité 
positive.  Si  Ton  fait  x=0  dans  son  premier  membre,  on  trou- 
vera un  résultat  négatif.  Cela  posé ,  si  Ton  met  x^  en  facteur 
commun  de  tous  ses  termes,  on  reconnaîtra,  en  répétant  les 
raisonnements  que  nous  avons  faits  dans  le  numéro  précédent, 
qu'il  existe  une  valeur  -|-L  de  â?,  à  partir  de  laquelle  le  poly- 
nôme <^{x)  restera  constamment  positif,  de  sorte  que  -|-L  sur- 
passera toutes  les  racines  réelles  de  la  proposf^e.  Puis  donc  que 
a;=:Oetx  =  -)-I'  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires, 
ces  deux  nombres  comprennent  au  moins  une  racine  positive 
de  (b(x)=zOy  et  ils  en  comprennent  un  nombre  impair,  si  elle  en 
a  plus  d'une. 

Si  dans  l'équation  proposée  on  change  x  en  — Xj  son  pre- 
mier terme  ne  changera  pas,  de  sorte  que  le  dernier  terme  de 
la  transformée  étant  négatif,  elle  aura  un  nombre  impair  de  ra- 
cines positives;  donc  la  proposée,  dont  les  racines  ne  diflèrent 
des  siennes  que  par  les  signes,  aura  un  nombre  impair  de  ra- 
cines négatives. 

«^48.  Tbeohèmk  XIV.  Toute  équation  qui  a  des  racines  ima^ 
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giîiaires  en  a  toujours  un  nombre  pair;  si  elle  n'a  que  de  pa- 
reilles racines ,  son  dernier  terme  sera  positifs  et  si  on  substitue 
des  nombres  jquelconques  à  la  place  de  \^  on  ne  trouvera  que  des 
résultats  positifs  *. 

En  effet,  si  Ton  divise  le  premier  membre  de  l'équation  pro- 
posée par  le  produit  des  fieicteurs  du  premier  degré  correspon- 
dants à  toutes  ses  racines  réelles,  et  qu'on  égale  à  zéro  le  quo- 
tient de  cette  division ,  on  formera  une  équation  qui  aura  pour 
racines  toutes  les  racines  imaginaires  de  la  proposée,  et  qui 
n*en  aura  point  d'autres.  Il  faut  donc  que  cette  équation-quo- 
tient soit  de  degré  pair  ('140},  et  que  son  dernier  terme  soit 
positif  (547). 

Déplus,  si  Ton  y  substitue  des  nombres  quelconques  au  lieu 
deo?,  on  ne  pourra  trouver  que  des  résultats  positifs;  car,  s'il 
n'en  était  pas  ainsi ,  puisque  x=.0  réduit  le  premier  membre  à 
son  dernier  terme ,  notre  équation-quotient  aurait  au  moins  une 
racine  réelle  comprise  entre  les  deux  nombres  dont  la  substi- 
tution aurait  donné  deux  résultats  de  signes  contraires. 

549.  ScoLiB.  La  réciproque  de  la  dernière  partie  du  théorème 
précédent  n'est  pas  vraie  ^  car  les  équations  qui  ne  renferment 
que  des  racines  réelles  égales ,  dont  le  degré  de  multiplicité  est 
pair,  oti'qui  ne  renferment  que  de  pareilles  racines  jointes  k  des 
racines  imaginaires,  jouissent  aussi  de  la  propriété  de  donner 
des  résultats  constamment  positifs,  quelques  valeurs  réelles  que 
l'on  y  substitue  au  lieu  de  x.  Telles  sont  les  équations 

(d?—  a)^ .  {X—  b)^ ,  (a?—  cfi= 0, 

(;r  —  a)**.  (J?— *)*.(  a?— !?)««.  ((jr— a)«-fp«j .  jx— a')«+ p'*i.=:0 

550.  Nous  terminerons  cette  première  partie  de  la  théorie 
générale  des  équations,  en  faisant  une  application  des  principos 
que  nous  avons  établis,  à  la  solution  de  cette  question  : 

*  (*e  théorème  est  une  conséquence  directe  du  ttiéorèmelV,  car  d'abord 
les  racines  Imaginaires  sont  toujours  conjuguées  deux  à  deux,  et  si  une 
équaiion  n'a  que  des  racines  Imaginaires,  son  premier  meml>re  t9X  le  pro- 
duit de  facteurs  du  necond  degré,  tels  que  («— a'.^4-  P'* 
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PiLOBLftin.  Trouver  les  relations  qui  chivent  exister  entre  les 
coefficients  de  l'équation 

x«+px+q  =  o  [6], 

pour  que  ses  trois  racines  soient  réelles* 

Nous  supposerons  que  le  dernier  terme  q  soit  négatif,  et  cela 
n'altérera  pas  la  généralité  des  résultats;  car,  si  q  était  positif, 
en  remplaçant  jt  par  — â?  et  en  changeant  ensuite  les  signes  de 
tous  les  termes,  on  obtiendrait  une  transformée  dont  le  dernier 
terme  serait  négatif,  et  comme  cette  transformée  aurait  ses  ra- 
cines égales  et  de  signes  contraires  à  celles  de  la  proposée,  les 
conditions  qui  expriment  que  les  racines  de  l'une  sont  réelles 
doivent  exprimer  qu'il  en  est  de  même  de  celles  de  l'autre. 

Cela  posé,  l'équation  proposée  ayant  son  dernier  terme  né- 
gatif aura  une  racine  réelle  positive,  et  elle  n'en  aura  qu'une , 
puisque  son  premier  membre  n'a  qu'une  variation  (S55).  Soit 
a  cette  racine  :  si  l'on  divise  a^-^-px-^q  par  (â?—*  a)  et  qu'on 
égale  à  zéro  le  quotient  de  cette  division ,  on  formera  l'équation 

a:t-|_aa:  +  (a»+jp)=0  [6], 

dont  les  racines  seront  les  deux  autres  racines  de  la  proposée , 
de  sorte  que,  pour  que  celle-ci  ait  ses  trois  racines  réelles,  il 
faut  que  l'on  ait 

a«— 4(a"+p)>0,    ou    8(^+4p<0. 

p  doit  donc  être  une  quantité  négative,  et  c'est  ce  qui  résulte 
d'ailleurs  de  la  règle  des  signes  de  Descartes ,  car  si  p>-0, 
réquation  a^-\-pX'\'q=zO  a  nécessairement  deux  racines  ima* 
ginaires  (838).  De  3a'*-|-4/><0,  on  tire 


.<v/-| 


3* 

Mais  a  est  la  seule  racine  positive  de  la  proposée,  donc,  en  rem- 
plaçant a?  par  i/ — ^  qui  est  une  quantité  plus  grande  que  a, 
il  faut  que  1  on  ait  un  résultat  positif,  sans  quoi  entre  Uro  et 


V 
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—  -^  qui  donneraient  deux  résultats  négatifs,  il  ne  pourrait 


pas  se  trouver  la  seule  racine  positive  a  (844),  donc 


d'où 


-î\ff>-r. 


et  comme  les  deux  membres  de  cotte  inégalité  sont  positifs,  on 
pourra  les  élever  au  carré,  ce  qui  donnera 

—  ^>9\    ou  enfin    4/)«+27y*<0. 

Telle  est  la  seule  condition  nécessairey  pour  que  les  racines  de  Té- 

quation  proposée  soient  réelles,  puisqu'elle  exige  quepsoit'<0. 

Elle  est  suffisante j  car  si  elle  est  remplie,  la  substitution 

de  i/ —  -^  dans  [5]  donnera  un  résultat  positif,  et  comme  â?= 0 
en  donne  un  négatif,  cette  équation  aura  une  racine  positivé 

et  elle  n'en  aura  qu'une  seule  positive ,  puisque  son  premier 
membre  ne  présente  qu*ime  variation.  Mais  de  cette  inégalité, 

on  tire 

3a«+4p<0, 

et  ainsi  l'équation  [6]  a  ses  deux  racines  réelles ,  de  sorte  que 
celles  de  la  proposée  le  sont  aussi. 
S5t.  Remarquons  que  si  Ton  avait 

4p^+275'*=0, 

les  deux  racines  de  l'équation  [6]  seraient  égales  entre  elles,  de 
sorte  que  la  proposée  aurait  alors  deux  racines  égales.  Leur  ysi- 

leurest— |  =  ±:2l/— Y  =  ±l/— 5,  suivant  que  q  est 
positif  ou  négatif  (478). 
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8S8.  Si  réquatîon  du  troisième  degré  était 

^  +  P^+?  =  0  [7], 

on  observerait  qu'en  posant  x=-y  elle  deviendrait 

que  Ton  ramène  facilement  à  la  forme 

Hais  on  voit  qu'en  vertu  de  la  relation  a;  =-,  les  racines  de  la 

proposée  seront  réelles,  si  celles  de  la  transformée  le  sont,  et 
réciproquement.  La  condition  de  réalité  des  racines  de  l'équa- 
tion [7]  est  donc 

et  pour  qu'elle  ait  deux  raeines  égales,  il  &ut  et  il  suffit  que 
l'on  ait 

4(^y+27(iy=0,    ou  bien    4p*-|-27g=0. 


CHAPITRE  XVr, 

THÉORIE  DE  L'EUlOnrATION. 


S  I.  DE  L'ÉLIMINATION  ENTRE  DEUX  ËQUATIONS  DE  DEGRÉ 

QUELCONQUE  A  DEUX  INCONNUES. 

ttttS.  Résoudre  deux  équations  entre  deux  inconnues  xety^ 
c'est  trouver  tous  les  couples  de  valeurs  de  ces  inconnues  qui 
peuvent  satisfaire  à  ces  équations, 

554.  S'il  était  toujours  possible  de  résoudre  une  des  équations 
proposées  par  rapport  à  Tune  des  inconnues  qu'elle  renferme , 
en  substituant  la  valeur  ainsi  trouvée  dans  l'autre  équation,  on 
obtiendrait  une  équation  qui  ne  contiendrait  plus  que  l'autre 
inconnue ,  et  qui  en  déterminerait  par  conséquent  toutes  les 
valeurs.  Une  pareille  équation  se  nomme  Véquation  finale. 
Soient  fk  une  de  ses  racines ,  et  a  la  valeur  correspondante  de 
l'autre  inconnue,  que  nous  désignerons  par  x.  Alors,  en  substi- 
tuant p  et  a  à  la  place  de  y  et  de  ;r,  dans  les  équations  propo- 
sées, ces  équations  devront  être  satisfaites.  Donc,  si  l'on  y 
remplace  ^  par  p ,  les  équations  résultantes  devront  avoir  la  ra- 
cine commune  a  :  donc  leurs  premiers  membres  auront  un 
commun  diviseur;  et,  en  égalant  ce  commun  diviseur  à  zéro , 
on  formera  une  équation  dont  les  racines  seront  les  valeurs  de  a?, 
qui ,  conjointement  avec  la  valeur  pie  y  y  satisfont  aux  équa- 
tions proposées.  Mais,  la  résolution  d'une  équation  par  rapport 
à  Tune  des  inconnues  qu'elle  renferme  étant  souvent  impos- 
sible dans  l'état  actuel  de  l'algèbre  (514),  on  a  dû  chercher  une 
méthode  au  moyen  de  laquelle  on  pût ,  sans  avoir  bssoin  de  ré- 
soudre AUCUNE  ÉQUATION,  effectuer  V élimination  de  l'une  des 
inconnues  entre  les  deux  équations  proposées ,  et  obtenir  ainsi 
une  équation  à  uneseule  inconnue,  dont  les  racines  fussent  toutes 
les  valeurs  et  les  seules  valeurs  de  cette  inconnue.  C'est  cette 
méthode  que  nous  nous  proposons  d'exposer  ici. 
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HSS.  Une  équation  complète  du  degré  m  entre  deux  incon- 
nues ^  et  y  doit  contenir  tous  les  termes  possibles  du  degré  m 
tant  en  x  qu'en  y,  savoir  : 

Ooaf,  aiya?*^*,  Ojy'af»-* a^y^ar*^*. .......  a«y*; 

tous  les  termes  du  degré  m —  1 ,  savoir  : 

ôio?"»"*,  b^af^ b^^af^-^ ft^y^*; 

tous  les  termes  du  degré  m — 2 ,  savoir  : 

CiPd'^ <*^y"-*a?*-^ c«y*^, 

tous  ceux  des  degrés  m — 3,  m— 4,  m — 5,....  3,2,  1,0;  de 
sorte  que  la  forme  d'une  équation  complète  du  degré  m  entre 
deux  inconnues,  ordonnée  par  rapport  à  a;,  est 


• 

«— +. 

+  6-y-' 

+p»y 

4-9. 

=  0. 


Toute  équation  qui  ne  contient  pas  tous  ces  termes  est  incom^ 
plète,  et  Ton  évalue  son  degré  en  faisant  la  somme  des  expo* 
sants  de  â:  et  de  y  dans  le  terme  où  cette  somme  est  maximum. 

Remarquons  que  le  nombre  des  termes  d'une  équation  corn-* 
plète  du  degré  m  à  deux  inconnues  est  la  sonune  des  termes  de 
la  progression  des  nombres  entiers  depuis  i  jusqu'à  (m  -f- 1)  : 

ainsi  une  pareille  équation  contient  - —  '      termes.  ^ 

ttB6.  Nous  appellerons  valeurs  eùfyuguées^  êolutiansy  coup/et 
ou  sffstèmes  de  valeurs^  les  nombres  qui,  substitués  simultané* 
ment  à  la  place  de  x  et  de  y,  dans  les  équations  proposées,  en 
rendent  les  deux  membres  identiques. 

BB7.  On  conçoit  que  la  résolution  des  équations  proposées 
sera  en  général  d'autant  plus  facile ,  que  ces  équations  seront 
d'un  degré  moins  élevé  :  d'où  il  suit  que  s  si  Ton  parvenait  à 
décomposer  les  premiers  membres  de  ces  équations  en  facteurs, 
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le  problème  de  leur  résolution  pourrait  être  beaucoup  simplifié. 
Soient  en  effet  M=0,  N=:Ot  les  deux  équations  proposées,  et  sup- 
posons que  M  soit  de  la  forme  MsA.B,  et  N  de  la  forme  N=G.D  : 
toute  solution  des  équations  proposées  doit  anéantir  à  la  fois  un 
facteur  de  M  et  un  de  ceux  de  N  ;  donc  les  solutions  des  équa- 
tions f^H/v  I  satisfont  aux  systèmes 


A=0 
C 


=0)      A=0)      B=0)      B=0) 
=  0)'     D=0J'     C=0J'     D=0)' 


formés  en  combinant  chaque  facteur  de  H  successivement  avec 
chacun  des' facteurs  de  N.  Mais,  réciproquement,  les  solutions 
de  tous  ces  systèmes  satisfont  aux  équations  proposées  ;  donc  la 

résolution  des  équations  ^3a  1  ^^  ramenée  à  celle  des  sys- 
tèmes d'équations  plus  simples 


=0)      A=0)      B=0)      B=0) 
=o]*     D=o]'     C=0J'     D=:0]' 


A=0 
C 


ttS8.  Ainsi ,  la  première  chose  à  ttàre ,  quand  on  aura  deux 
équations  à  résoudre,  sera  de  décomposer  leurs  premiers  mem- 
bres en  facteurs,  si  la  chose  est  possible.  Soient  <lon<^i^II/v{ 

les  équations  proposées.  Si  l'on  ordonne  le  polynôme  M  par 
rapport  à  y,  que  Ton  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  coefficients  de  ses  différents  termes,  et  que  Ton  divise  H  par 
ce  facteur  ;  si  ensuite  on  ordonne  le  quotient  par  rapport  à  j?, 
que  Ton  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefQcients 
des  diverses  puissances  de  x,  et  qu'on  divise  encore  le  quotient 
par  ce  plus  grand  commun  diviseur,  on  aura  ainsi  décomposé 
le  polynôme  H  en  trois  facteurs  X,T,  H^  fonctions  respectives 
de  Xj  de  y,  et  de  x  et  de  y,  de  sorte  que 

M  =  ITM'. 

On  pourra  foire  subir  une  décomposition  semblable  au  poly- 
nôme N,  et  Ton  aura 
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Gela  posé,  il  est  possible  que  les  polynômes  X  et  X',  T  et  T', 
M'  et  N',  aient  des  facteurs  communs  :  on  cherchera  donc  leurs 
plus  grands  communs  diviseurs  respectifs  d^  d\  (f ,  et  les  poly* 
nomes  M  et  N  pourront  alors  être  mis  sous  la  forme 

M=d.rf'.(f.X,  .Tt.A, 
N=d.(?'.d\X',.T'i.B. 

Maintenant,  tout  couple  de  valeurs  des  équations  i^_/v{  ^^î^ 

anéantir  à  la  fois  un  facteur  de  M  et  un  facteur  de  N,  et  n^ci- 
proquement  :  donc,  on  obtiendra  toutes  les  solutions  de  ces 
équations  en  égalant  simultanément  à  zéro  un  focteur  de  U  et 
un  facteur  de  N.  On  posera  donc  d'abord  : 

d=0,    ou    rf'=0,    ou    d^=^. 

La  première  de  ces  équations  détermine  un  certain  nombre  de 
valeurs  de  x^  et  laisse  y  arbitraire  ;  la  seconde  donne  un  nombre 
limité  de  valeurs  de  y,  et  laisse  x  indéterminé  ;  enfin ,  la  troi- 
sième laisse  tout  à  fait  arbitraire  celle  des  deux  inconnues  que 
Ton  voudra ,  mais  détermine  les  valeurs  correspondantes  de 
Tautre. 
Ainsi,  chacune  des  équations 

d=0,    d'=0,    d*'=0 

fournit  une  infinité  de  solutioûs  des  équations  proposées. 

H 0\ 

Les  autres  manières  de  satisfaire  aux  équations  ^^.^j» 

consistent  à  égaler  en  même  temps  à  zéro  l'un  des  facteurs  res- 
tants Xi ,  Ti ,  A  de  la  première,  et  Tun  de  ceux  X'i,  T'i,  B  de  la 
seconde.  Mais  nous  remarquons  que  Ton  ne  peut  pas  avoir 

en  même  temps  ^|  ~  !  •  car  les  facteurs  Xi  et  X'i  sont  pre- 
miers entre  eux,  et  par  conséquent  ne  peuvent  pas  être 
anéantis  par  une  même  valeur  de  x.  Par  la  même  raison,  on 

ne  pourra  pas  poser  non  plus  ^1  H^r  ^^^^  on  achèvera  la 
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Fésohition  des  équations  proposées»  en  résolvant  les  sept  sys- 
tèmes 

X,=0)    Xi=0^    Ti=0^   Yi=0)    A  =0)   A=0)    A=0) 
Y\=o]'  B=or  X'i=0)'  B=0)'  X'i=0J'  ri=0j'  B=0)* 


Or,  dans  les  sh  premiers  systèmes,  l'une  au  moins  des  deux 
équations  ne  renferme  qu'une  seule  inconnue  :  par  conséquent, 
pour  trouver  toutes  les  solutions  de  l'un  quelconque  de  ces  sys- 
tèmes, on  résoudra  l'équation  qui  ne  contient  qu'une  seule 
inconnue;  et,  en  substituant  successivement  chacune  de  ses 
racines  dans  l'autre  équation,  on  obtiendra  les  valeurs  corres- 
pondantes de  l'autre  inconnue. 

H t\\ 

La  résoMUm  complète  des  deux  èqtMtionê  ia _^  |  ^^^  o>'»^t 

rainenée  à  celle  de$  deux  équations  à  deux  inconnues  ^ L 

dont  les  premiers  membres  sont  premiers  entre  eux ,  et  n'ont 
aucun  facteur  qui  sait  fonction  de  l'une  seulement  des  deux 

inconnues.  Mais  avant  de  nous  occuper  des  équations  nH^L 

nous  ferons  quelques  remarques  sur  les  équations  finales  des 
six  premiers  systèmes. 

"^889.  Nous  avons  dit  que  l'on  appelle  équation  finale  une 
équation  qui  a  pour  racines^  non  pas  seulement  les  valeurs  dif- 
férentes de  l'une  des  deux  inconnues,  mais  toutes  les  valeurs^ 
tant  égales  qu'inégales^  de  cette  inconnue^  avec  lesquelles  sont 
conjuguées  des  valeurs  de  Vautre  inconnue  (tS54).  Ainsi  l'équa- 
tion finale  doit  avoir  autant  de  racines  que  les  proposées  ad- 
mettent de  couples.  11  suit  de  là  que  l'équation  finale  en  y  du 

système  y/H/v  |  n'est  pas  T'i=0:  car  à  chaque  racine  de  cette 

équation  correspondent  autant  de  valeurs  de  x  qu'il  est  marqué 
par  le  plus  haut  exposant  de  cette  variable  dans  Xi=0;  donc, 

si  cet  exposant  est  n^  l'équation  finale  du  système  y/ Hq! 
est(Y'if=0. 
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"^560.  On  voit  de  même  que  Téquation  finale  en  y  du  système 

|.^  _    I  n'est  pas  non  plus  Yi = 0  :  car  à  chaque  racine  de  cette 

dernière  correspondent  en  général  plusieurs  valeurs  de  x. 
Mais,  comme  on  ne  sait  pas  a  priori  quel  est  le  nombre  de  ces 

valeurs  de  x^  on  ne  peut  pas  dire  immédiatement,  comme  tout 

Y 0^ 

à  l'heure,  quelle  sera  Téquation  finale  en  y  du  système  |.^ | . 

Pour  la  former,  je  suppose  que  Téquation  B=:0  soit 

Je  décompose  Yi  dans  le  produit  de  deux  Quêteurs  ai  et  a,  dont 
l'un  soit  premier  avec  a,  et  dont  l'autre  ne  renferme  que  des 
facteurs  premiers  de  a '^  ;  je  décompose  de  môme  «  en  deux  fac- 
teurs fri  et  p,  dont  l'un  soit  premier  avec  &,  et  dont  l'autre  ne 
soit  composé  que  de  facteurs  premiers  de  6;  je  décompose  de 
même  p  en  deux  facteurs,  Ci  et  y,  dont  l'un  soit  premier  avec  <?, 
et  dont  l'autre  ne  contienne  que  des  facteurs  premiers  de  c,  et 
ainsi  de  suite,  jusqu'à  t  inclusivement,  s'il  y  a  lieu.  Hais,  pour 
fixer  les  idées,  nous  supposerons  que  y  soit  premier  avec  dy  et 
nous  aurons  ainsi 

Yi=(ïia,  a=6iP,  p=CiY,  et  partant  Yi=atftiCtY, 

de  sorte  que  les  racines  de  l'équation  Yi=0  sont  fournies  par 
les  équations  plus  simples 

ai=0  ôi=0,  ci=0,  Y=0. 


*  Pour  elfecluer  cette  décomposition,  on  cherche  le  plus  grand  commuo 
diviseur 

d!  entre  Y|  et  a;  ainsi  Yi=(f  .g  ;  puis  le  plus  grand  commun  diviseur 
(f  entre  9  et  a;  ainsi  q  ^zdC.^*,  puis  le  plus  grand  commun  diviseur 
(f^  enlre  g'  et  a;  ainsi  tf^zd!",  (f\  puis  le  plus  grand  commun  diviseur 
(P  entre  9*  et  a;  et  ainsi  de  suite. 

Je  suppose,  pour  fixer  les  idées,  que  (f  soit  premier  avec  a.  On  aura 
donc  \x—d!drdr.ifi  et  ainsi  aszd^tfdT,  et  tt,=:^. 

Remarquons  que  (f  et  d''  ne  renferment  pas  d'autres  facteurs  premiers 
que  ceux  de  d\  puisqu'ils  sont  communs  à  Yi  et  à  a* 
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Or,  toute  racine  de  Téquation  y=0  anéantit  e  et  §,  par  consé- 
quent b  et  a,  et  partant  a  :  donc  toute  racine  de  y=0  réduit  B 
à  un  polynôme  en  x  du  (n— 3)"«  degré;  donc  à  chacune  de  ces 
racines  correspondent  (n — 3}  valeurs  de  x;  donc  le  facteur  y 
devra  entrer  à  la  puissance  (n — 3j  dans  l'équation  finale  en  y 

du  système  «*_^  { •  On  verra  de  même  que  toute  racine  de 

l'équation  ei=0  anéantit  b  et  a,  et  réduit  ainsi  B  à  un  poly- 
nôme en  X  du  degré  (n — 2),  et  que  par  conséquent  le  facteur  Ci 
doit  entrer  dans  Téquation  finale  à  la  puissance  (n — 2).  ies 
mêmes  raisonnements  feront  voir  que  les  facteurs  bi  et  (h  doi- 
vent y  entrer  aux  puissances  respectives  (n— 1)  et  n,  de  sorte 
que  cette  équation  est 

SHi.  Remarquons  que,  si  les  coefficients  de  x  dans  Téqua-- 
tion  B=:0  renfermaient  tous,  à  l'exception  du  dernier  Uj 

tous  les  facteurs  premiers  de  Yi,  le  système  n*  ~^  |  serait  in- 
compatible :  car  la  substitution  de  chaque  racine  de  Y^rsO  dans 
B  réduirait  ce  polynôme  à  un  nombre. 
"^862.  Pour  obtenir  les  équations  finales  en  y  des  systèmes 

j'~-.|  et  X'  ZaJj  **  ^'y  fturait  qu'à  éliminer  x  entre  ces 
équations,  de  sorte  que  cette  recherche  se  trouve  implicitement 
comprise  dans  celle  de  l'équation  finale  en  y  du  système  vr\  \  • 
SOZ.  Nous  allons  maintenant  exposer  la  méthode  qu'il  con- 
vient de  suivre  pour  résoudre  les  deux  équations  |^  Il  ^  (  • 

Supposons  les  deux  polynômes  À  et  B  ordonnés  par  rap- 
port à  Xy  et  que  B  ne  soit  pas  d'un  degré  plus  élevé  en  x 
que  A.  Divisons  A  par  B,  et  admettons  que  l'on  arrive  à  un 
reste  Ri  d'un  degré  moindre  en  x  que  B,  sans  écrire  au  quotient 
des  termes  où  y  entre  en  dénominateur.  Si  l'on  désigne  ce  quo^ 
tient  par  Q,  on  aura 

A  =  BQ  +  Ri. 
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Or,  tout  couple  de  valeurs  de  a?  et  de  y  qui  satisfait  aux  équa- 
tions u3  n  I '  *^'^é*'^^>t^  •  ^^^^  ^^  solutions  de  ce  système  se 

trouvent  parmi  celles  des  équations  plus  simples  „  Ha!* 
Mais  B  et  Ri  ne  peuvent  être  nuls  sans  que  A  le  soit  aussi  ; 
donc,  réciproquement,  les  solutions  du  système  w  H^}  se 

trouvent  parmi  celles  du  système  proposé  |>.^  |  )  donc  les  so- 

A=0^ 
lutions  du  système  |^ |  sont  les  mêmes  que  celles  du  sys- 

tème  Q      A.  Donc,  on  peut  ^substituer  au  système  de  deux 
1*1=0;    ' 

équations  le  système  formé  de  Vune  d'elles  et  de  l'équation  que 
l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  le  reste  de  la  division  de  leurs 
premiers  membres.  D'où  il  suit  que,  si  l'on  divise  B  par  Ri,  Ri 
par  le  reste  Ri  de  cette  seconde  division,  R«  par  le  reste  R^  de  la 
troisième,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  reste  R» 
indépendant  de  rr,  les  solutions  du  système  proposé  seront  les 
mêmes  que  celles  du  système 

Rn-1=0 


Rn-1=0) 
Rn      =0)' 


formé  en  égalant  les  deux  derniers  restes  à  zéro  (on  suppose  tou- 
jours que  les  quotients  successifs  aient  tous  leurs  termes  entiers}. 
L'équation  Rn=0,  fonction  de  y  seulement,  fera  connaître 
toutes  les  valeurs  différentes  de  «/,  et  les  seules  valeurs  dont  celte 
inconnue  soit  susceptible.  Quand  on  l'aura  résolue ,  on  substi- 
tuera ses  racines  successivement  dans  l'équation  B,,.i=:=0,  et 
Ton  trouvera  ainsi  les  valeurs  correspondantes  de  x*. 

*  On  trouve  cependant  quelquefois  des  facteurs  égaut  dans  le  reste  B«; 
mais  cela  n'arrive  que  quand  le  même  couple  salisfail  plusieurs  fois  aux 
équations  R.=  o  et  RaH=0  t  car,  chaque  racine  de  R«=0  doit  être  con- 
juguée avec  les  valeurs  correspondantes  de  x  fournies  par  Rik-i=0.  La 
réciproque  est  fausse;  car  on  conçoit  que  pour  y  =  p,  racine  de  R»=0, 
le  polynôme  R«.i  pourrait  se  réduire  à  une  fonction  de  s  de  la  forme 
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tt64.  Si  le  reste  R»  indépendant  de  x  Vêtait  aussi  de  y,  c'est 
à-dire  s'il  était  numérique^  les  équations  k=Oet  B=0  seraient 
évidemment  incompatibles  ^  puisque  Téquation  R,»=?0  serait 
absurde. 

ttStt.  Exemple.  Résoudre  les  deux  équations 

(y*— y)^+Cy*+y— i)aî*+y'— 2=0. 

En  appliquant  la  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur  à 
leurs  premiers  membres ,  on  trouvera  pour  les  deux  derniers 
restes  (y — l)a;"+y* — 1  ^^  y* — 1  î  de  sorte  que  Téqualion  qui 
donne  toutes  les  valeurs  différentes  de  y  est  y* — 1=0. 

*  Pour  former  Téquation  finale  du  système 

{y—iyx^+yx—l=0 

y' 

et,  parlant, celle  du  système  proposé,  j'observe  que  y' — 1 
=  (y  —  l)(y  +  l);  0^  y — 1  ^*  facteur  commun  à  y*  — 1  et 
au  coefficient  de  rr*,  et  est  premier  avec  le  coefficient  de  x  ;  y-f-l 
est  premier  avec  le  coefficient  de  x*  :  donc  y —  l  entrera  dans 
réquation  finale  à  la  première  puissance,  et  y -|- 1  à  la  seconde 
($S60)  ;  cette  équation  sera  donc 

fy-i)(y+i)'=o. 

Comme  y=l  réduit  la  première  des  équations  [1]  à  â;— 1=0, 

d'où  â;  =  1  ;  que  y  =  —  1  réduit  cette  même  équation  à 

1  ±4/117 
— 205*— ar— 1=0,  d'où  a?= 1 ;  on  voit  que  les  couples 

demandés  sont  : 

y=-i 


y=i 

a:=l 


y=-l    _ 


1^=7 

X= r 


S66.  Les  raisonnements  sur  lesquels  nous  avons  établi  la 
théorie  de  l'élimination  au  n*  863  supposent  essentiellement 
c^  29 
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que,  dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  des  po- 
lynômes A  et  B,  les  divers  quotients  partiels  soient  des  fonctions 
entière^  de  y.  Supposons ,  en  effet,  que  la  division  de  A  par  B 
ne  puisse  pas  se  faire  sans  qu'on  soit  obligé  d'écrire  au  quotient 
des  termes  fracttonbaireê  par  rapport  à  y$  et  dérigaons  ce  quo- 

tient  par  ^^  N  étatot  une  fonttien  de  y;  en  aura 

Or,  si  Ton  remplaœ  dans  cette  équatioti  xely  par  des  valeurs 
qui  satisfassent  aux  équations  A=0  et  B=^0,  il  pourra  se  faire 
que  la  valeur  de  y  réduise  eh  même  Vemps  N  k  zéro,  de  ^Hê 

MB 

que  -^  devienne  ainsi  g,  et  puisse  en  conséquence  avoir  une 

valeur  différente  de  zéro;  donc  Ri  peut  ne  pas  s'évanouir,  dans 

rhypothèse  actuelle.  On  n'est  donc  plus  certain  que  toutes  les 

A  =  0  ) 
solutions  du  système  n  _  ^  |  ae  trouvent  parmi  celles  du  sys* 

tème  n  21 A I  >  ^^  réciproquement  :  car  la  valeur  de  y  qui,  con- 
jointement avec  une  certaine  valeur  de  .r,  réduit  les  polytiomes 

MB 

B  et  Ri  à  zéro,  peut  aussi  anéantir  N,  de  sorte  que  le  terme-^ 

devient  alors  {f  ;  et  qu'ainsi  Â  peut  ne  pas  devenir  nul. 

On  voit  donc  que  si,  en  appliquant  aux  premiers  membres 
des  équatioûs  proposées  ta  méthode  du  plus  grand  comihun 
diviseur,  les  différents  quotients  n'étaient  pas  tous  des  ibhctions 
entières  de  y,  on  ne  serait  pas  certain  que  le  système  formé  en 
égalant  deux  restes  conàéculifis  à  zéro  eût  les  mêmes  solutions 
que  celui  que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  le  premier  de  ces 
restes  et  celui  qui  le  précède.  Par  conséquent,  Téquation  que  l'on 
trouve  en  égalant  le  reste  indépendant  de  â?  à  zéro,  peat  ne  pas 
avoir  pour  racines  toutes  les  valeurs  différentes  de  y,  qui  sont 
pro^s  à  former  des  solutions  des  équations  proposes.  Il  est 
éoffc  indispensable  d'appliqDter  aux  premiers  itiembrea  dee 
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équations  rTZA  '^  pï^océdé  du  plus  grand  commun  diviseur, 

avec  les  aiodifications  propres  à  rendre  entiers  tous  les  termes 
des  quotients  successiCs.  Mais  ces  modifications,  qui  n'altèrent 
pas  le  plus  grand  commun  diviseur,  n'altéreront-elles  pas  non 
plus  le  reste  indépendant  de  a??  Examinons  cette  question. 

867.  Soit  T  le  facteur  par  lequel  il  faut  multiplier  A,  pour 
rendre  la  division  de  ce  polynôme  par  B  possible  en  termes 
entiers  ;  appelons  Q  le  quotient,  et  Ri  le  reste  :  nous  aurons 

TA=BQ+Ri. 

Or,  tout  couple  de  valeurs  de  a?  et  de  y  qui  rendent  nuls  B  et  Ri , 
anéantit  TA.,  et  partant  Y  on  A  :  donc  toutes  les  solutions  du 

système  »  ^  ^  |  sont  comprises  parsn  celles  des  deux  systèmes 

A=01    ,  Tr2=o)    „  .  ,       .   A=tG)       T=0) 

B=^ol  ^^  B^er  ^^'*  ^^  ""^  i^"*  ^^^^'^  B^oi  ^^  B=oi  ' 
fiBtts  avoir  €11  même  temps  BicsO  :  donc,  réoiproqoemeol, 

toutes  les  solutions  des  systèmes  nH^  |  et  n  H^  |  se  trouvent 

parmi  celles  du  système  ^ ^  |  ;  donc  les  solutions  du  système 

^  ~   I  sont  les  mêmes  que  celles  des  deux  systèmes  «ZIa  | 
ce  que  nous  conviendrons  d'écrire  ainsi  : 


♦  1=0) 

'S=oî> 


B=0)      A=0|      Y=0| 
R^o)""B=OJ+B=:OJ  ^^J- 


En  résolvant  donc  les  deux  équations  ^ ^L   on  trouvera 

toutes  les  solutions  du  système  proposé,  et  en  outre  celles  du 


système  étranger  ^       Liyoùron  wilqualesystômedes^qua- 

tions  formées  en  égalant  à  zéro  le  reste  indépendant  de  x  et  le 
diviseur  correspondant  sera  vérifié  par  toutes  les  solutions  du 
système  proposé ,  mais  qu'il  admettra  d'autres  solutions  que 
celles-là. 
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*S68.  Or,  je  dis  que  Ton  pourra  écarter  ces  solutions  étran- 
gères. Effectuons,  en  effet,  la  division  de  B  par  Ri;  mais,  con- 
formément à  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur,  on 
cherchera  auparavant  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les 
coefficients  de  x  dans  Ri.  Soit  Fi  xe  diviseur,  de  sorte  que 

B 0^ 

Ri=:Fi.R'i  :  alors  les  solutions  des  deux  équations  d  ^/if  ^ 

composeront  de  celles  des  deux  systèmes  plus  simples  |., ^  | 

et  ui  _^  (8€57).  Nous  verrons  donc,  d'après  Téquation  [2],  que 

B  =0]  _  A=0|     Y=0)      B=0| 
R'i=:0j  ^  B=ol^B=OJ      F,=0)         L'^J- 

Conformément  à  la  méthode  du  plus  grand  conunun  diviseur, 
nous  supprimerons  le  facteur  Ft  dans  le  reste  Ri,  et  nous  divi- 
serons B  par  le  quotient  RV  Soient  Yi  le  &cteur  à  introduire 
pour  rendre  cette  division  possible  en  termes  entiers,  Qi  et  Ri 
le  quotient  et  le  reste  :  nous  aurons 

TiB  =  R'tQi  +  R„ 

et  Ton  prouvera ,  comme  plus  haut ,  que  les  solutions  du  sys- 

R' o\ 

tème  n'.^l  sont  les  mêmes  que  celles  des  deux  systèmes 

B  =0)    ,Ti=0)       ,  .    . 
R'i==o)"*R'i=o)'^""'^^* 

R'i=0)      B=0|  ,  Ti=0) 
R,=OJ^R'i=0)"*^R'i=0)* 

donc ,  en  vertu  du  résultat  [3] , 


R'i=0)     A=OKY=0]  ,  Ti=0)     B=0)      ... 
R,=0)^B=0)"T"B=OJ"^R'i=0)~Fi=Oj      ^^J. 

Supposons  que  Ton  découvre  dans  Ra  un  facteur  Fi  commun 
aux  coefficients  de  tous  ses  termes,  de  sorte  que  Ri=Pt.Rt  : 

R' ;€ï\ 

alors  la  résolution  du  système  n  *__  ^  {  se  décomposera  dans 
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celle  des  deux  systèmes  .,/    ^  {  et  „  *'~^  { ;  donc,  en  vertu 

de  réquation  [4],  on  verra  que 

R'i=0)      A=0|     Yr=0|     Ti=:0)      B=0)      R'i=0) 
R',=0]""B=0  j  '''8=0)  ■'"R'i=0J     Fi=o]     F,=o]* 

Il  faudra  actuellement  diviser  R'i  par  R'i  ;  mais ,  sans  aller  plus 
loin ,  on  conçoit  que  si  Ton  continue  d'appliquer  le  procédé  du 
plus  grand  commun  diviseur,  en  raisonnant  toujours  après 
chaque  division  comme  précédemment ,  on  arrivera  à  un  reste 
Rp  indépendant  de  â;,  et  qu'on  aura  l'équation 


R;-..=0)    A=OK  Y=0)    Tt=0|     T,=0|        .Vi=0) 
R,    =0J'*B=0)'^B=0J  +  R',=0J'^R',==0)"^"'^R',^=0) 

B=OV    ïl'i=0)     R'r=0^  RV-t=0). 

Fa=OJ     F,=0)      F.=Oj      ••'•••     F^=0J' 

donc,  si  Ton  qpultiplie  le  dernier  reste  Rp  par  le  produit  Fi,  Fi, 
F,...F|H.i  des  facteurs  supprimés  dans  le  cours  du  calcul,  Té- 
quation 

RpFiFjF, . ..  Fp-i  =  0 , 

que,  pour  abréger,  nous  désignerons  par  C=0,  aura  pour  ra- 
cines toutes  les  valeurs  différentes  de  y  propres  à  former  des 

solutions  des  équations  proposées  |.  ^I  a  1 9  ^^  ®^  o\k\xQ  des  sys- 
tèmes  étrangers 

T=0)  Y|=0)  Y,=0)  T^i=OK 
B=0)'  R',=0)'  R',=oj•••RVM=0)• 
donc,  en  divi^nt  le  premier  membre  C  de  cette  équation  par  le 
produit  des  facteurs  du  premier  degré  correspondants  aux  va- 
leurs de  y  qui  peuvent  former  des  solutions  de  ces  systèmes 
étrangers,  Téquation -quotient  aura  pour  racines  toutes  les  va- 
leurs de  y  propres  à  former  des  solutions  des  équations  propo- 

"^^8  =  2}- 

"^500.  Voyons  donc  comment  on  pourra  déterminer  le  pro- 
duit des  facteurs  du  premier  degré  correspondants  aux  valeurs 


k 
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étrangères  de  y.  Considérons  Tan  quelconque  des  systèmes 

étrangers  J!  _    | .  Le  polynôme  R'»  est  de  la  forme 

Celaposé,  j'observe  que  les  quantités Tk,  a,  6,  e...  s^  t,  a,  n'ont 
point  de  facteur  oommun,  et  Je  décompose  là  en  deui^  faotours» 
dont  Tuni  D,  ne  soit  formé  que  de  fiicteura  premiws  communs 
à  tous  les  coefiieients  6,  e.^.s^  t,  et  dont  Tautre,  Qi  soit  premier 
avec  tous  ces  coefficients*  :  ainsi  T|:=DQ,  de  sorte  que  le 

système  nf  H  a  1  ^  décompose  dans  les  deux  autres  i*,  "^  { 

et^,  ^^|.  Or,  la  subatitotion  dans  R*  de  Tune  quelconque 
des  racinds  de  D=0  réduira  ce  polynôme  à  un  nombre  :  donc 
les  équations  i»f  H  ^  |  sont  incompatibles.  Au  contraire,  en  sub- 
stituant une  racine  quelconque  de  Q=0  dans  Wu ,  une  partie 
seulement  des  coefficients  a,  b^c^,..  ^,  /,  s'évanouira,  de  sorte 
que  R^  sera  fonction  de  x  :  donc  â  chaque  racine  de  Q = 0  cor- 
respondent des  valeurs  de  x  propres  à  satisfaire  au  système 

^'  Il  A 1 5  ^o°c  R* — 0 1  ^  H/  — 0 1  •  ^^°^  ^"  divisant  Téquation 


*  Pour  effectuer  cette  décomposition,  oq  cherche  d'abord  le  plut  grand 
eommun  diviseur  6  de  tous  les  coefBcients  2»,  c  ...  «,  t,  ppis  le  plus  grand 
commun  diviseur  di  entre  \t  et  6  ;  on  divise  ensuite  Ya  par  di,  et  l'on 
cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  4s  entre  le  quotient  Çi  de  cette 
division  et  6-,  puis  on  divise  Çi  par  di«  et  Von  cherche  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  ds  entre  le  quotient  qt  de  celle  division  et  S  ;  puis  on  divise 
93  par  da,  et  Ton  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  ai  entre  le  quo- 
tient ^9  de  cette  division  et  8,  et  ainsi  de  suite,  jusquli  ce  qu'on  arrive  \ 
un  quotient  qui  soit  premier  avec  S.  Supposons  que  ç»  soit  ce  quotient,  de 
sorte  que  di  =  1  »  oo  aura  la  suite  d'équaiione  Yi^di^H  qx^i^if  ^i=^^ 
d'où  Ton  tire  Ya=  did^ds-^a»  Le  produit  dtdads  n'est  formé  que  de  (acteurs 
premiers  communs  à  5,  c...<,  t\  mais  aucun  facteur  premier  de  q%  ne  peut 
diviser  à  la  fois  ces  mêmes  coefficients  :  donc  D=d|dsd3,  et  0  =  93, 

Si  les  coefficients  &,  e  ...  t  étaient  premiers  entre  eux,  ou  si  leur  plus 
grand  commun  diviseur  l'était  avec  Ya,  alors  Y«  serait  lui-même  le  fac- 
teur que  nous  avons  désigné  par  Q»  et  D  serait  VmM. 
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C  2;cO  p9r  réquation  Q  :;=:0,  gn  l'aura  dégagée  ^es  valeurs  de  y 

Y     Q\ 

qui  forment  des  solutions  du  système  étranger  m  ^q  f  • 

En  opérant  comme  nous  venons  de  l'indiquer  sur  chacun  des 
systèmes  étrangers  w  H  |v  I  >  nî  Un  1 1  ®*^- »  ^'^  parviendra  à  une 

équation  dont  les  racines  seront  toutes  les  valeurs  différentes 
de  y  propres  à  former  des  solutions  4es  équ^tjon^  proposées. 

*870.  Remarquons  que  si  le  diviseur  R'^i  est  du  premier  de- 
gré en  a: ,  le  système  JT^  Un  I  ^^t  incompatible;  car  les  coef- 

tlp-l — :U; 

ficients  des  dçux  termes  de  R'j,.i  ^ont  premiiers  entre  eux, 

*iS7i.  Remarquons  encore  que  si,  après  avoir  introduit  un 
facteur  (y —  P) ,  pour  rendre  une  division  possible ,  on  le  sup- 
prime dans  l'un  des  restes  suivants,  a»  n*aura  plus  à  s'en  occu-^ 
per^  $i  toutefois  $n  «  ree^nu^par  ia  métM^  di/^  f)^  ë€9,  q^e  ce 
facteur  devait  compliquer  l'équation  C  =  0. 

*  572.  11  résulte  de  ce  qui  précède ,  qu'après  avoir  divisé  le 
reste  Rp  indépendant  de  x,  par  les  facteurs  étrangers  qui  ne  se 
seront  pas  trouvés  dans  les  facteurs  supprimés  Ft,  Ff...  Fp^t 
(aucun  d'eux  ne  peut  diviser  Fi),  l'équation 

R  p .  Fi  •  F'iF'3  • .  •  F'p-t* = 0 

aura  pour  racines  toutes  1^  valeurs  différentes  de  y  qui  peuvent 
former  des  solutions  des  équations  proposées  ;  d,e  sorte  que  la 

résolution  de^  4eu3^  éau^tjpns  »  _  ^  |  sef  s^  ramenée  à  celle  des 
systèmes 

RVi«Û)    B=;0)    ri==0)    B'.  =  0»      R',H^=0)    _ 
R',    =0)' Fi=0)' F',  =  o)'F',  =  oi"-F'^  =  Oj    ^^J' 

ce  qui  ne  saurait  présenter  de  difficulté,  puisque  la  seconde  de 
chacun  de  ces  systèmes  d'équations  ne  renferme  qu'une  seule 


mconnue. 


575.  Maintenant,  si  l'on  veut  avoir  l'équation  finale  du  sys- 

*  P»  représenle  le  quotient  de  F«  par  le  produit  des  Cacleurs  étrangers 
qu'il  renferme. 
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tème  1^  _  Q 1 1 H  n'y  aura  qu'à  former  (S60)  les  équations  finales 

des  systèmes  [5],  et  les  multiplier  entre  elles.  Nous  renverrons, 
pour  de  plus  grands  détails,  au  mémoire  que  nous  avons  publié 
sur  l'élimination  ^ 
*tS74.  Résoudre  les  deux  équations 

A=2â?*— 2a;»— (y*— 2/— y«+2y)=0, 
B=2yaî»— (y»— 2y*+y+2)a?— (2y*— 10y»+8)=0. 
On  trouvera  successivement 

R,=(y»-2y«-y+2>»+(2y*— 10y»+8)a:-(y*— 2y*-y»+2y^, 

d'où  Fi=y«— 2y>— y+2, 

et  R'i=«*+(2y-f4>r— y"; 

ï,=l ,  R,=(9y»-|.34y«+31y— 2)0?— («y*+8y»— 10y*+8)  ; 

d'où  F,=y  +  2, 

et  R',=(9y«4-i6y-l)a?-(6y*— 4y«— 2y-{-4)  ; 

T,=(gy«+16y— lA  R,=63y«— 182y*— 240y»+135y«+240y. 

Le  facteur  T=y  étant  premier  avec  le  coeHicient  de  la  pre- 
mière puissance  de  x  dans  le  premier  diviseur,  et  ne  divisant 
aucun  des  facteurs  supprimés  dans  le  cours  du  calcul ,  doit  se 
trouver  dans  R,.  Quant  au  facteur  Tt  il  ne  saurait  s'y  rencon- 
trer (870)  ;  donc 

R',=63y»— 182y»— 240y«+135y+240. 

Le  facteur  Fi  étant  premier  avec  le  coefficient  du  premier 
terme  du  diviseur  correspondant  B ,  entrera  dans  l'équation 
finale  au  cube. 

Le  facteur  Fi  est  premier  avec  le  coefficient  du  premier  terme 
du  diviseur  correspondant  R'i  :  donc  il  entrera  au  carré  dans 
réquation  finale.  Cette  équation  est  en  conséquence 

(63y»— 182y«— 240y*+135y+240)  (y»— 2y«— y+2)'  (y+2)«=0. 

*  Théorie  de  l* élimination  entre  deux  éqiialioos  de  degré  quelconque  à 
d.ux  ioconnues.  Cbez  Uacheue,  libraire. 
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La  résolution  des  équations  proposées  est  ramenée  à  celle  des 
trois  systèmes  partiels 

63y»— 182y» —240y*+135y +240=0]  y+2=0] 

(9y*+16y-^  l)a;— 6y»-J-4y«+2y— 4=0  )  V+(2y+4)a:-^*=0  )  ' 

m 

y»— 2y*— y  4-2=0) 
2ya^— (y — 2}?»+^  +  2)a;— (2y*— lOy* +8);=o]  * 

m 

575.  Les  raisonnements  par.Iesqueis  nous  avons  établi  notre 
méthode  d'élimination  supposent  nécessairement  que  les  valeurs 
de  â?  et  de  y  soient  des  quantités  finies,  de  sorte  que  si  l'on  a 
besoin  d'avoir  égard  aux  solutions  dans  lesquelles  la  valeur  de 
l'une  des  inconnues  doit  être  infinie,  il  faut  les  chercher  direo- 
tement.  Or,  la  chose  est  facile,  car  il  n'y  aura  qu'à  diviser  tous 
les  termes  de  chacune  des  deux  équations  proposées  parla  plus 
haute  puissance  de  x  qu'elle  renferme,  et  en  faisant  ensuite 
x=:oo  ,  on  obtiendra  deux  équations  f{y)=zO  etF(y)=0,  qui 
devront  avoir  pour  racines  communes  toutes  les  valeurs  de  y 
qui,  conjointement  avec  x=<x>,  vérifieront  les  équations  pro- 
posées. On  obtiendra  donc  ces  valeurs  de  y  en  cherchant  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  polynômes  fiy)  et  F  (y),  et  en  ré- 
solvant ensuite  l'équation  formée  en  égalant  ce  plus  grand  com- 
mun diviseur  à  zéro. 

On  déterminera  de  la  même  manière  les  valeurs  de  x , 
qui ,  conjointement  avec  y  =  oo ,  satisfont  aux  équations  pro- 
posées. 

576.  Supposons  actuellement  que  Ton  ait  à  résoudre  trois 
équations  de  degré  quelconque  à  trois  inconnues  x,  y,  z.  On  éli- 
minera successivement  z  entre  Tune  d'elles  et  chacune  des  deux 
autres;  ce  qui  donnera  deux  équations  ^  (â:,y)=0  et  <{;(â?,y]=0, 
qui  auront  pour  solutions  communes  tous  les  couples  de  va- 
leurs de  â?  et  de  y  qui,  conjointement  avec  certaines  valeurs 
de  js,  peuvent  satisfaire  aux  équations  proposées.  Si  donc  a  et  p 
sont  un  de  ces  couples,  on  pourra  remplacer  â;  et  y  respective- 
ment par  a  et  par  p  dans  leurs  premiers  membres,  et  en  égalant 
à  zéro  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  résultants, 
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on  trQuvera  |e$  valeurs  de  j?  qui  sont  conjuguées  av^  ces  va- 
leurs a  et  p  de  0?  et  de  y. 

On  étendra  facilement  cette  méthode  à  la  résolution  de  m 
équations  entre  m  inconnues. 

8  II.  DES  ÉQUATIONS  IRRATIQNNELl-ES. 

tt77.  Lorsqu'une  équation  ne  renferme  quedciux  ra4i(^ux 
et  que  Tuq  d'eux  e$t  du  deuxième  degr^ ,  il  e^t  ffioile  de  fiiir^ 
évaQQuir  çç?  radiaux  çt  de  rendre  ^\m  l'^qwatign  prQppsée 
rationnelle.  Pour  cel^  qn  isolera  dans  un  paçmbre  le  ri^dicai 
dont  ripdicç  ^t  le  plus  gr^nd  (1^7),  et,  en  élevant  ensuite  le^ 
deux  niemb^ea  de  l'équation  résultante  à  la  puissance  marquée 
par  cet  indic^^  on  obtiendra  une  nouvelle  équfitipu  qui  ne  renr 
fermera  plua  qu'un  seul  radical,  car  )a  tr*  pui^sauce  d'un  bi* 
nome  tel  que  a-fv^  est  de  la  forme  P^Q^b.  On  traitera 
donc  cette  équation  comme  1q  proposé^ ,  ^t  on  obtiendra  ainsi 
une  équation  rationnelle.  Si  on  a ,  par  exeniple,  l'équatipu 

2\/x—î'-)/x—l  —  \  =0, 

on  en  tirera  successivement 

82(ar— l)=l+5v^F-î+10(j;— l)+10(aî— l)v/ï— î 

+5(a?— ly+Ca?— l)«v^ï^=^; 

5a?*— 32a;  +  28=— v^a?  — l(a;«+8aî— 4), 

et  en  élevant  enfin  au  carré  q\  transposant  ensuite , 

a?»— l(kc*+  360a^—  H24«'+187aa?^800=0. 

tt78.  On  pourra  encore,  d'après  ce  procédé,  rendre  ration- 
nelle une  équation  qui  oontiendraît  deux  radicaux ,  tels  que  le 
plus  faible  des  deux  indices  fût  3.  En  effet,  considérons  d'abord 
réquation  __       __ 
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On  en  tirera 


puis,  en  élevant  au  cube  les  deux  membres  de  cette  équation  « 
on  trouvera 

Je  fais  maintenant  passer  les  termes  rationnels  dans  le  deuxième 
membre  et  je  mets  SCyB  en  facteur  commun  ;  ce  qui  donnera 

mais  v'B  +  C=:  — v'Â)  donc 

3Cv^  =  A  +  B  +  (7; 

ainsi  il  ne  s'agit  plus  que  d'élever  les  deux  membres  de  cette 
équation  au  pube,  pour  la  rendre  rationnelle. 

579.  Soit  actuellement  l'équation 

j'isole  le  terme  v^A  dans  le  deuxième  membre,  et  j'élève  ensuite 
à  la  puissance  n  les  deux  membres  de  l'équation  résultante  ; 
j'obtiendrai  ainsi  une  équation  dont  le  premier  membre  ne  ren- 
fermera pas  d'autres  radicaux  que  v^B  et  y^B*;  caries  exposants 
des  puissances  auxquelles  on  aura  élevé  y^B  seront  de  la  forme 
Sk,  3A;  +  1  ou  3A;  +  2,  et  Cv^B>*  =  B»,  (^B>*+»  =  B*  yB, 
^t  (^B)*^'=B*y^B'.  Cette  équation  pourra  donc  être  mise  sous 
la  forme 

On  en  tirera  successivement 

BE«  +  3DE«  yW+  3D"E  ^ff  +  D«  =  —  B»P, 
BE»  +  D»  +  B'P—  3BDEF  =  0. 

KBO.  Mais  si  l'équation  proposée  renfermait  seulement  trois 
radicaux ,  à  moins  qu'ils  ne  fussent  tous  du  deuxième  degré,  la 
méthode  pf écédsntè  ne  réussirait  pliM.  Daas  ce  caai  oa  égalera 
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chaque  radical  à  une  inconnue,  on  élèvera  ensuite  les  deux 
membres  de  chacune  des  équations  ainsi  formées  à  la  puissance 
marquée  par  l'indice  du  radical  unique  qui  s'y  trouve ,  et  on 
remplacera,  dans  la  proposée ,  chaque  radical  par  la  lettre  qui 
la  représente.  On  formera  de  cette  manière  autant  d'équations 
plus  une  que  l'on  a  d'inconnues  auxiliaires,  et  comme  elles  sont 
commensurables,  on  n'aura  qu'à  éliminer  entre  elles  toutes  ces 
inconnues  auxiliaires  pour  obtenir  une  équation  rationnelle 
en  X  seulement. 
Soit ,  par  exemple ,  l'équation 

V'sT^— V^o:—!— 1=0  [6]. 

Je  pose 

J^f=:i"=y,    d'où    y»+a:— 2=0  [7]; 

\/i"=T=«,    d'où    J5«— j:+1=0  [8]^ 

et  par  conséquent  y  —  s— 1  =  O  [9], 

J'élimine  y  entre  [7]  et  [9] ,  ce  qui  me  donne 

j5»  +  35t^3^^a?— 1=0  [10]; 

puis  j'applique  à  cette  dernière  et  à  Téquation  [8]  la  méthode 

d'élimination  par  le  plus  grand  commun  diviseur  et  je  trouve 

ainsi  pour  équation  finale 

lx  =  \, 

(0?— IJCic'— 12a:  +  20)=0  |â:=2, 

l;»=10. 

Or,  en  substituant  successivement  ces  valeurs  de  x  dans  l'équa- 
tion proposée,  on  trouve  que  la  seule  valeur  â?  :=  1  la  vérifie. 
Ceci  n'a  rien  de  surprenant;  car,  quelles  que  soient  les  valeurs 
algébriques  des  deux  radicaux  ^2 — â?  et  \'x — 1  que  l'on  consi- 
dère ,  on  aura  toujours  entre  y ,  js  et  â?  les  équatious  [7] ,  [8] 
et  [9]  ;  de  sorte  que  l'équation  [10]  doit  donner  non-seule- 
ment les  valeurs  de  x  qui  vérifient  la  propof'ée ,  mais  encore 
toutes  celles  qui  conviennent  à  toutes  les  équations  que  l'on  peut 
en  déduire,  en  ayant  égard  aux  diverses  valeurs  de  chaque  ra- 
dical ,  puisque  les  équaticms  [7]  et  [8] ,  étant  une  conséquence 
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des  définilions  de  la  racine  cubique  et  de  la  racine  carrée,  doi- 
vent donner,  pour  une  même  valeur  de  â?,  toutes  les  valeurs  et 

les  seules  valeurs  dont  y/^^x  et  \/l — ^  sont  susceptibles. 

On  verra  ainsi  que  â?=l  vérifie  Téquation  [6]  ;  que  a:  =  2 
satisfait  aux  trois  équations 

V^2—j?+ ^«—1  —  1=10, 

«  y/2—ap+v/a?— 1  —  1=0, 

a' V^2— a?+\/a?— 1— 1=0, 

dans  lesquelles  a  et  a'  représentent  les  deux  racines  cubiques 
imaginaires  de  l'unité  (5SS). 
Enfin  a:  =  10  vérifie  Téquation 

V^2  — a  +  v^a?  — 1— 1=0. 

Donc ,  si  Ton  cherche  les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  Téqua- 
tion  proposée,  en  ne  considérant  que  les  déterminations  arith- 
tnëtiques  des  radicaux  qui  y  entrent,  il  faudra  admettre ,  parmi 
les  racines  de  Téquation  rationnelle  qu'on  aura  obtenue ,  celles 
seulement  qui  vérifieront  cette  proposée.  Ainsi,  dans  notre 
exemple,  les  valeurs  â?=2  et  x=10  devraient  alors  être  reje- 
tées, et  si  réquation  proposée  était  v^l+a?+ ^1 — x=- 1 ,  cette 
équation  serait  impossible  ;  car  il  est  évident  que  des  deux 
termes  du  premier  membre,  l'un  étant  >  1 ,  leur  somme  arith' 
mitiquê  ne  peut  pas  être  égale  à  1 . 


CHAPITRE  XVII. 


INS  LA  TaANSFOBIIATlDar  DES  EQUATIONS. 


581.  L'objet  principal  âe  U  nkJXSfo^Mktiùfi  proprement  dite 
DES  ÉQUATIONS  est  de  déduire  (Tune  équation  donnée  une  deuxième 
équation  dont  les  racines  soient  liées  avec  les  siennes  par  une  re- 
lation donnée,  H  y  a  deux  cas  principaux  à  examiner,  selon  que 
chaque  racine  de  Téquation  demandée  dépend  d'une  seule  racine 
de  l'équation  proposée  ou  de  plusieurs  racines  de  cette  équation. 

582.  1"  Cas.  Problème  I.  Trouver  une  équation  dont  les  ra- 
cines soient  liées  avec  celles  de  f  équation  9(x]==0,  par  la  re- 
lation i};(X,  y)  =  0. 

Il  est  évident  que  si  on  élimine  x  entre  les  équations  (p(â!:)=0 
et  ^(a?,  y)  =:0 ,  Téquation  finale  F(y)  =  0  que  l'on  obtiendra , 
aura  pour  racines  toutes  les  valeurs  de  y  qui,  conjointement 
avec  certaines  valeurs  de  a:,  peuvent  vérifier  les  équations  pro- 
posées ;  mais  ces  valeurs  de  x  sont  nécessairement  toutes  les 
racines  de  ç(a?)  *=  0  ;  donc  l'équation  F  (y)  =  0  résout  le  pro- 
blème. 

Si  l'équation  ^x ,  y)  2=  0  est  du  premier  degré ,  par  rapport 
à  X ,  l'élimination  de  cette  Variable  se  fera  pat  stdistitvtioii  ; 
sinon  on  aura  recours  à  la  méthode  d'élimination  que  nous 
avons  exposée  dans  le  chapitre  précédent. 

Nous  allons  appliquer  ce  que  nous  venons  de  dire  à  la  résolu- 
tion de  quelques  problèmes  qui  nous  seront  utiles  dans  la  suite. 

S85.  Problème  11.  Trouver  une  équation  dont  les  racines 
soient  les  produits  de  celles  d'une  éqttation  donnée  par  un  fac- 
teur connu  k. 

Soient 

i'équati  m  proposée ,  y  une  quelconque  des  racines  de  l'équa- 
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tion  demandée  :  on  aura  entre  les  racines  de  ces  deux  équations 
la  relation 

y  =  fcr,    d*où    ir  =  |, 

K 

de  sorte  que  Téquation  cherchée  sera 

OU ,  en  chassant  les  dénominateurs , 

La  forme  de  cette  équation  est  très-facile  à  retenir,  car  elle  est 
homogène  par  rapport  à  y  et  à  A;,  c'est-à-dire  que  la  somme  des 
exposants  de  y  et  de  k,  dans  chacun  de  ses  termes,  est  égale  à  m. 

On  peut  vérifier  très-sîmplement  que  les  racines  de  Téqua- 

tion  «p  Ijrj  =0  sont  k  fois  plus  grandes  que  celles  de  la  pro- 
posée t^x)  =  0.  En  effet ,  si  «  est  une  raciae  de  cette  dernière^ 
on  aura  l'identité  ^a)=:0;  mais  le  premier  membre  de  la 
transformée  se  réduit  précisément  à  f  (a),  quand  on  y  remplace  y 
par  ^a  ;  donc  ka  est  une  racine  de  cette  transformée. 
884.  Problème  III.  Transformer  une  équation 

qui  a  des  coefficients  fractionnaires^  en  «ne  $Mtre  êont  tous  Iss 
coefficients  soient  entiers^  eelmi  dm  premier  terme  étant  encore 
Punité. 
On  conçoit  que  si,  dans  Téquation 

que  nous  venons  d'obtenir,  on  fait  k  égal  au  plus  simple  mul- 
tiple des  dénominateurs  des  coefficients  A,  B,  C,...  U,  la  trans- 
formée n^aura  pour  coefiBcients  que  des  quantités  entières. 

Observons  toutefois  que  l'on  pourra  souvent  donner  à  k  une 
valettrplussimpieqaecelleque  aous  venons  d'indiquer. Comme 
il  suffit,  en  efifet»  <|!te  A,  JK*>  ^, . . .  k^  renfermeint  respectivement 
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les  facteurs  premiers  des  dénomÎDateurs  de  A,  B,  C,. ..  U,  à  des 
puissances  au  moins  égales  à  celles  où  ils  se  trouvent  dans  ces 
dénominateurs,  on  devra  poser  k  égal  au  produit  des  fadeurs 
premiers  différents  des  dénomirtateurs  de  ky  B,  C,...  U,  et  y  en 
comparant  les  diverses  puissances  de  cette  valeur  de  ]Sl  à  ces 
dénominateurs  y  on  verra  si  elle  suffU  pour  rendre  entiers  tous 
les  termes  de  la  transformée^  ou  quel  exposant  il  faut  donner  à 
chacun  de  ces  facteurs  premiers^  pour  que  les  diverses  puissances 
de  k  soient  divisibles  par  les  dénominateurs  correspondants» 
Soit ,  par  exemple ,  réquation 

La  transformée  sera 

,         3/v    ,    I    On  I    7"        ^ 

î^-yî'  +72^+48=^' 

or,  72=2'.3',  48=2\3;  je  voisdoncquesi  Ton  posait  A-=2.3, 
l^  et  A^  ne  seraient  pas  divisibles  par  72  et  par  48,  puisqu'il  n'y 
aurait  que  deux  facteurs  2  dans  A*,  et  trois  dans  A*.  Mais  si  je  fais 
A=2'.3,  tous  les  coefficients  deviendront  entiers,  et  l'équation 
demandée  sera  ainsi 

f/—  18y*+  10y+  252  =  0. 

On  verra  plus  tard  combien  il  est  important  de  choisir  pour  A 
le  plus  petit  nombre  possible. 

58tt.  PROBtÈm  IV.  Former  une  équation  dont  les  racines 
soimt  une  certaine  puissance  de  celtes  d'une  équation  donnée. 

Soient  ^x)=^0  l'équation  proposée  eiy:=x^  celle  qui  doit 
lier  ses  racines  avec  celles  de  l'équation  demandée  ;  on  tirera  de 
cette  dernière  x^  —  y*  =r  0,  et  il  n*y  aura  qu'à  éliminer  x  entre 
cette  équation  et  (f{x)  =0  pour  résoudre  le  problème. 

Sip  n'est  pas  plus  grand  que  3,  on  tirera  de  l'équation  x' — y*=0, 

x=^y  et,  en  substituant  cette  valeur  de  x  dans  la  proposée,  on 

trouvera  l'équation  irrationnelle  f\y):=0;  mais  il  sera  hdle 
d'en  faire  évanouir  les  radicaux  qu'elle  renfermera  (578). 
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586.  Problème  V.  Diminua*  de  h  toutes  ks  racines  d'une 
équtUiùn  donnée  ff(x)  =  0. 

En  représentant  par  y  l'inconnue  de  l'équation  demandée,  on 
devra  avoir  y =â? — A,  d*oii  x^y-\-h;  de  sorte  que  l'équation 
cherchée  sera  (p(y -f- A}  =  O,  ou,  en  développant  diaprés  le 
théorème  de  Taylor  (488). 

Veut-on ,  par  exemple ,  diminuer  de  deux  unités  chacune 
des  racines  de  l'équation 

on  formera  les  dérivées  successives  de  son  premier  membre , 
ce  qui  donnera 

^\x)^3œ'^nx+7,     !Ç^=Sx-e,    ^=1; 

on  fera  dans  le  premier  membre  de  la  proposée  et  dans  ses 
dérivées  a;  :=2,  et  on  trouvera 

par  conséquent  l'équation  demandée  est 

y»— 6y-hl=0. 

587.  Problème  YI.  Faire  évanouir  un  terme  de  rang  déter^ 
miné  dans  une  ^nation  donnée  ^{x) = 0. 

Si  on  pose  â?=y-|~  A»  V  ^^^^  ^^^  nouvelle  inconnue  et  A  une 
indéterminée f  on  obtiendra  l'équation  [2],  ou,  en  renversant 
l'ordre  de  ses  termes, 

y'^*)  ^1      yM*)     ^t|      yMA)     ^.     ) 

1.2.3...!»^  ^1.2.3...(f»— if     ^1.2.3. . (m— 2r      ^' '[L3]. 

+(p(A)=0  ) 

Tous  les  coefficients  de  cette  équation  étant  des  fonctions  de  A, 
à  l'exception  du  premier  qui  est  le  coefficient  même  de  la  plus 
haute  puissance  de  Xy  dans  la  proposée,  on  voit  que  pour  faire 
c.  30 
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évanouir  un  terme  de  rang  déterminé,  il  iaut  disposer  de  I*m- 
déterminée  h ,  de  manière  à  rendre  nul  son  coefficient ,  c'est- 
à-dire  égaler  ce  eoefflcient  à  séro.  On  aura  ainsi  une  équation 
qui  ne  renfermera  que  la  seule  inconnue  h  et  qui  en  fera  par 
eonséquent  connaître  la  valeur;  de  sorte  qu'en  substituant,  dans 
l'équation  précédente ,  au  lieu  de  A,  le  nombre  ainsi  trouvé , 
l'évanouissement  du  terme  dont  il  s'agit  s'effectuera. 
888.  Ainsi  pour  Cura  évanouir  le  deuxième  terme ,  on  po- 

sera       ^    /  — n^^»  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  sup- 
posant  que  f(x]=0  représente  l'équation  [1], 

ibA  +  A=0*,    d'où    A^-^, 

de  sorte  que  la  valeur  de  x  devient  ainsi  â?  =  y -f  (~~')* 

c'est-à-dire  que  pour  faire  évanouir  le  deuxième  terme  d'une 
éfuaHon,  il  faut  y  rempleieer  x  par  une  nouvelle  ineonnuê  êuf* 
mentée  du  quotient  obtenu  en  dim$ant  le  coefficient  du  deuxième 
terme^  pris  en  signe  contraire,  par  l'exposant  du  premier  terme. 
C'est  ce  que  l'on  pouvait  découvrir  a  priori  et  d'une  manière 
très-simple.  En  effet,  si  l'on  forme  une  équation  dont  les  ra- 
cines soient  égales  à  celles  de  la  proposée  diminuées,  chacune, 
de  la  m"*  partie  de  leur  somme  (m  étant  l'exposant  du  degré  de 
cette  proposée)!  o'est^à-idire  de  la  nr^  partie  du  ooeffiçient  A 


m^r 


*ÛBVûUfii6iltniintqiit 

la*  1.*  1»Z 

^{^^m{m^nm^7)  (m-l)(iii-»(m-8) 

1.1.8  1,2,3         "^^  1.2.3  ^^^    ^•••' 

et,  par  inducUoo,  que 

y—*  (g)         m(in— i)(m— 2)...(m— m-t-2) 
1.2  8...(m— 1)^  1.2.3...(m— 1) 

,  (m— iXm— 2)...(m— m+1).  -  ,   . 
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du  deuxième  terme,  pris  en  signe  contraire,  il  est  clair  que  la 
somme  des  raeines  de  cette  nouvelle  équation  sera  nulle,  et  que 
par  conséquent  elle  n'aura  pas  de  deuxième  terme  (S2S).  On  po- 
sera donc  y  =  ir — ( ),  d'où  a?  =  y-f( j,  ce  qui  nous 

ramène  à  la  règle  précédente. 

tt&8.  L'évauouissement  des  termes  autres  que  le  deuxième 
dépendra  de  la  résolution  d'équations  d'un  degré  supérieur  au 
premier,  et  ainsi  ne  pourra  pas  toujours  s'effectuer,  si  Ton  ne 
veut  admettra  que  des  valeurs  réelles  de  h.  Cependant  on  pourra 
faire  disparaître  un  terme  quelconque  de  rang  pair,  car  son 
coefficient  est  de  degré  impair  par  rapport  à  h,  et  nous  savons 
que  toute  équation  de  degré  impair  a  au  moins  une  racine 
réelh  (846). 

Quant  au  dernier  terme,  an  ne  peut  jamais  le  faire  disparais 
tre^  car  ce  dernier  terme  étant  (p(A) ,  la  détermination  de  la  va- 
leur de  A  dépendrait  de  la  résolution  de  l'équation  <p(A)  =  0, 
c'est^iKlire  de  la  résolution  même  de  l'équation  proposée. 

C'est,  au  reste,  ce  que  Ton  pouvait  prévoir  ;  car,  pour  que  le 
dernier  terme  de  la  transformée  soit  nul,  il  faut  que  l'une  de  ses 
racines  soit  zéro;  mais  comme  elles  sont  égales  à  celles  de  la 
proposée  diminuées  de  A,  il  faudra  que  h  soit  égale  à  Tune 
quelconque  de  ces  racines,  de  sorte  que  l'équation  qui  détermi-^ 
nera  h  ne  devant  pas  donner  une  des  racines  de  cette  proposée 
plutôt  qu'une  autre,  elle  devra  les  donner  toutes^  et  sera  par 
conséquent  identique  avec  la  proposée. 

Ainsi,  l'évanouissement  du  dernier  terme  d'une  équation  ne 
peut  pas  conduire  à  la  résolution  de  cette  équation ,  quoiqu'il 
permette  d'en  abaisser  le  degré. 

ttOO.  Si  l'on  voulait  faire  évanouir  deux  termes  d'une  équa- 
tion, il  faudrait  égaler  à  zéro  les  coefficients  des  termes  cor- 
respondants dans  l'équation  [3]  ;  mais  on  aurait  ainsi  deux  équa- 
tions entre  la  seule  inconnue  A,  et  elles  seraient  par  conséquent 
incompatibles ,  à  moins  qu'il  n'existât  une  relaiion  convenable 
entre  certiûns  coefficients  de  l'équatioQ  proposée* 
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Si ,  par  exemple ,  on  voulait  faire  disparaître  les  termes  ou  y 
entre  à  la  puissance  n  et  à  la  puissance  p,  il  faudrait  poser 

<p*(A)  =  0    et    ^{h)  =  0. 

Or,  pour  que  ces  deux  équations  soient  vérifiées  par  une  même 
valeur  de  A,  il  faut  et  il  suffit  que  leurs  premiers- membres  aient 
un  facteur  commun  ;  on  cherchera  donc  leur  plus  grand  commun 
diviseur,  et  on  poursuivra  le  calcul  jusqu'à  ce  qu'on  soit  parvenu 
à  un  reste  indépendant  de  h;  on  égalera  ce  reste  à  zéro,  et  on 
obtiendra  ainsi  la  relation  nécessaire  et  suffisante  qui  doit  exister 
entre  les  coefficients  de  Téquation  [1]  pour  que  Ton  puisse 
faire  évanouir  en  même  temps  les  termes  où  x  entre  à  la  puis- 
sance n  et  à  la  puissance  p. 

591.  On  pourrait  croire  qu*en  faisant  disparaître  d*une 
équation  successivement  son  deuxième,  son  troisième,  son 
quatrième,.  .  terme,  on  pourrait  la  ramener  à  une  équation 
binôme,  mais  ce  serait  une  erreur,  parce  qu'en  voulant  faire 
évanouir  le  troisième  terme,  on  ferait  reparaître  le  deuxième. 
Considérons,  en  efiet,  l'équation 


af»  +  Ba?"-*  4- Ca?*-«  + ...  +  0  =  0 

qui  manque  de  deuxième  terme,  et  changeons-y  a;  en  â;-j- A; 
il  viendra ,  en  ordonnant  suivant  les  puissances  décroissantes 
de  X  (on  développera  pour  cela  {x  +  A)*  (a?  +  Af^,...  par  la 
formule  du  binôme  de  Newton)^ 


X' 


+»iAaf-^  +  r^î^j-^  A« + 


Or  la  valeur  de  A  qui  fera  disparaître  le  troisième  terme  sera 
différente  de  zéro,  de  sorte  que  la  puissance  {m — 1)"*  de  â;  se 
trouvera  dans  l'équation  résultante. 

tt92.  On  ne  parviendrait  pas  non  plus  à  faire  évanouir  deux 
termes  en  posant  â7ssy-|-A-f- A',  A  et  A'  étant  deux  indétermi- 
nées, parce  que  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  y 
dans  la  transformée  seraient  composés  en  (A-fA')  conune  ceux 
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de  l'équaiioQ  [3]  le  sont  en  h,  de  sorte  que  les  équations  formées 
en  égalant  deux  coefficients  à  zéro  ne  renfermeraient  encore 
qu'une  seule  inconnue  représentée  par  {h'\-K\  au  lieu  de 
Tétre  par  A.  On  ne  peut  donc  pas  déterminer  séparément  h  et  h! 
et  faire  ainsi  évanouir  deux  termes. 

Si  Ton  posait  x^^ky-^-h^heik  étant  deux  indéterminées, 
pourrait-on  faire  évanouir  deux  termes?  Non,  car  cela  revien- 
drait à  faire  d'abord  a;  =  x;  -f-  A ,  et  à  poser  ensuite  z=zky  : 
or,  par  la  première  transformation,  on  pourrait  faire  disparaître 
un  terme,  mais  la  deuxième  ne  saurait  en  faire  évanouir  aucun. 

Un  géomètre  russe ,  nommé  Tsehimaûss ,  avait  eu  l'idée  de 
poser  a^'\-hx-\-k=:y^  et  de  cette  manière  il  était  parvenu  à 
faire  évanouir  deux  termes  dans  les  équations  du  troisième  et  du 
quatrième  degré,  ce  qui  lui  avait  permis  de  ramener  la  première 
à  une  équatiçn  binôme  et  la  deuxième  à  une  équation  bicarrée. 
Hais ,  en  appliquant  cette  méthode  à  l'équation  du  cinquième 
degré,  il  a  trouvé  que  les  équations  desquelles  dépend  la  déter- 
mination de  A  et  de  A;  sont  d'un  degré  plus  élevé  que  celle  que 
l'on  veut  résoudre.  . 

505.  2*  Cas.  Nous  allons  examiner  le  cas  oii  chaque  racine 
de  l'équation  cherchée  est  liée  avec  plusieurs  racines  de  la  pro- 
posée. Mais,  dans  la  multitude  des  questions  où  cela  peut  avoir 
lieu,  nous  ne  considérerons  que  les  suivantes,  qui  sont  en  effet 
les  plus  remarquables. 

594.  Problème  VII.  Former  une  équation  qui  ait  pour  ra- 
cines toutes  les  différences  qui  existent  entre  chaque  racine 
d'une  équation  donnée  o(x)=:0  et  toutes  les  autres;  c'est  ce 
qu'on  appelle  l'équation  aux  différences  des  racines  de  9(x)=0. 

Soient  x*  et  xf^  deux  racines  quelconques  de  l'équation  pro- 
posée, y  une  quelconque  des  racines  de  l'équation  aux  diffé- 
rences demandée  ;  on  aura 

y  =  a:'-ar"  [4], 

avec  les  deux  équations  de  condition 

<p(a;')  =  0        [6]  et  ^sf)=0        [6], 


470  DE  Li  TRÀNSrOIlKÂTIOR  DIS  ÉQtfATIOllS. 

pour  exprimer  que  ad  et  7^  sont  deux  racines  de  la  proposée.  Or, 
si  on  élimine  ces  quantités  a!  et  ai*  entre  ces  trois  équations,  on 
obtiendra  une  équation  finale  F(sf)=0^  qui  aura  pour  radnes 
toutes  les  valeurs  de  y  qui,  conjmntement  avec  certaines  valeurs 
de  X*  et  de  a!\  peuvent  satisfaire  aux  équations  [4],  [6]  et  [6], 
mais  ces  valeurs  de  â/  et  de  a/^  ne  peuvent  être  que  des  racines 
de  l'équation  9(â;)B3  0  ;  donc  l'équation  F(y)aE=0  aura  pour  ra- 
cines toutes  les  différences  que  l'on  peut  obtenir^  en  combinant 
deux  à  deux  1  par  voie  de  soustraction,  toutes  les  racines  de  la 
proposée  ;  et  comme  rien  n'exprime  que  si'  soit  différente  de  ai^ 
parmi  ces  différences  se  trouveront  toutes  celles  qui  existent 
entre  chaque  racine  et  elle*méme,  de  sorte  que  l'équation 
F(y)  =  0  aura  ut  racines  nulles  qui  seront  des  êoMions  étran»^ 
gères  à  la  question.  U  faudra  donC)  pour  avoir  l'équation  cher*- 
cbée ,  diviser  F(y)  par  ^  et  égaler  à  zéro  le  quotient  de  cette 
division. 

Pour  éliminer  œ'  et  a/^  entre  les  équations  [4] ,  [5]  et  [6] ,  je 
substitue  d'abord  dans  la  deuxième  la  valeur  de  ai  tirée  de  la 
première,  ce  qui  donne  <p(2:''-|-y)=0,  de  sorte  qu'il  s'agit  ac- 
tuellement d*éliminer  af  entre 

•  ?(^  +  y)=0        [7]  et  (p(a/')=0       [6]. 

Mais  j'observe  que  l'on  peut,  au  système  de  ces  deux  équations, 
substituer  le  système  formé  de  la  deuxième  et  de  l'équation 
obtenue  en  les  retranchant  membre  à  membrei  e'est'^à-dire  de 
l'équation 

^^  +  9)  — 9(^  =  0. 

Or,  cette  dernière  étant  satisfaite  par  y=0,  son  premier  membre 
est  divisible  par  y,  et  il  en  résulte  que  le  système  des  équations  [6] 
et  [7]  se  décompose  dans  les  deux  systèmes  suivants  (S67)  : 

de  sorte  que,  si  Von  représente  par  /(y)=  0  Péquation  finale  du 
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deuxième  systèoiei  oomoie  celle  du  preooier  est  y"c=o  (BttO) , 
on  aura 

F(y)=y^/i;y)=0;    denc   /(y)=0 

est  l'équation  aux  différences. 

Mais  il  est  évident  qu'éliminer  ai'  entre  les  deux  équations  qui 
forment  le  système  [8]  revient  à  éliminer  c  entre  les  équations 

y(a?)=0 
et 

Donc  ^^(mr  former  V équation  aux  différences  de$  racines  ffuM 
équation  donnée^  il  faut  changer  dans  cette  équation  x  en  x-f-yi 
dévelf^fper  le  résultat  suivant  les  puissances  ascendantes  de  y, 
d'après  le  théorime  de  Tàtlor,  supprimer  le  premier  terme^  puis 
divisa  le  reste  par  y  et  éliminer  enfin  x  entre  V équation  résul^ 
tante  et  la  proposée. 

Cette  équation  aux  difiërences  doit  avoir  évidemment  autant 
de  racines  que  l'on  peut  former  d'arrangements  deux  à  deux  avec 
m  lettres  ;  donc  elle  sera  du  degré  m[m — 1).  Si  dé  plus  on  ob- 
serve que  ces  racines  sont  deux  à  deux  égales  et  de  signes  con- 
traires, car  deux  racines  x*  et  a/^  de  la  proposée  produisent  les 
différences  a/^  od'  et  ai' — x\  on  verra  qu'elle  ne  devra  pas  chan- 
ger, lorsqu'on  y  remplacera  y  par  — y,  et  qu'en  conséquence 
elle  ne  pourra  renfermer  que  des  termes  de  degré  pair.  Si  donc 
on  pose  m{m — l)  =  2n,  l'équation  aux  difïérences  sera  de  la 
forme 

î^-|-Ay«^"+By«--*+.,.-|-Ty*+U  =  0      [9]. 

Remarquons  qu'il  n'y  a  pas  des  équations  aux  difiHreneefe  de 

tous  les  degrés;  cardem(m — l)=2n,  on  lire  w=       ^    — , 

et  comme  m  doit  être  un  nombre  entier,  il  faut  et  il  suffit  que 
1  -f-  8^  soit  un  carré  parfait.  Ainsi  n  ne  saurait  être  égal,  ni  à  2, 
ni  à  4)  ni  à  6,  etc. 
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L'équation  [9]  se  ramène  à  une  autre  de  degré  sous-double  ^ 
en  posant  y*=^t  ce  qui  donne 

z-+ks^'+Bz'^+...+Tz+li=0      [10]. 

Cette  équation  se  nomme  l'équation  aux  carrés  dks  diffèrincss 
des  racines  de  la  proposée ,  parce  que  Téquation  y^=z  exprime 
que  les  racines  de  l'équation  [10]  sont  les  carrés  de  celles  de 
l'équation  [9]. 

SOtt.  Cette  équation  aux  carrés  des  différences  des  racines  de 
réquation  ^ (x)=0  fournit,  sur  la  nature  des  racines  de  celle-ci, 
des  indications  qui  étaient  fort  importantes  avant  que  H.  Sturm 
eût  publié  le  beau  théorème  que  nous  ferons  connaître  plus 
tard.  En  effet,  si  l'équation  f(â?)==0  a  toutes  ses  racines  réelles, 
les  carrés  de  leurs  différences  prises  deux  à  deux  seront  réels  et 
positifs,  et  par  conséquent  l'équation  enzsera  complète  et  n'aura 
que  des  variations  (^i).  Réciproquement,  si  l'équation  [10]  est 
complète  et  n'a  que  des  variations,  la  proposée  aura  toutes  ses 
racines  réelles.  Supposons,  en  effet,  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi  ; 
cette  proposée  aura  donc  au  moins  deux  racines  imaginaires  de 

la  forme  o+py^^eta — Pv^^;  leur  différence  estapv/-^,  et 
le  carré  de  cette  différence  est  égal  à — 4p*;  d'où  Ton  voit  que, 
si  l'équation  (^{x)=0  avait  un  couple  de  racines  imaginaires , 
l'équation  aux  carrés  des  différences  de  ses  racines  aurait  une 
racine  réelle  négative,  ce  qui  ne  se  peut,  puisqu'elle  est  com- 
plète et  n'a  que  des  variations  (ttSSI,  l*").  Donc,  pour  qu'une  équor 
tion  ait  toutes  ses  racines  réelles ,  il  faut  et  il  suffit  que  l'équa^ 
tion  aux  carrés  des  différences  de  ses  racines  soit  complète  et 
n'ait  que  des  variations. 

Il  suit  de  là  que  l'on  obtiendra  les  relations  qui  doivent 
exister  entre  les  coefficients  indéterminés  d'une  équation,  pour 
que  toutes  ses  racines  soient  réelles,  en  écrivant  que  les  coeffi- 
cients de  l'équation  aux  carrés  des  différences  de  ses  racines  sont 

alternativement  positifs  et  négatifs.  On  trouvera  ainsi  ^    ~  ^ 

conditions,  mais  il  pourra  se  £ure  que  plusieurs  d'entre  elles 
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rentrent  les  unes  dans  les  autres,  ainsi  que  nous  en  donnerons 
un  exemple  tout  à  l'heure  (tt98). 

S96.  Lorsque  l'équation  aux  carrés  des  différences  n'a  que  des 
permanences^  la  proposée  n'a  que  des  racines  imaginaires  si  elle 
est  de  degré  pair  ^  et  elle  a  ufie  seule  racine  réelle  si  elle  est  dedegré 
impair;  car,  si  cette  proposée  avait  deux  racines  réelles,  Téqua- 
tion  [10]  admettrait  une  racine  réelle  positive,  ce  qui  ne  peut 
pas  s'accorder  avec  notre  hypothèse  (tt32,  ^). 

Donc,  en  écrivant  que  tous  les  coefficients  de  l'équation  [10] 
sont  positifs ,  on  aura  des  conditions  suffisantes  ,  pour  que  la 
proposée  ait  toutes  ses  racines  imaginaires,  si  elle  est  de  degré 
pair,  ou  pour  qu'elle  n'ait  qu'une  seule  racine  réelle,  si  l'expo- 
sant de  son  degré  est  impair. 

tt97.  Si  V équation  aux  carrés  des  différences  n* est  pas  com-^ 
plète ,  ou  si  elle  a  des  permanences  et  des  variations^  on  en  conr 
dut  immédiatement  qu'elle  a  des  racines  imaginaires^  mais  on  ne 
peut  rien  dire  de  précis  sur  leur  nombre.  11  résulte  seulement  de 
la  règle  des  signes  de  Dbscartes  que  la  proposée  n'a  pas  plus  de 
couples  de  racines  imaginaires  qu'il  n'y  a  de  variations  dans  la 
transformée  en — z  de  Inéquation  aux  carrés  des  différences  : 
car,  si  elle  en  avait  davantage,  comme  à  chacun  de  ces  couples 
correspond  une  racine  réelle  négative  de  l'équation  en  3,  il  s'en- 
suivrait que  cette  équation  [10]  aurait  plus  de  racines  négatives 
qu'il  n'y  a  de  variations  dans  sa  transformée  en —  js,  ce  qui  ne 
se  peut  (555). 

tt98.  ExRMPLB.  Former  t équation  aux  carrés  des  différences 
des  racines  de  F  équation  ^(x) =x*4'  px  +  q  =  0  6<  trouver  en- 
suite  les  relations  qui  doivent  exister  entre  ses  coefficients  pour 
que  ses  trois  racines  soient  réelles.  Nous  ferons  les  calculs  sui- 
vants: 
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ainsi  il  faut  éliminer  »  entre  cette  dernière  équation  el  la  pro- 


posée. 


f>|fl 


4-P!/ 
Jy 


+2p 


«+y^ 
+py 
+3g 


»— y 


•^««a 


3y+3y«+yî 

+  P 
2y  W+ey»  l»+!!(y«+p)» 
+2pl     +6pyl 


— 3y> 

-8i>y 

—9g 


3y» 
+3py 

— 9ç 


2y» 
+2p 


«+4{y»+p)» 


3g+(3y»+aMr-:»q) 

2y''l«+y* 
+2pl  +py 


Le  terme  indépendant  de  x  sera  —  3(y*+jpy— 3g)({^+|?y+3?) 
+4(y*-f"P)*»  ^t  6û  effectuant  les  calculs ,  on  trouvera  que  Té* 
quation  aux  différences  est 

L'équation  aux  carrés  des  différences  est  par  conséquent 

^^epz'-^-Op^z  +  (4/+27^)=0      [11]. 
Pour  que  cette  équation  n*ait  que  des  variations,  il  faut  que 

Ton  ait 

jp<0    et    4/>»+27g«<0, 

et  comme  la  première  de  ces  conditions  est  comportée  par  la 
suivante,  il  s'ensuit  que  la  seule  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  Téquation  ûf-}'px-\-q=0  ait  ses  trois  i^acines 
réelles  est  4p'4-27^<0. 

Si  4y+27g*>0,  la  transformée  en  —  z  de  ré(|uàtion  [U] 
aura  au  moins  une  variation ,  et  par  conséquent  la  proposée 
aura  deux  racines  imaginaires.  Cette  condition  est  dotic  suffi-- 
Mante  pour  qu'il  en  soit  ainsi.  Elle  est  de  j^lus  néûHsaire,  car  ai 
4y+27y*;:i>0,  l'équation  «•-f^pa?-|-?=0  a  ses  trois  racines 
réelles. 

890.  La  méthode  que  nous  avons  donnée  précédemment 
pour  calculer  Téquation  aux  différences  s'applique  à  la  for- 
mation de  l'équation  aux  sommes ,  aux  produits  et  aux  qwH 
tients  deux  à  deux  des  racines  d'une  équation  donnée  ^  (x)  =  0. 
On  verra,  en  répétant  les  raisonnements  du  n°  894,  que 
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réftmiiim  ancè  iêmmes  s'obtiendra  par  télimiHaiUm  d$  x  entre 
l9ê  àmx  équations 

En  effectuant  cette  élimination ,  on  trouvera  que  le  reste  T,  qui 
précédera  le  reste  indépendant  de  x^  sera  du  deuxième  degré, 
par  rapport  à  cette  inconnue.  En  eSbt,  si  y  =  p  est  une  racine 
de  réquation  finale,  il  faudra  qu'en  la  substituant  dans  l'équa- 
tion formée  en  égalant  le  reste  précédent  à  fiéro ,  on  en  tire  la 
valeur  correspondante  de  x.  Mais  p  étant  la  somme  de  deux  ra- 
cines de  la  proposée,  cette  équation  ne  doit  pas  donner  l'une 
de  ces  racines  plutôt  que  l'autre;  donc  elle  les  fera  connaître 
toutes  les  deux  ;  donc  ce  reste  est  du  second  degré ,  et  par 
conséquent  la  véritable  équation  finale  sera  T*==0  (850).  Donc 
l'équation  qui  aura  pour  racines  les  sommes  distinctes  des  ra- 
cines de  <p(a?)  =  0  est  Y = 0. 

Dans  le  cas  particulier,  où  Inéquation  (f{x)=0  est  du  troisième 
degré,  on  peut  obtenir  très-simplement  l'équation  aux  sommes 
distinctes  de  ses  racines  prises  deux  à  deUx.  Soient  en  effet 

a;3  — Aa?«+Rr  — C=xO  [12] 

l'équation  proposée ,  et  y  la  somme  de  deux  quelconques  de  ses 
racines,  la  troisième  radne  sera  par  conséquent  (A.  —  y),  de 
sorte  qu'on  doit  avoir 

(A-y)»-A(A-y)«  +  B(A-y)-C=0       [13]; 

mais,  st  cette  équation  a  lieu,  (À — y)  est  une  racine  de  la  pro- 
posée ,  et  comme  A  est  la  somme  de  ses  trois  racineâ,  y  est  néces- 
sairement la  somme  des  deux  autres.  L'équation  [13]  est  donc 
^équation  aux  sommes  distinctes  des  racines  de  l'équation  [12]. 
60Ô.  On  verra  de  même  que  pour  former  V équation  aux  pro~ 
duits  deux  à  deux  des  racines  de  V équation  (p(x)=à,  il  faudra 
éliminer  x  entre 

1.(1) -<K«) 

ç(a?)=0    et        /    ^     =0» 
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que  l'équation  eaxetyqm,  conjointemeot  aveie  l'équation  en  y 
seule ,  remplacera  ce  aystème,  sera  du  deuxième  degré,  et  que 
si  l'équation  proposée  est 

<f(x)  =  x'  —  kû^  +  ^—C=0, 
l'équation  aux  produits  distincts  sera 

(^)'-aQ'+B@-C=0.  ou  v»^+ACy-(?=0[14]. 
ExBMPUt.  ip(a;)  =  ic» — 6a;  +  7.  On  trouvera  que 


4) 


-K*)  i-sj+r-i'+to-r 


OU  bien ,  en  effectuant  la  division , 


En  éliminant  x  entre  cette  équation  et  la  proposée,  on  trouvera 
— 6l 


y«*— rjc+y" 


x^  —tx     +7 

yx»  —  6y  !F-i-7y 


yiC* — 7^+ y* 


7ysd'~ 


-  y1x+7y« 

—  M 

+  49  j  — 7y* 


(-y"— 6y'+4ô)a! 
)a  voit  que  le  reste  du  premier  degré  en  x  est  divisible  par 
— y* — 6y*-|-49)  :  on  supprime  ce  facteur,  et  on  divise,  en 
onséquence,  le  diviseur  ya^ — 7a;  +  y  par  x,  ce  qui  donne  y* 
MUT  reste.  Mais  comme  on  a  introduit  le  focteur  y*,  pour  reu* 
Ire  possible  la  deuxième  division,  et  que  ce  Tacteur  est  premier 
ivec  le  coefficient  du  second  terme  du  diviseur  correspondant, 
«  facteur  introduirait  des  solutions  étrangères  [ttli9),  de  sorte 
iu'il  faut  le  supprimer,  dans  le  reste  indépendant  de  x,  ce  qui 
'éduit  ce  reste  à  l'unilé.  Les  solutions  du  système 

jB»— 6«  +  7  =  0    et    y»-|-a!V+«*— 6«»=0, 
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seront  donc  celles  mêmes  du  système 

y*  +  6y*— 49  =  0    et    yx*— 7a?  +  y«  =  0. 

Or,  à  chaque  valeur  de  y  correspondront  ainsi  deux  valeurs  de  x^ 
de  sorte  que  la  véritable  équation  finale  de  ce  système  est 
(y*  +  ^y* — 49)' =0.  Telle  est  donc  l'équation  qui  a  pour  ra- 
cines tous  les  produits  deux  à  deux  que  l'on  peut  former 
en  multipliant  successivement  cliaque  racine  de  la  proposée 
a:^ — 6â;-|-7=0  par  toutes  les  autres.  Mais  comme  ces  produits 
sont  égaux  deux  à  deux,  il  en  résulte  que  l'équation  aux  pro- 
duits distincts  est 


V^(y*+6y*— 49)»=0,    ou    y»+6y*— 49=0, 

comme  on  peut  le  vériBer  facilement  en  faisant  A=0,  B=: — 6 
et  C=— 7  dans  l'équation  [14]. 

601.  Quant  à  l'équation  aux  quotients,  on  l'obtiendra  en 
éliminant  x  entre  les  équations 

^^)=0    et     T(^)-y^)=o. 
^  '  y  — 1 

Elle  sera  du  degré  tn(m —  1),  mais  comme  ses  racines  seront 
réciproques  (car,  si  -p  est  une  de  ses  racines,  ^  en  est  une 
aussi),  elle  pourra  s* abaisser  à  une  équation  de  degré  sous-dou- 
ble,  c'est-à-dire  du  degré  —^-5 — -,  ainsi  que  nous  le  verrons 
bientôt  (cbap.  XIX,  $  1). 


CHAPITRE  XVIII. 

DU  BACINI8  SaALEt  BBg  CQUAnONP. 


»     J'     ■»  ^ 


609.  L'objet  de  la  théorie  des  racines  égales  est  de  ramener 
la  résolution  d'une  équation^  qui  a  des  racines  égales^  à  la  réso- 
lution de  plusieurs  équations  partielles ,  dont  toutes  les  racines 
soient  inégales ,  et  qui  soient  telles  que  chacune  ait  pour  racines 
toutes  celles  de  la  proposée ,  dont  le  degré  de  multiplicité  est  le 
même  y  et  indique  ^pw  son  numéro  d'ordre  ^  quel  est  ce  degré  de 
multiplicité. 

Soit  (p(â:)=0  une  équation  qui  a  n  racines  égal^  à  a,  |7  ra- 
cines égales  à  (,  ^  racines  égaler  à  c,  etc.,  de  sorte  que 

<p(a?)=(a?— a)*(a?— 6y(a?— e)«...(a>-A)(«-^*)3B0  [1]. 

Si  Ton  observe  que  les  dérivéet  de  {x — »)*,  (x — ôy,  (a:— c)«,... 
sont  respectivement  n(a? — a)^^^p{x — 6)*"^  q{x — c)«"*,...  on 
Y^rra  (484)  que 

f^Xx)  =  nHj»^ar-Kx^l£r  {3Ci—cf  ...(a?—*) 
-\-p{x  —  ay  {x  —  bf-^x  —  cy^  ...{x  —  k) 
4-î(x  — a)*   {x  —  bf  (a?  — c)^...(a?  — *) 

: 

+   {x  —  af  {X'-bf  (a?— c)«  ...(a?  — A), 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  que 

^^  '        X  —  a  '  -^  a?  —  b  '  ^x — e  '       'a: — h 
Cette  égalité  nous  montre  que 

{X  —  ay^\x — bf\x — cf-^ 

est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ^x)  et  de  ç'(a?),  car  c'est 
le  produit  de  tous  les  facteurs  premiers  communs  à  ces  deux 
polynômes.  En  effet ,  aucun  des  fiicteurs  simples  de  f(a?X  tel 
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que  {op—k)  ne  divise  «'(â?),  puisqu'il  divise  tous  les  termes  de 
cette  dérivée  à  l'exception  d'un  seul  ^_  ,  et  aucun  de  ses  fac- 
teurs multiples  ne  peut  entrer  dans  un  diviseur  de  i^\x)  avec  un 
exposant  aussi  grand  qye  celui  qu'il  a  dans  <f(x)^  car  (x — àf^ 
par  exemple,  divise  tous  les  termes  de  f'(â7),  sauf  le  terme 

„_îÇ^.  Donc 
X — a 

Qtmnd  une  équation  a  des  racines  égales^  son  premier  mem^ 

bre  et  sa  dérivée  ont  un  plw  grand  commun  diviseur"*^  qui  est  le 

produit  de  tous  les  facteurs  correspondants  aux  racines  multi^ 

pies  de  r équation  proposée,  affectés  chacun  d'un  exposmkt 

moindre  d^une  unité  que  celui  qu'il  a  dans  cette  proposée^  et  si 

f  équation  n'a  pas  de  racines  égales^  ^on  premier  mmnbre  et  sa 

dérivée  sont  pretniers  entre  eux^  car  »,  p,  g  étant  alors  égaux  à 

l'unité,  le  plus  grand  commun  diviseur  («>r-a)•*-^(i»T^J)p-l(a^-c?)«^* 

se  réduit  alors  i^  l'unité. 


*  Ce  théorème  découle  très-natqrellonient  de  la  règle  que  nous  avons 
donnée  pour  former  l'équation  aux  différences.  En  effet,  il  est  d'abord 
évident  que  s)  une  équation  a  des  raeines  égales»  Téquatioq  aux  diCTéren* 
ces  de  ses  racines  aura  des  racines  nulles,  et  qu'elle  en  aura  autant  quf 
l'on  peut  former  d'arrangements  avec  les  racines  égales  de  chaque  espècf 
prises  deux  à  deux  (  ainsi  l'équaUon  aux  différences  des  racines  de 
(j»— a)<(»--rb)>(»— c)=0  aura  4.3+3.S  =  f8  racines  nulles).  Réciproque- 
ment,  si  l'équatloB  aux  différences  /(y) =0  a  des  racines  nuUes,  la  pro- 
posé^ 9(4;)  =0  ep  ^ura  d'égales.  Gela  posé,  TéquaUon  f{y)=^0  étant  l'équa- 
tion finale  (826)  qui  provient  de  l'élimination  de  x  entr^  les  équatioai 


ç((r)=0   et   ^(j)+^VH-î!^)y»+...=o 


Mt 


on  voit  qoe  si  f<dp)=:  0  a  des  racines  égales,  y =0  est  une  valeur  propre  à 
aatlsùdreà  ces  deux  équations.  Puis  donc  que  la  seconde  se  réduit  alors 
^L^'iff)=s(^tilfaut  nécettairenkent  que  l$$  éqwiUons  r(x)=0  si  9'(x)B=e 
aient  une  racine  commune,  el  qu'ainsi  kuu  premien  membres  aient  un 
commun  diviseur,  La  réciproque  est  vraie;  car,  si  tf[x)  et  «(>\x)  ont  un  fac- 
teur commun  {x—a)  y  les  équations  [s]  seront  vérifiées  par  â;=a  et  y =0  ; 
donc  y=:0  sera  une  racine  de  TéquaUon  finale  /(y)  =0,  c'est-li-dire  de 
l'équaUon  auxdiffér^noee;  denela  proposée  aura  des  racines  égales. 
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Réciproquemeot,  s'il  existe  ufi  comrtnm  diviseur  entre  le  pre' 
mier  membre  d'une  équation  et  sa  dérivée,  celle  équation  aura 
des  racines  égales,  sans  quoi  ces  deux  polyDomes  seraient 
premiers  entre  eux  ;el  si  le  premier  membre  d'une  équation 
est  premier  avec  sa  dérivée,  cette  équation  n'a  pas  de  ra- 
ctHM  égalée,  sans  quoi  ces  deux  polynômes  auraient  un  focteur 
commun. 

C'est  sur  ce  théorème  qu'est  fondée  la  méthode  des  racines 
égales. 

603.  On  commeucera  par  chercher  le  plus  grand  commun 
divisenr  entre  le  premier  membre  de  l'équation  proposée  et  sa 
dérivée,  et  si  l'on  n'en  trouve  pas,  on  conclura  que  cette  équa- 
tion n'a  pas  de  racines  égales. 

Supposons  que  l'on  en  trouve  un  :  on  sera  sâr  alors  que 
l'équation  a  de  pareilles  racines.  Beprésenlons  par  Xt  le  produit 
des  facteurs  correspondants  aux  racines  inégales  de  la  proposée, 
et  en  général  par  X.  le  produit  de  ses  facteurs  de  l'ordre  n, 
mais  élevés  seulement  i  la  première  puissance*  :  on  aura  donc 

f  [x)  =  XtX,*X.%*X,*, 
en  supposant  qu'il  n'y  ait  pas  de  radnes  dont  le  degré  de  mul- 
tiplicité surpasse  le  cinquième.  Cette  hypothèse,  comme  on  va 
le  voir,  n'âtera  à  la  méthode  rien  de  sa  généralité. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  D,  entre  f(«)  et  sa  dérivée 
<f'(x)  sera  le  produit  de  tous  les  facteurs  multiples  de  if(x),  af- 
fectés chacun  d'un  exposant  moindre  d'une  unité  que  celui  qu'il 
a  dans  <fl,x)  ;  donc 

D,  =  X.X,*Xt%*. 

Si  maintenantj'opère  sur  Di  comme  mr^x);  sur  le  plus  grand 
commun  diviseur  Di  que  je  trouverai  ainsi,  encore  de  la  même 
manière ,  et  ainsi  de  suite,  je  finirai  par  obtenir  un  plus  grand 
commun  diviseur  qui  sera  le  produit  des  facteurs  du  plus  haut 

'De  telle  sorte  que  tl  la  proposée  éliit[a— a)(a— 6X«— cK«— <')Y*— <]'=0, 
on  aurait  X,=(«— o)(«-l.),  X,=«-e,  X,=  |,  X«={«— dX*— «)• 
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degré  de  multiplicité  qui  sont  dans  (p(â?),  et  j*en  serai  averti 
parce  que  le  plus  grand  commun  diviseur  sera  premier  avec 
sa  dérivée,  de  sorte  que  le  calcul  s'arrêtera  le.  Nous  trouverons 
ainsi  la  suite  d'équations 

D.=l4X.«; 
D4=X,. 

Cela  Tait,  nous  diviserons  ^x)  par  Di,  Di  par  D|,  D|  par  D,,  et 
enfin  D,  par  D4,  et  en  appelant  Qi,  Qt,  Q,,  Q4  les  quotients  cor- 
respondants, nous  aurons 

Qi = Xt  A1X1X4X I , 

Qi  =*=  XiXjX^Xa , 
Qt=XsX4Xc, 

Q4=X4X„ 

D4=X^ 

En  divisant  enfin  le  deuxième  membre  de  chacune  de  ces  équa- 
tions par  celui  de  la  suivante,  et  en  égalant  à  zéro  les  quotients 
ainsi  obtenus,  on  formera  les  équations 

Xt  =  0,    Xi  =  0,    X,=0,    X4=0,    D*=X«=0. 

Les  racines  de  ces  diverses  équations  sont  toutes  inégales;  cha- 
cune a  pour  racines  toutes  celles  de  l'équation  f(^)=0,  dont  le 
degré  de  multiplicité  est  le  même ,  et  son  numéro  d'ordre  est 
précisément  égal  à  l'exposant  de  ce  degré  de  multiplicité. 

Exemple.  Soit  (f(x)=;r»— 2a?*— 8ar"+iar»+16a?— 32=0,  On 
trouvera  Di=«*— 2«"— 4j;+8;  Dt=« — 2. 
Puis 

^=Xi=t;    ^|==X,=a?.}-2  =  0;     D,=:X,=a:— 2=0. 

Ainsi  l'équation  proposée  a  deux  racines  égales  à  — 2  et  trois 
racines  égales  à  2. 
604.  Si  l'on  trouvait  que  le  plus  grand  commun  diviseur  Di 
c.  31 
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entra  <p(jr) et  f^X^)  6st  du  deuxième  degré,  on  eiaminerait  si  ce 
plus  grand  commun  diviseur  est  ou  n'est  pas  un  carré  parfait. 
Dans  le  premier  cas  ^  on  en  conclurait  que  la  racine  double  de 
réquation  Di=0  entre  trois  fois  dans  la  proposée,  et  en  égalant 
à  zéro  le  quotient  de  la  division  de  (f{x)  par  (v/DJ)*,  on  forme- 
rait une  équation  dont  les  raoines  seraient  toutes  les  racines 
simples  de  la  proposée.  Si  Di  n'est  pas  un  carré  parfait,  chacune 
des  racines  deDi=0  entrera  deux  fois  dans  la  proposée,  et  en 
conséquence  on  divisera  (f(x)  par  Di*  et  on  égalera  à  zéro  le 
quotient  de  cette  division. 

60S.  La  méthode  précédente  exige  des  calculs  qui  devien- 
nent très-longs,  lorsque  l'équation  proposée  est  d'un  degré  un 
peu  élevé,  aussi  est-il  important  de  n'y  avoir  recours  qu'autant 
que  la  chose  est  indispensable.  Or,  j'observe  que  si  une  équation 
a  une  seule  racine  multiple  d'un  certain  ordre  et  que  ses  coeffL* 
dents  soient  rationnels,  cette  racine  est  commensurable,  car  elle 
sera  la  racine  unique  d'une  de  nos  équations  partielles  Xi=aO, 
Xft=cO,  Xt=^0,...  lesquelles  sont  évidemment  rationnelles. 

Il  suit  de  là  l*"  qu'i^n^  équation  du  troisième  degré  dont  toutes 
les  racines  sont  incommensurables  ne  peut  pas  en  avoir  d'égales, 
car  elle  ne  saurait  avoir  qu'une  seule  racine  double  ou  une 
seule  racine  tripte. 

S*  Qu'une  équation  du  quatrième  degré  dont  les  racines 
$oni  incommensurables  ne  peut  avoir  pour  racines  multiples 
que  deux  raeines  doubles;  mais  alors  son  premier  membre  est 
un  carré  parfait.  On  verra  donc  si  cette  condition  est  remplie  : 
si  elle  l'est,  l'équation  s'abaissera  à  une  équation  du  deuxième 
degré ,  qu'il  sera  facile  de  résoudre.  Si  son  premier  membre 
n'est  pas  un  carré  parfait,  toutes  ses  racines  sont  inégales. 

ExsMPLK  I.  Soit  l'équation  a?*— 2a?' — x^-\'2X'\'l=0. 
l'extrais  la  racine  carrée  de  son  premier  membre  et  je  trouve 
que  ix^ — X — 1  est  sa  racine  exacte.  Je  résous  donc  l'équation 

a? — X — 1=0,  et  j*en  conclus  que  ses  racines  \1'*^  et  —5^ 
entrent  cbaouiie  deux  fois  dans  la  proposée. 
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Exemple  II.  Soit  encore  Téqualion  «* — ar*  —  2a?  — 1=0: 
son  premier  membre  ne  saurait  être  un  carré  parfait ,  car  il 
manque  du  terme  en  a^  et  renferme  la  première  puissance  de  x\ 
de  sorte  que  cette  équation  ne  peut  pas  avoir  de  racines  incom- 
mensurables égales. 

W"  Une  équation  du  cinquième  degrés  dont  lê$  racines  sont 
incommensurables  y  ne  peut  pas  en  avoir  d^  égales  ^  car  elle  ne  sau* 
rait  admettre  une  seule  racine  d'un  certain  degré  de  multipli- 
cité ,  et  si  elle  avait  deux  racines  doubles^  elle  en  aurait  une 
seule  simple. 

On  voit  donc  que  Von  n'aura  jamais  à  appliquer  la  méthode 
DES  racines  égales  qu'à  des  équations  d'un  degré  supérieur  au 
cinquième;  car,  on  peut  toujours,  comme  on  le  verra  plus  tard, 
déterminer  facilement  les  racines  commensurables  égales  ou 
inégales  d'une  équation  donnée,  et  former  ensuite  une 
deuxième  équation  qui  ait  pour  racines  les  seules  racines  in- 
commensurables et  imaginaires  de  l'équation  proposée. 

606.  On  propose  quelquefois  de  décomposer  une  équation 
cp(x)  =  0,  qui  a  des  racines  égales ,  er^  deux  autres ,  dont  l'une 
ne  renferme  que  les  racines  simples  de  cette  proposée  et  dont 
l'autre  admette  toutes  ses  racines  multiples,  prises  chacune  une 
fois  seulement.  Ce  problème  est  résolu  au  n*  603,  puisque  nous 
y  avons  formé  les  équations  Xi=0  et  XtXsX4XB=0;  mais  on 
peut  obtenir  ces  deux  équations  plus  rapidement.  Pour  y  par- 
venir, on  formera  d'abord  le  polynôme  Qi=XiXjXaX4...  ;  puis 
en  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  di  entre  Qi  et 
Di=::XtX8*X4'...  et  en  égalant  di  à  zéro,  on  obtiendra  Tune  des 
équations  demandées  X1X3X4..  ..=0.  Il  ne  s'agira  plus,  pour 
avoir  Tautre,  que  d'égaler  à  zéro  le  quotient  de  la  division  de  Qt 
par  diy  ce  qui  donnera  Xi  =  0. 

607.  Le  théorème  sur  lequel  repose  la  méthode  des  racines 
égales  donne  le  moyen  de  reconnaître  si  une  racine  connue  a 
d'une  équation  (p(j7)=0  est  une  racine  multiple  de  cette  équa- 
tion, et  quel  est  son  degré  de  multiplicité.  Il  suit,  en  effet,  de  ce 
théorème  que  le  facteur  {x — a)  devra  entrer  aux  puissance 
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(n — !)■•,  (n — S)"*,...  troisième,  deuxième,  première  dans  les 
dérivées  respectives <p'(âr),  /(a?),...ç*^a?),  <p'^"{a?),  9*~'(a7),  et  à  la 
puissance  zéro  dans  f*(x)^  s*ii  se  trouve  à  la  n"**  dans  <p(;r).  Par 
conséquent,  toutes  ces  fonctions  s'évanouiront,  à  Texception  de 
^"(;r},  par  rbypothèse  de  x=i  a.  D'où  Ton  voit  qvie pour  irovver 
le  degré  de  multiplicité  de  la  racine  a,  il  n'y  a  qu'à  former  les 
dérivées  successives  de  l'équation  proposée  f(x}=:  0,  et  l'indice 
de  la  première  dérivée  qui  ne  s^anéantirapas,  en  y  faisant  x=a9 
sera  l'exposant  du  degré  de  multiplicité  de  cette  racine. 

Exemple.  Combien  l'équaUon  f(x)  =  x»— 6x*+  Ux»— îx« 
•—  12x+B=:0  a-t-elle de  racines  égales  d  2? 

ç'(a?)  =&c*— 24jc*+33a:*— 4a?— 12;  a?=2  donne  *'(2)  =0; 
îp^î  =:10a;»-S&c*+33x-2  ;  ^  =0; 

iî^— lOr*— 24a:^ll-  -î!ï?l  =  3 

1.2.3""*"^    24a;+ll,  1.2.3     ^• 

II  y  a  donc  trois  racines  égales  à  2. 

608.  Problème  l.  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes qui  doivent  exister  entre  les  coefficients  indéterminés  de 
V équation  (^\)=zO^  pour  que  ses  m  racines  soient  toutes  égales. 

On  voit  d'abord  que  toates  les  racines  de  Téquation  proposée 
devant  être  égales,  son  premier  membre  sera  la  m">*  puissance 
du  binôme  correspondant  è  cette  racine  multiple  ;  mais  alors  la 
dérivée  de  ce  premier  membre  sera  égale  à  m  fois  la  (m — 1)"* 
puissance  de  ce  biuome;  donc  il  faut  que  le  premier  membre 
de  l'équation  proposée  soit  divisible  par  sa  dérivée. 

Cette  condition  est  suffisante  ;  car,  si  elle  est  remplie,  ff'(x) 
sera  alors  le  plus  grand  commun  diviseur  Di  de  ^x)  et  de  ffXx); 
mais  le  quotient  de  la  division  de  ^{x)  par  Di  doit  être  le  produit 
des  facteurs  du  premier  degré  correspondants  aux  racines  de 
chaque  espèce  ;  donc,  puisqu'il  est  du  premier  degré,  on  doit 
en  conclure  que  la  proposée  n'a  qu'une  seule  espèce  de  racines, 
et  qu'ainsi  ses  m  racines  sont  égales. 
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En  conséquence,  on  effectuera  la  division  de  ff(x)  par  <p'(â;),  et 
on  s'arrêtera  à  un  reste  du  degré  (m — 2;,  lequel  sera  de  la  forme 

A,x-^«-|- A«a:*-»+ A,a;-^+. . .  +"A^,. 

Ce  reste  devant  être  nul  quelle  que  soit  x^  on  égalera  chacun 
de  ses  coefficients  à  zéro,  et  on  formera  dnsi  les  {m — t)  équa- 
tions de  condition  demandées, 

Ai  =  0,  At  =  0,  A,  =  0,...  A«^i=0. 

6©0.  EuMPLE.  Appliquer  cette  règle  à  l'équation  x*-}-Px'-f- 
Qx«+Rx  +  S=0. 

La  dérivée  du  premier  membre  de  cette  équation  étant 
4a:'  +  3P^-f-2Qjî+R>  on  devra,  pour  éviter  les  quotients 
fractionnaires,  multiplier  le  premier  et  le  deuxième  dividende 
partiel,  chacun  par  4,  et  on  trouvera  ainsi  pour  quotient  et 
pour  reste, 

^+P    et    (8Q— 3P*)a:»+C6R— PQ)a:-f(16S— PR), 

de  sorte  que  les  équations  de  condition  sont 

8Q— 3P*=0,  6R— PQ=0,  16S— PR=0. 

Si  Ton  demande  quel  est  le  facteur  du  premier  degré  carres-^ 
pondant  à  la  racine  quadruple  de  Véquationproposéey  on  remar 
queraqne  si  Ton  avait  divisé  le  premiermembredecette  équation 
par  {x-^afy  a  désignant  cette  racine,  le  quotient  {x^a)  de  cette 
division  aurait  été  la  réponse  à  la  question.  Or,  en  multipliant  le 
premier  dividende  par  4,  on  a  multiplié  le  quotient  et  le  reste 
correspondants,  chacun  par4;  en  multipliant  ensuite  ledeuxième 
dividende  partiel  par  4 ,  on  a  encore  multiplié  le  deuxième 
terme  du  quotient  par  4,  de  sorte  que  le  quotient  du  premier 

X        P 

membre  de  Téquation  proposée  par  sa  dérivée  est  7  +  ït:  î 

mais  la  dérivée  est  égale  à  A{x — a/,  donc  le  quotient  du 

premier   membre  de   l'équation  proposée  par  {x  —  a)'  est 

(X       P\  P  P 

4  "H  îë)  ^^"^^"^4  '  donc  le  binôme  {x — a)  est  égal  à  aî+ ^. 

610.  PaoBLiMK  II.  Trouver  les  relations  qui  doivent  exister 
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entre  les  coefficients  indéterminés  d'une  équation  f(x)  =s  0,  pour 
qu*elk  ait  n  racines  égales. 

V  Solution.  II  résulte  du  principe  établi  précédemment  (607) 
que  pour  que  l'équation  <f(a:)  =Oait  n  racines  égales,  il  faut  et 
il  sufBt  que  cette  équation  et  ses  (n — 1)  premières  dérivées 
aient  une  racine  commune,  et  que  par  conséquent  les  poly- 
nômes <p(a?),  f'(x)y  ^\x\ . . .  (p'^Varjaient  un  facteur  commun  du 
premier  degré.  On  cherchera  donc  le  plus  grand  commun  divi- 
seur des  deux  polynômes  du  plus  faible  degré  ç*"*(a:)  et  <p*~*(aî) 
et  on  poursuivra  l'opération  jusqu*à  ce  qu'on  soit  parvenu  à  un 
reste  indépendant  de  a;  ;  on  l'égalera  à  zéro,  et  on  exprimera  en- 
suite que  le  reste  précédent,  qui  est  du  premier  degré  par  rap- 
port à  a?,  divise  tous  les  autres  polynômes  (p(xj,  v^\x\ . . .  <p"-^(a;). 
On  obtiendra  ainsi  (n — 1)  équations  de  condition  qui  résou- 
dront le  problème. 

S'il  y  a  plus  ou  moins  de  (n —  1)  coefficients  indéterminés 
dans  ^[x\  le  problème  sera  indéterminé  ou  im))Ossible. 

Si  l'on  voulait  que  l'équation  proposée  eût  A  racines  de  Tor- 
dre it,  on  exprimerait  que  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
polynômes  (p(â;),  ^\x\  <p"(a?),...ç^"~*J(a?)est  du  degré  A,  ce  qui  ne 
saurait  présenter  aucune  diificulté.  On  obtiendrait  alors  (n — l)k 
équations  de  condition. 

61 1.  Exemple.  QueUes  sont  les  conditions  nécessaires  et  suf- 
fisantes pour  que  fixation  x'-j-P^'+ qx+r=0  ^^^  ^^^^^  ^^ 
eines  égales? 

On  trouvera,  en  divisant  le  premier  membre  de  cette  équa- 
tion par  sa  dérivée  Sor'-f  Spx-fît  que  le  reste  du  premier  de- 
gré est(6g— 2p')a?-h9r— jpg;  de  sorte  que  l'on  aura  la  condition 

demandée,  en  remplaçant  x  par  ._v  dans  la  dérivée  (66). 
On  trouvera  ainsi 

243r»—  162pgr-f  36A — SSpV  +36^*  =  0. 
Si  on  suppose  j>=:0,  on  retombe  sur  la  condition  connue(tSSI} 

OIB.  S*  Solution  Soit  a  la  racine  qui  doit  entrer  n  fois  dans 
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l'équation  proposée  :  le  premier  membre  de  cette  équation  de- 
vra être  divisible  par  {x-^ay^  ainsi  on  effectuera  cette  division 
et  on  s'arrêtera  à  un  reste  du  degré  (n — 1),  lequel  sera  de  la 
forme 

Ce  reste  devant  être  nul  quelle  que  soit  x ,  il  faut  que  les  coef- 
ficients de  ses  différents  termes  soient  chacun  égaux  à  zéro,  de 

sorte  que 

Ai^O,  At=sO,A,=0, . . .  Ah=0. 

Or  j*observe  que,  si  les  coefficients  indéterminés  de  l'équation 
proposée  étaient  déterminés  comme  on  le  demande ,  ces  n 
équations  devraient  être  vérifiées ,  lorsqu'on  y  remplacerait  a 
par  sa  valeur ,  de  sorte  que  leurs  premiers  membres  auraient 
un  facteur  commun.  On  cherchera  donc  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  les  deux  polynômes  du  plus  faible  degré  par  rap- 
port à  a,  on  égalera  le  reste  indépendant  de  a  à  zéro,  et  on  ex- 
primera ensuite  que  le  reste  précédent,  qui  est  du  premier  de- 
gré, divise  tous  les  autres  polynômes,  ce  qui  fera  en  tout  (n — 1) 
équations  de  condition,  nécessaires  pour  que  la  proposée  ait  n 
racines  égales.  Elles  sont  aussi  suffisantes  :  car ,  si  elles  sont 
remplies^  les  équations 

Ai=0,  At=0,  A,=0,..,  K=0 

auront  une  racine  commune  a ,  et  par  conséquent  le  premier 
membre  de  l'équation  proposée  sera  divisible  par  {œ*^à)*^  de 
aorte  que  cette  équation  aura  «  raoinee  égalée  à  a. 
Appliquons  cette  méthode  à  l'équation 

En  divisant  le  premier  membre  de  cette  équation  para:* — ^ax-^a^ 
et  en  égalant  les  coefficients  du  reste  du  premier  degré  à  zéro, 
on  trouvera 

a{Za+2p)=0,  d'oùj^j^^^,  et  2a*+pa«-gfi=0. 

QMzO  donne  9=0;  et,  en  effet,  si  9=0,  la  proposée  a  deux 
jracines  nulles. 
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3a+2p=0  donne  a=r-— -^  et  en  substituant  dans  la  se- 
conde équation,  il  viendra 

4p»+27y=0, 

qui  est  la  condition  demandée  (8tt8). 

619.  ScoLiE.  II  semblerait  que  le  théorème  fondamental  du 
n**  602  doit  conduire  à  une  solution  du  problème  que  nous  ve- 
nons de  résoudre;  car  il  résulte  de  ce  théorème  que,  si  Téqua- 
tion  9(a;)=0  a  n  racines  égales,  son  premier  membre  iet  sa 
dérivée  doivent  avoir  un  commun  diviseur  du  degré  (n^l),  le- 
quel sera  une  puissance  parfaite  de  ce  degré  et  réciproquement. 
En  conséquence,  on  cherchera  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  ^ar)  et  ^'(x)y  on  poursuivra  l'opération  jusqu'à  ce  qu'on 
soit  parvenu  à  un  reste  du  (n — 2)"**  degré,  et  on  égalera  les  coef- 
ficients de  ce  reste  à  zéro,  ce  qui  donnera  (n— 1}  équations  de 
condition.  Il  est  évident  qu'elles  ne  sont  pas  suffisantes ,  puis- 
qu'elles expriment  seulement  que  ff(x)  et  ^ '(x)  ont  un  commua 
diviseur  du  (n — 1)""  degré;  ainsi  elles  conviennent  également 
au  cas  ùi\  la  proposée  devrait  avoir  (n — 1)  racines  doubles;  ou 
(n — 3}  racines  doubles  et  une  triple;  ou  (n — 4)  racines  doubles 
et  une  quadruple  ;  ou  etc.  Il  faut  donc  encore  exprimer  que  le 
dernier  diviseur  auquel  on  s'est  arrêté  est  une  puissance  par- 
faite du  degré  (n— 1)  :  on  obtiendra  ainsi  (n  —  3)  nouvelles 
équations  de  condition  (608) ,  de  sorte  que  Ton  en  trouvera 
en  tout  n — 1 4-n^2=:2n — 3,  ce  qui  ne  s'accorde  pas  avec 
les  deux  solutions  que  nous  avons  données  plus  haut  du  pro- 
blème dont  il  s'agit.  En  efict,  les  (n — 1)  équations  de  condition 
établies  en  égalant  à  zéro  le  reste  du  (n  —  2)*"*  degré  expriment 
uniquement  que  le  reste  précédent  est  commun  diviseur  de  f^x) 
et  de  ^'{x)y  et  qu'ainsi  les  racines  de  l'équation  formée  en  égalant 
ce  commun  diviseur  à  zéro  entrent  chacune  deux  fois  dans  ^x), 
et  comme  rien  n'indique  qu'il  y  en  ait  d'égales,  on  voit  qu'en 
les  appelant  ai ,  Ot ,  a,, . . .  a».i ,  le  premier  membre  (f(x)  revient  à 
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Or ,  si  Ton  pose  Oi  t=a«  =  a.  = . . .  =  a^t ,  ^x)  deviendra 
(X — Oif^K  X,  et  on  a  ainsi  exprimé  que  la  proposée  a,  non 
pas  n,  mais  (2n — 2)  racines  égaies,  ce  qui ,  comme  nous  Fa- 
çons vu  (610),  exige  (2n  —  3)  équations  de  condition. 

614.  Observons  toutefois  que  cette  méthode  s'applique  au 
cas  où  la  proposée  doit  avoir  deux  racines  égales,  car  en  égalant 
à  zéro  le  reste  indépendant  de  x^  que  Ton  trouve  en  cherchant 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  f^{x)  et  de  (f'{x) ,  on  exprime 
que  le  reste  précédent,  qui  est  du  premier  degré,  divise  ces 
deux  polynômes,  et  qu'en  conséquence  ce  facteur  entre  au  se- 
cond degré  dans  ff(x).  Donc 

Pour  qu'une  équation  ait  deux  racines  égales ,  il  faut  et  il 
suffit  que  son  premier  membre  et  sa  dérivée  aient  un  facteur 
commun  du  premier  degré. 


CHAPITRE  XIX. 

DES  ÉQUATIONS  SUSCEPTIBLES  D'ABAISSEMENT. 


6ltf.  Nous  avons  vu  (605)  que  la  résolution  d'une  équation 
qui  renferme  des  racines  égales,  se  ramène  à  celle  d'une  suite 
d'équations  qui  n'ont  plus  de  racines  égales»  et  qui  sont  d'un 
degré  inférieur  à  celui  de  la  proposée.  Ce  n'est  pas  là  la  seule 
classe  d'équations  qui  soient  susceptibles  d'abaissement.  Toutes 
les  fois  qu'il  existe  des  relations  particulières  entre  les  racines 
d'une  équation,  sa  résolution  peut  être  ramenée  à  celle  d'une 
ou  de  plusieurs  équations  d'un  degré  inférieur  au  sien. 

La  recherche  des  caractères  auxquels  on  reconnaît  qu'une 
équation  est  susceptible  d'abaissement,  et  celle  des  moyens 
d'effectuer  cet  abaissement  doivent  ainsi  faire  partie  de  la  théorie 
de  la  transformation  des  équations.  Mais  on  sent  que  le  nombre 
des  questions  qui  se  rapportent  à  cette  recherche  n'a  pas  de 
limite,  de  sorte  que  nous  devons  considérer  seulement  celles 
de  ces  questions  qui  sont  les  plus  remarquables.  C'est  à  ce  ti- 
tre que  nous  allons  d'abord  nous  occuper  des  équations  réci- 
proques* 

g  I.  DES  ÉQUATIONS  RÉCIPROQUES. 

616.  On  appelle  équation  aiciPROQUE  celle  dont  les  racines 
sont  réciproque  les  unes  des  autres ,  c'est-à-dire  sont  telles 
qu'on  les  reproduit  toutes  en  divisant  Funité  successivement  par 
chacune  d'elles, 

617.  PaoBLÈME.  Quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suf- 
fisantes pour  qu'une  équation  soit  réciproque. 

Nous  examinerons  d'abord  le  cas  où  la  proposée  est  de  degré 
pair.  Soit 

.^a?)==a**+...+Pnaj*--*+...+P^a?-+...+Pf^na^+...+PH,==^ 
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cette  équation.  Nous  représentons  en  généml  par  P»  le  coef- 
ficient du  terme  qui  en  a  n  avant  lui,  et  nous  avons  écrit  outre 
les  deux  termes  extrêmes,  deux  termes  équidistants  de  ces  ex- 
trêmes et  celui  du  milieu.  Si  nous  changeons,  dans  cette  équa- 
tion» â;  en  -,  il  est  clair  qu'on  obtiendra  toutes  les  racines  de  la 

transformée  <p  [- j  =  0  en  divisant  Tunité  par  toutes  celles  de 
fp(â?)=:0;  de  sorte  que  si  cette  dernière  est  réciproque,  ses  ra- 
cines seront  les  mêmes  que  celles  de  ç  (  -  j  =  0,  et  par  consé- 
quent les  premiers  membres  de  ces  équations  seront  identiques, 
quand  on  aura  ramené  la  dernière  à  la  forme  ordinaire.  Réci- 
proquement, si  les  équations  9(â?)=0  et  f  (  -  j=0  sont  identi- 
ques, la  proposée  sera  réciproque,  car  elles  auront  les  mêmes 
racines,  et  on  reproduira  ainsi  toutes  les  racines  de  (f(x)=Oen 
divisant  l'unité  successivement  par  chacune  d'elles.  Donc  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  proposée  f^{x)  soit 

réciproque^  c'est  qu'elle  puisse  être  identifiée  avec  y  ( -Wo. 
Je  change  donc  xen-,  ce  qui  donne 

X 

ou ,  en  chassant  les  dénominateurs  »  renversant  Tordre  des 
termes  et  divisant  par  Psm, 

P|m-n  P«ii  P»  1 

J'identifie  cette  équation  avec  la  proposée,  et  je  trouve 
La  deroièro  équation  donne 
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et  les  autres  deviennent  alors 

Pm       =±P^, 

P^  =  ±:P,. 

On  voit  que  si  Ton  prend  les  signes  inférieurs ,  Téquation 
P»== — Pw  exige,  que  P»=:0.  Ainsi  pour  qu'une  équation  de 
degré  pair  soit  réeiproquey  il  faut  et  il  suffit  que  les  coeffieimts 
des  termes  équidistants  des  extrêmes  soient  égaux  et  de  mêmes 
signes,  ou  égaux  et  de  signes  contraires^  pourvu  que^  dans  ce 
dernier  cas^  le  terme  du  milieu  manque. 

On  verra  de  la  même  manière,  que,  pour  qu^une  équation  de 
degré  impair  soit  réciproque^  il  faut  et  il  suffit  que  les  coefficients 
des  termes  équidistants  des  extrêmes  soient  égaux  et  de  mêmes 
signes^  ou  égaux  et  de  signes  contraires.  On  partirait,  pour  le 
faire  voir,  de  l'équation 

618.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  la  résolution 
d'une  équation  réciproque.  Nous  distinguerons  quatre  cas. 

l*'  Cas.  Véquation  est  de  degré  pair  et  les  coefficients  des 
termes  équidistants  des  extrêmes  sont  égaux  et  de  mêmes  signes. 

Soit 

+?^+PiX+l=0  j   »-'J 

cette  équation.  Le  produit  de  deux  racines  réciproques  étant 

l'unité,  on  voit  que  si  l'on  connaissait  leur  somme  il  serait  facile 
de  les  calculer  (248).  Désignons  donc  par  y  l'une  quelconque 
des  sommes  que  Ton  obtient  en  ajoutant  à  chaque  racine  de  la 
proposée  sa  réciproque;  on  aura 

yr=«+l  12], 

et  y  ne  sera  susceptible  que  de  m  valeurs  distinctes  ;  de  sorte  que 
l'équation  qui  déterminera  y  sera  seulement  du  degré  m.  Par 
conséquent  la  résolution  de  la  proposée  sera  ainsi  ramenée  à  celle 
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d'une  équation  de  degré  stms^ouble  *;  car  lorsqu'on  aura  trouvé 
toutes  les  valeurs  de  y,  il  suffira  de  les  substituer  successive- 
ment dans  réquatiou  [2]  et  de  résoudre  les  équations  résultantes 
qui  ne  seront  que  du  deuxième  degré,  pour  obtenir  toutes  les 
racines  de  Téquation  [1]. 

Pour  former  Téquation  en  y  y  il  n'y  a  qu'à  éliminer  cette  in- 
connue entre  les  équations  [1]  et  [2]  ;  ce  qui  se  fera  en  ramenant 
d'abord  l'équation  [2]  à  la  forme* 

0?*— a:y  +  l=0  [3], 

et  en  appliquant  ensuite  aux  premiers  membres  des  équa- 
tions [i]  et  [3]  la  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur. 
Hais  la  forme  particulière  de  l'équation  [1]  permet  d'effectuer 
l'élimination  de  y  beaucoup  plus  simplement.  Divisons,  en  effet, 
tous  les  termes  de  l'équation  [1]  par  â?**  et  groupons  les 
termes  équidistants  des  extrêmes  :  il  viendra 

(«-+J.)+Pi(«---fjàî)+P.(*---^)+..+P.-0[4]. 

de  sorte  que  si  Ton  peut  exprimer  en  général  x""-] — ^  en  fonc- 
tion rationnelle  de  y,  l'élimination  de  cette  inconnue  s'effec- 
tuera immédiatement.  Or,  on  a  évidemment 

d'où 

«•-•+5^»=  («"+^)y-  (*"-'+^)- 


*0n  pourrait  dire  encore  que  la  foDctiono; -f  -  ne  changeant  pas  lorsque 
l'on  y  change  «  en  -,  si  Ton  cherche  une  équation  dont  les  racines  soient 
liées  à  celles  de  la  proposée  par  la  relation  y^x-i — ,  celte  équation  ne 

X 

pourra  avoir  que  m  racines  dUiinetetf  de  sorte  que  la  résolution  de  la 
proposée  sera  ramenée  li  celle  de  deux  équations,  Tune  du  degré  m  et 
l'autre  du  second  degré,  qui  est  l'équation  [21. 
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Ainsi ,  pour  former  une  quelconque  des  fonctions  qui  entrent 
dans  le  premier  membre  de  l'équation  [4],  il  faut  multiplier  la 
précédente  par  y  et  retrancher  du  produit  la  fonction  anté-^pré- 
eédente.  Or,  on  a 


donc  «'+:3  =  y*~"2, 


1 


«'+i=y*-V-f«, 


etc. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  [4],  réiimination 
de  X  se  trouvera  effectuée ,  et  on  voit  se  réaliser  ce  que  nous 
avions  prévu ,  savoir  que  Féquation  finale  en  y  sera  du  m">*  de- 
gré. On  résoudra  donc  cette  équation  finale,  et  ensuite  on  sub- 
stituera successivement  chacune  de  ses  racines  dans  la  formule 

„      y±v/y«— 4 
^—         2 

tirée  de  Téquation  [3],  ce  qui  fera  connaître  toutes  les  racines 
de  la  proposée. 

619.  Remarquons  que  Téquation  [1]  peut  avoir  plusieurs 
racines  égales  à  -|- 1  ou  à  —  1 ,  car  le  caractère  de  cette  équation 
•est  qu'elle  est  vérifiée  par  chacun  des  quotients  que  Ton  trouve 
en  divisant  Tunité  par  chacune  de  ses  racines.  En  conséquence, 
on  commencera  par  essayer  si  -f-1  et  — 1  la  vérifient,  et  on 
cherchera  ensuite  combien  de  fois  chacun  de  ces  nombres  se 
trouve  parmi  ses  racines  (007);  puis  on  divisera  son  premier 
membre  par  le  produit  des  facteurs  du  premier  degré  corres- 
pondants à  toutes  ces  racines  -|~1  et  — 1,  et  on  appliquera 
ensuite  à  Téquation-quotient  la  méthode  quo  nous  venons 
d'exposer. 
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620.  Exemple.  Résoudre  l'équation 

(p(57)=a7*®— 2x* — ia^+6aP +3x^-^x^+3x^+60? — ^x*—2x+\=0. 

La  substitution  de  -{- 1  et  de  —  1  dans  cette  équation  montre 
que  ces  nombres  la  vérifient.  Pour  connaître  le  degré  de  multi- 
plicité de  ces  deux  racines,  je  forme  les  dérivées  successives  du 
premier  membre  de  la  proposée ,  et  je  trouve 

ç'0)=o.       ç'M)=Oi 

la* 


1.2.3  -'*• 
,^^*\  =  2l<Kr»— 252a!*— 280a?*+210a^4-45a;»— 40*4-3  ; 

1.2. 3.4     ^ 

♦ 

Ainsi  il  y  a  deux  racines  égales  à  4-^  et  quatre  égales  à  —1 . 

En  conséquence,  je  divise  le  premier  membre  de  la  proposée 
par  («— lf(.a?  +  l)*=«*-}-2a:*— a?*— 4ic*— «•+2a:-f  1 ,  et  en 
égalant  à  zéro  le  quotient  de  cette  division,  je  forme  l'équation 

d*o(i  je  tire  successivement 

y=l,     a?= 5 

6S1.  2*  Cas.  Véqwdim  est  de  degré  pair ^  et  les  coefficients 
des  termes  équidistants  des  extrêmes  sont  égaux  et  de  signes 
contraires  y  mais  le  terme  du  milieu  mangue. 
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Si  Ton  fait  ^=r  i  dans  celte  équation ,  il  est  clair  qu'elle  sera 
vérifiée,  puisque  tous  ses  termes  se  réduiront  à  leurs  coeffi- 
cients. Elle  le  sera  encore  par  a;=  —  1  ;  en  effet,  deux  termes 
équidistants  des  extrêmes  sont  tous  deux  de  degré  pair,  ou  tous 
deux  de  degré  impair;  de  sorte  que,  quand  on  y  fera  â;= — 1, 
ils  se  réduiront  à  leurs  coefficients  pris  avec  leurs  signes  ou  avec 
des  signes  contraires;  mais  ces  coefficients  ont  des  signes  diffé- 
rents, donc  nos  deux  termes  s'entre-détruiront  ;  donc  x=  —  1 
est  une  racine  de  la  proposée ,  et  par  conséquent  le  premier 
membre  de  cette  équation  est  divisible  par  {x^^l).  On  effec- 
tuera la  division  de  ce  premier  membre  par  (ar*--!),  et,  en  éga- 
lant le  quotient  à  zéro,  on  formera  une  équation  qui  aura  pour 
racines  toutes  celles  de  la  proposée,  sauf  les  deux  racines  -{- 1 
et  — 1.  Cette  équation  sera  donc  réciproque;  elle  sera  de  degré 
pair,  et  son  dernier  terme,  qui  est  le  quotient  du  dernier  terme 
— 1  de  la  proposée  par  le  dernier  terme  •— 1  du  diviseur  (58)8era 
4-1  ;  donc  elle  sera  de  la  forme  de  l'équation  [1]  et  serésoudra 
en  conséquence  de  la  même  manière.  Sa  résolution  se  ramènera 

ainsi  à  celle  d'une  équation  du  degré  — - —  =  m  —  1. 

62S.  3*  Cas.  L'équation  est  de  degré  impair  et  les  coefficients 
des  ternies  équidistants  des  extrêmes  sont  égaux  et  de  mêmes 
signes. 

.  On  verra  facilement  que  —  1  est  racine  de  cette  équation,' 
car  deux  termes  équidistants  des  extrêmes  sont  l'un  de  degré 
pair  et  l'autre  de  degré  impair  ;  de  sorte  que  pour  x=  — I, 
l'un  de  ces  termes  se  réduira  à  son  coefficient ,  et  l'autre  à  son 
coefficient  changé  de  signe.  Donc  ces  deux  termes  s'entre-dé- 
truiront.  On  divisera  donc  le  premier  membre  de  l'équation 
proposée  par  (â?-|-l),  et  en  égalant  le  quotient  à  zéro,  on  for- 
mera une  équation  réciproque,  de  degré  pair,  et  dont  le  der* 

nier  terme  sera  ^=-{-1  ;  donc  elle  sera  de  la  forme  [1].  Si 
{2m  4- 1}  est  l'exposant  du  degréde  l'équation  proposée,  sa  ré- 

solution  dépendra  de  celle  d'une  équation  du  degré  ---=01. 

2 
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685.  4*  Cas.  E équation  est  de  degré  impair  ei  les  coefficients 
des  termes  équidistants  des  extrêmes  sont  égaux  et  de  signes 
contraires. 

On  verra  facilement  que  -f-l  est  racine  de  cette  équation,  et 
qu'en  divisant  son  premier  membre  par  (x— 1) ,  on  retombera 
sur  une  équation  de  la  forme  [!]• 

S  n.  DE  QUELQUES  PROBLÈMES  QUI  CONDUISENT  A  DES 

ÉQUATIONS  SUSCEPTIBLES  D'ABAISSEMENT. 

•*•  • 

6114.  PaoBLÈMB  I.  Etant  données  deux  équations  {^(x)  =  0 
et  4<x)=:0,  trouver  les  relations  qui  doivent  exister  entre  leurs 
coefficients  indéterminés^  pour  qu'elles  aient  n  racines  com^ 
munes;  puis  en  supposant  ces  conditions  remplies  y  calculer  ces 
racines. 

Si  les  deux  équations  f^x)=0  et  ^x)=Q  ont  n  racines  com- 
munes, le  premier  membre  de  chacune  sera  divisible  par  le 
produit  des  facteurs  du  premier  degré  correspondants  à  ces 
racines;  de  sorte  que  ces  premiers  membres  devront  avoir  un 
plus  grand  commun  diviseur  du  n°**  degré.  En  conséquence, 
on  cherchera  ce  plus  grand  commun  diviseur,  et  on  s'arrêtera 
à  un  reste  du  degré  (n — 1).  Ce  reste,  qui  sera  de  la  forme 

devra  être  nul ,  indépendamment  d'aucune  valeur  particulière 
donnée  à  x  :  donc  il  faudra  que  les  coefficients  des  diverses 
puissances  de  x  soient  nuls  (580*^) ,  ce  qui  donnera  les  n  équa- 
tions de  condition 

Ai  =  0,    Ai=0,    A,=0,  ...A„  =  0, 

auxquelles  devront  satisfaire  les  coefficients  indéterminés  des 
équations  proposées,  pour  qu'elles  aient  n  racines  communes. 
Le  problème  sera  donc  déterminé ,  indéterminé  ou  impossible, 
suivant  que  le  nombre  de  ces  coefficients  sera  égal  à  fi,>'n 
ou  <n. 
Si  l'on  suppose  ces  conditions  remplies  et  qu'on  veuille  déter- 
c.  32 
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miner  les  raeines  communes  aux  deux  équations  f(;r)=0 
et  ^{x)  =  0 ,  QB  cherchera  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
leurs  premiers  membres ,  et  en  résolvant  Téquation  formée  en 
régalant  à  léro»  on  obtiendra  les  racines  communes  à  ces 
équations. 

Si  maintenant  on  divise  ff{x)  t\  ^(ip)  par  le  plus  grand  coiq- 
mun  diviseur  trouvé  D,  et  qu'on  égale  les  quotients  à  zéro,  on 

obtiendra  deuxéquatiops'Tv-=0  etï|Y^=0  qui  auront  pour 

racines  les  autres  racines  des  équations  proposées,  de  sorte  que 
leur  résolution  dépendra  ainsi  de  celles  d'équations  de  degré 
moindre. 

625.  Problème  II.  Étant  donnée  une  équation  du  degré  m  à 
coefficients  indéterminés ^  trouver  les  relations  qui  doivent  exis- 
ter entre  ces  coefficients j  pour  que  deux  racines  de  la  proposée 
satisfassent  à  f  équation  à  deux  inconnues  py+q2=r,  et  dé- 
terminer ces  racines^  lorsque  les  conditions  dont  il  s'agit  sont 
remplies. 

Soient  a  et  6  deux  racines  de  Téquation  ^{x)  =  0  qui  véri- 
fient l'équation  jpy+jr-5=r  :  on  aura  donc 

?(a)==0,    <p(«==0,    jpa+g6=r. 

On  tire  de  cette  dernière  6  =  — ^  et  par  conséquent 
(p  (      ^\  =0  ;  d'où  l'on  voit  que  les  deux  équations 

(p(a?)=0    et    y  r~^^\  =  o 

ont  la  racine  comipune  a,  et  qu'ainsi  leurs  premiers  membres 
ont  un  commun  diviseur.  En  conséquence,  on  cherchera  le  plus 

grand  commun  diviseur  des  polynômes  (^x)  et  <p  ( — —j ,   on 

poursuivra  Topération  jusqu'à  ce  qu'on  soit  arrivé  à  un  reste 
indépendant  de  a?,  et,  en  égalant  ce  reste  h  zéro,  on  obtiendra 
la  relation  demandée. 
Si  la  proposée  doit  avoir  n  couples  de  racines  qui  vérifient 
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l'équation  py-f  9^=:r,  le  plus  grand  commun  diviseur  dont  il 
s'agit  devra  être  du  »"*  degré,  de  sorte  qu'on  arrêtera  le  calcul 
nécessaire  pour  le  déterminer  au  reste  du  (n — 1)"'  degré,  le- 
quel sêMi  de  la  forme 

d'où  l'on  conclura  les  n  équations  de  condition  (580*) 

Ai  =  0,  À|=0,  à,  =  0,...Ah  =  0. 

Si  Ton  suppose  ces  conditions  satisfaites,  on  trouvera  néces- 
sairement un  plus  grand  commun  diviseur  D  entre  les  poly- 
nômes ^x)  et  y(  )>^t,  en  l'égalant  à  zéro,  on  formera  une 

équation  dont  la  résolution  fera  connattre  les  racines  de  «p(â?}=0 
qui  doivent  être  mises  à  la  place  de  y  dans  l'équation  j7y-f~9^=^  \ 
de  sorte  que  pour  avoir  leurs  conjuguées,  il  n*y  aura  qu'à 
remplacer  y  par  ces  valeurs  trouvées  de  x  dans  la  formule 

9 
On  voit  donc  que  si  le  plus  grand  commun  diviseur  D  est 

d'un  degré  supérieur  au  premier,  il  y  aura  en  général  autant  de 
couples  de  racines  de  l'équation  ^â?)=0,  qui  satisferont  à  l'é- 
quation py  -f  9' = ^9  4u'î'  ®^^  marqué  par  le  degré  de  ce  plus 
grand  commun  diviseur. 

Toutefois ,  cette  conséquence  serait  inexacte  si  la  proposée 
avait  une  raciqe  c  telle  que —  f  ftt  égale  à  c,  ou,  ce  qui  revient 

au  même,  si  elle  avait  une  racine  c = — r-  •  En  effet,  cette  racine 

vérifie  l'équation  «pf -^^^^  j=0  puisque,  d'après  notre  hypo- 
thèse, faire  x=^c  dans  cette  équation,  c'est  faire  x=zc  dans  la  pro- 
posée. Donc  c  est  racine  de  D=0,  de  sorte  que  cette  équation 
détermine  non-seulement  les  racines  de  ^(x)=0  qui,  conjointe- 
ment avec  une  autre  racine  de  la  proposée,  satisfont  à  py'\-qz=r^ 

mais'encore  celle  des  racines  de  la  proposée  qui  est  égale  à  r^r^ 
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si  cette  équation  en  a  gne  pareîllo ,  et  elle  la  donne  autant  de 
fois  que  celte  racine  enUre  dans  la  proposée. 

Ainsi,  avant  de  s'occuper  de  la  recherche  des  racines  de 
9(07) =0  qui  satisfont  à  py-)-9z=r,  on  oonunencera  par  exa- 

miner  si  — ; —  est  une  racine  de  cette  équation,  et  on  devra  la 

débarrasser  de  toutes  les  racines  égales  à  ,  qu'elle  pourra 
contenir,  ce  qui  ne  saurait  présenter  de  difficulté. 

626.  S\p=.q^  les  deux  équations  ç(d:)=0  et  <p(-^^^j  =  0 

seront  également  satisfaites  par  x=a  et  par  a:=6,  de  sorte  que 
ces  quantités  seront  racines  de  0=0  ;  et  en  effial  a  ne  représentant 
pas  une  des  deux  racines  qui  vérifient  pCv -h  ^)=^^  plutôt  que 
l'autre,  l'équation  qui  détermine  a  devra  aussi  déterminer  b. 
Donc  réquatiùn  D  =0  nous  donnera  tcus  les  couples  de  racines 

de  9(x)=0 dont  la  somme  est-]  mais  elle  devra  avoir  encore 

pour  racines  toutes  celles  de  la  proposée  qui  sont  égales  à  — • 

xp 

r 

627.  Si  aucune  des  racines  de  9(^7)= 0  n'est  égale  à  ^,  et 

que  ces  racines  puissent  être  accouplées  de  telle  sorte  que  .la 

somme  des  deux  racines  de  chaque  groupe  soit  égale  à  -,  on  voit 

que  l'équation  D=0  aura  les  mêmes  racines  que  la  proposée, 
et  qu'ainsi  notre  méthode  deviendra  illusoire.  Mais  alors  on  ob- 
servera que  si  l'on  choisit  une  inconnue  auxiliaire  qui  soit  une 
fonction  symétrique  quelconque  des  deux  racines  conjuguées  a 
et  b  (656},  comme  t=zab^  ou  f  ^a'-j-ô*,  etc.,  cette  inconnue 
aura  autant  de  valeurs  qu'il  y  a  de  racines  dans  la  proposée  ;  mais 
comme  elles  sont  égales  deux  à  deux,  l'équation  en  /  s'abaissera 
à  une  équation  de  degré  sous-double ,  en  extrayant  la  racine 
carrée  de  ses  deux  membres.  Cette  équation  s'abaissera  encore  à 
une  autre  de  degré  sous-double,  si  l'on  pose  t=za — 6,  car  alors 
les  valeurs  de  t  seront  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires. 
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Toutefois,  dans  le  cas  actuel ,  il  vaudra  encore  mieux  irans* 
former  Téqualion  proposée  en  une  autre  dont  les  racines  soient 

égales  aux  siennes  diminuées  de  ^  (ce  qui  revient  (888)  à  faire 

évanouir  le  deuxième  terme  de  la  proposée;  car  les  deux  racines 

r  r 

conjuguées  a  et  A,  dont  la  somme  est-,  deviendront  a — ^  et 

f 
h — â~»  de  sorte  que  leur  somme  sera  alors  égale  à  zéro.  De 

cette  manière  l'équation  transformée  aura  ses  racines  deux  à 
deux  égales  et  de  signes  contraires;  donc  elle  sera  réductible  à 
une  équation  de  degré  sous-double. 

828.  PROBiiMBlII.  rcytia^io»x*+2x*—21x«— 22x4-40=0 
a  ses  racines  en  proportion  par  différence  :  calculer  ces  racines. 

l'*  Solution.  La  somme  des  quatre  racines  étant  — 2,  on 
voit  que  la  somme  des  deux  moyens  et  celle  des  deux  extrêmes 
de  la  proportion  qu'elles  forment  est  égale  à  —  1  ;  donc  nos 
quatre  racines  fout  deux  groupes ,  tels  que  la  somme  des  ra- 
cines contenues  dans  chacun  est  égale  à  —  1  ;  nous  transfor- 
merons donc  notre  équation  en  une  autre  dont  les  racines 
soient  égales  aux  siennes  diminuées  de  —  ^  (827)  ;  ainsi  nous 
poserons  y  c=  â?  -j-  i  >  d'où  â?  =  y  —  ^ ,  et  nous  trouverons 

et  par  suite  or  =.4,  x=z  —  5,  aî=  1,  a?  =  —  2. 

2*  Solution.  On  peut  résoudre  ce  problème  encore  plus  sim- 
plement de  la  manière  suivante. 

La  somme  des  deux  moyens  de  la  proportion  formée  par  les 
racines  étant  —  l ,  on  voit  que  si  l'on  appelle  y  leur  produit,  on 
obtiendra  ces  racines  en  résolvant  l'équation  a^'\'X'\-y=zO^ 
de  sorte  que  le  premier  membre  de  cette  équation  devra  diviser 
celui  de  la  proposée.  On  effectuera  donc  cette  division ,  et  on 
s'arrêtera  à  un  reste  du  premier  degré  par  rapport  à  x ,  lequel 
sera  de  la  forme  Mx  -|-  N.  Or,  si  la  valeur  de  y  était  connue,  on 
la  substituerait  dans  ce  reete,  et  il  devrait  s'anéantir  indépen- 
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damment  de  x;  donc  cette  valeur  de  y  est  une  racine  commune 

aux  deux  équations  M^O  et  N=0.  En  conséquence,  on  oher- 

chera  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  M  et  N,  et 

en  régalant  à  zéro ,  on  obtiendra  la  valeur  cherchée  de  y.  Mais 

comme  y  ne  représente  pfls  le  produit  des  moyens  plutôt  que 

celui  des  extrêmes ,  puisque  la  somme  des  extrêmes  est  —  1 

comme  celle  des  moyens,  le  plus  grand  commun  diviseur  sera 

du  second  degré. 

En  effectuant  ces  calculs,  on  trouvera  que  le  reste  qui  suit 
celui  du  deuxième  degré  en  ^rest  y^-\-22y'\-40j  de  sorte  qu'en 

régalant  à  zéro,  on  trouvera  y  = — 2  et  y=:  —  20.  On  sub- 
stituera donc  ces  valeurs  successivement  d^ns  la  formule 

w=z ^ 2.  tirée  de  l'équation  «■  +  »  +  y=^»  ^  ^ 

viendra  ainsi  a?  =  l,  a?= — 2,  a?  =  4,  x= — 5. 

629.  Problâmb  IV.  Trouver  les  relations  qui  doivent  exister 
entre  les  coefficients  indéterminés  d'une  équation  cp(x}=0,/x>tir 
qu'elle  ait  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires. 

Ici  r=0  et  g=-|-Pi  de  sorte  que  pour  résoudre  le  problème, 
il  faudra  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  {ure- 
miers  membres  des  équations 

tf(x)  =  0    et    9(— a:)  =  0*, 

et  exprimer  que  le  reste  du  premier  degré  par  rapport  à  o;  est 
identiquement  nul  (SîtO"^).  Mais  j'observe  qu'au  système  de  ces 
deux  équations  on  peut  substituer  le  système  formé  de  leur 
somme  et  de  leur  différence  :  or,  la  somme  de  leurs  premiers 
membres  est  le  double  de  la  somme  des  termes  de  degré  pair 

*  Pour  traiter  cette  i^uesUon  directement,  et  c'est  ce  qu'il  Taut  toujours 
faire  dans  un  examen^  on  dira  :  si  Je  transforme  l'é<|uaUoil  proposée  en 
une  autre,  dont  les  racines  soient  égales  et  de  signes  contraires  aux  sien- 
nes, j'obtiendrai  une  équation  9(—x]=o,  qui  aura  deux  racines  commu- 
nes avec  la  proposée  (p(;v)=o,  de  sorte  que  leurs  premiers  membres  devront 
avoir  un  commun  diviseur  du  second  degré  :  il  faudra  donc  chercher  ce 
plus  grand  commun  diviseur,  et  exprimer  que,  etc. 
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dans  la  proposée  ;  leur  différence  est  le  double  de  la  somme  des 
termes  de  degré  impair  de  cette  même  éqUatlon,  lacpielle  somme 
pourra  être  divisée  par  x  ;  en  conséquence,  au  lieu  de  chercher 
le  plus  grand  commun  divisent  entre  (p(â?)  et  f  (— â?},  on  le  cher- 
chera entre  la  somme  ded  termes  de  degré  pair  de  réqua<>- 
tioh  (p(;r)=0  et  la  sommé  de  ses  ti^rmés  de  degré  impairi  di<^ 
visée  par  x,  de  sorte  que  les  restes  qUe  Ton  obtiendra  ainsi  ne 
renfermeront  que  des  termes  de  degfé  pair  ;  par  co&séquent  le 
reste  qui  correspondra  au  diviseur  dti  détlxiètlie  degré  sera  in- 
dépendant de  t^  et,  en  l'égalant  à  zéro,  on  aura  la  relatioti  de- 
mandée. 

630.  Phoblèue  V.  Trfmver  les  relations  qui  doivent  eooistet 
entre  les  coefficients  indéterminés  de  Féqtiation^{îi)=Op(>urque 
deux  de  ses  racines  soient  dans  le  rapport  de  1  à  q. 

Il  suffira  de  supposer  r=:Oetp  =  —  1  dans  la  solution  dti 
problème  II,  ce  qui  conduihi  à  chercher  le  plus  grand  commun 

diviseur  des  deux  polynômes  ^(x)  et  <p  f  -  j  et  à  égaler  à  zéro  le 

reste  indépendant  de  x  ^ 

Si  l'on  veut  qu'il  y  ait  n  couples  de  racines  dont  le  rapport 
yHt  q,  on  observera  que  le  plus  grand  commun  diviseur  des  po- 
lynômes ^x)  et  f  i-A  devra  être  alors  du  n""*  degréi  et  qu'ainsi 

il  faudra  égaler  à  zéro  les  coefficients  des  diverses  puissances 
de  X  dans  le  reste  correspondant 

ce  qui  donnera  les  n  équations  de  condition 

Ai= 0,  At=0, .  • .  A«  =  0. 
Mais  si  le  rapport  q  n'est  pas  donné,  ce  qui  arrivera  si  l'on 

!■  --  -  I  II  -  ---  ■■■■■■■■■ 

*  Pour  traiter  cette  question  d  prtoH,  nous  dirons  :  si  nous  trktisfbhiions 
l'équation  proposée  en  une  autre,  dont  les  racines  soient  q  Tois  plus  gran- 
des que  les  siennes,  nous  obtiendrons  une  équation  ^f-Wo,  qui  aura 

une  racine  commune  avec  9(0;)  =  0;  de  sorte  que  leurs  premiers  tnémbrcs 
auront  un  commun  diviseur  du  premier  degré,  etc. 
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demande  seulement  que  2o  racines  de  <p(x)  forment  une  suite  de 
rapports  igo^x^  on  observera  que  les  n  équations  précédentes 
devront  être  vérifiées  par  une  même  valeur  de  9,  de  sorte  que 
leurs  premiers  membres  doivent  avoir  un  commun  diviseur.  On 
cherchera  donc  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  deux  des 
polynômes  Al,  Ai, ...  A«,  et  on  s'arrêtera  à  un  reste  indépen- 
dant de  q^  que  l'on  égalera  à  zéro;  puis  on  exprimera  que  le 
reste  du  premier  degré  que  Ton  aura  ainsi  trouvé,  divise  les 
premiers  membres  de  toutes  les  autres  équations ,  et  l'on  ob- 
tiendra ainsi  (» — 1)  équations  de  condition  qui  résoudront  la 
question.  Elles  résultent,  comme  on  voit,  de  l'élimination 
de  g,  entre  les  n  équations  Ai=0,  A|=0, .  •  •  An^=0. 

631.  Problème  YI.  Ias  quatre  racines  de  l'équation  x^— Ax* 
-j-Bx* — Cx-|-D=0  forment  une  proportion  par  quotient  :troU' 
ver  ces  racines. 

On  pourrait  déduire  la  solution  de  ce  problème  de  ce  que 
nous  venons  de  dire,  mais  la  méthode  suivante  y  conduit  plus 
rapidement. 

Soient  a,  6,  c,  d  les  quatre  racines  demandées  telles  que 
ad=2bc.  Je  remarque  que  Yotï^'\-C=abe-{'abd-\-acd'\-bcd 
—ad{h  +  c)  +  bc{a^d)  =ad{a -f-  6  -f- c?  +  d)=+kad,  d'où 

adz^-r.  On  connaît  donc  ainsi  le  produit  des  deux  extrêmes, 

de  sorte  que  si  Ton  peut  trouver  leur  somme,  il  sera  facile  de 
les  déterminer.  Soit  y  cette  somme,  nos  deux  extrêmes  seront 

ainsi  les  racines  de  l'équation  a:*— yâ?-j-j  =  0,  dont  le  pre- 
mier membre  devra  par  conséquent  diviser  celui  de  la  proposée. 
On  efTectuera  donc  la  division  deâ?*— Aâ!:*-f  Bjc*— Cr-f-D  par 

«*— y^+T>  «te-  (®*8,  2«  solution). 

Exemple,  ar^+ic'— 7ir*+^+^  =  0.  On  trouvera  M  =  y* 
+y»— 1  ly=OetN=— 2y'— 2y+22=0;  parsuîley= j"» 
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6S2.  PaoBtÈlis  VII.  Trouver  les  relations  qui  doivent  exister 
entre  les  coefficients  indéterminés  de  f  équation  o(x}=0  fKMir 
que  ses  racines  forment  une  progression  par  quotient. 

Soit  9  la  raison  de  cette  progression  :  si  Ton  transforme  Tëqua- 
tion  <p(a?)=0  en  une  autre  dont  les  racines  soient  q  fois  plus 

grandes,  nous  obtiendrons  une  transformée  ^ (-j=Oquiaura 

(m — t)  racines  communes  avec  la  proposée,  de  sorte  que  les 

polynômes  f^x)  et  ^  (  -  j  auront  un  commun  diviseur  du  degré 

{m — 1)  ;  on  cherchera  donc  ce  plus  grand  commun  diviseur, 
et  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  x  dans  le  reste  du  de- 
gré (m —  2),  on  obtiendra  (m -^1)  équations  qui  résoudront 
le  problème ,  si  ;  est  connue.  Mais  si  cette  raison  n'est  pas 
donnée,  il  faudra,  comme  on  l'a  vu  (630),  éliminer  q  entre 
ces  (m —  1)  équations,  ce  qui  réduira  à  (m — 2}  le  nombre  des 
conditions  demandées. 

635.  Peoblèmi  VIII.  Résoudre  une  équation 

dont  les  racines  forment  une  progression  géométrique. 

Nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  la  raison  sera  ou 
ne  sera  pas  donnée. 

1**  Cas.  Soit  q  la  raison  :  les  m  racines  de  la  proposée  pour- 
ront être  représentées  par 

a,  og,  flj*, . .  •  flj***"*, 

de  sorte  que  I  on  aura — A  =  '■■^ — r-^,  d  où  a  = \ — 7-. 

^  q — 1    '  g* — 1 

On  connaîtra  de  cette  manière  une  des  racines  extrêmes,  et  par 

suite  toutes  les  autres. 

2*  Cas.  Appelons  encore  q  la  raison  inconnue  de  la  progres- 
sion :  nous  avons  vu  que  les  deux  équauous  (p(ar)=0  et 

tp  f-Wo  devaient  avoir  lesmracinescommunesof  ,09*,...^$'*^*; 
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on  cherchera  donc  le  plus  grand  commun  diviseur  de  leurs 
premiers  membres  et  on  écrira  que  le  reste  du  (m— 2)"'*  degré 

est  identiquement  nul,  ce  qui  donnera  les  (m — 1)  équations  de 

condition 

Ai=iO,  A,=0,»...A«_i=0, 

qui  devront  avoii*,  pour  racine  commune,  la  raison  q  de  la  pro- 
gression. Mais  comme  il  n'y  a  pas  de  motif  pour  regarder  oette 
progression  comme  étant  croissante  plutôt  que  décroissante, 

elles  auront  aussi  la  racine  commune  -.  Par  conséquent  leors 

premiers  membres  auront  un  commun  diviseur  du  second  de^ 
gré,  lequel  sera  le  coefficient  Ai  de  a?*~',  dans  le  premier  tetme 
du  reste;  car  ce  coefficient  est  du  detitième  degré  par  rapport 
à  q,  comme  nous  le  Verrons  tout  à  Theure.  On  régalera  donc  à 
zéro,  ce  qui  fournira  une  équation  d'où  l'on  tirera  la  valeur 
de  9,  et  on  rentrera  ainsi  dans  le  premier  cas  ;  mais  il  sera  plus 
simple  de  remplacer  q  par  sa  valeur  dans  l'équation  formée  en 
égalant  à  zéro  le  quotient  de  la  division  de  ^ (ar)  par  le  reste  du 
(m — 1)™*  degré,  car  on  aura  ainsi  très-simplement  une  des  ra- 
cines extrêmes. 

J'ai  dit  que  Ai  était  un  polynôme  du  deuxième  degré  par  rap- 
port à  g  ;  en  effet,  l'équation  ç(  -  j=0  revenant  à 


on  pourra  substituer  au  ëystème  de  cette  équation  et  de  la  pro- 
posée, lin  système  formé  de  cette  proposée,  et  de  l'équation 

kx'^^  +  B{q+\)af^+C(q^+q  +  l)3r^  +. .  .=0 

obtenue  en  divisant  par  (g~l)  la  différence  de  leurs  premiers 
membres.  Le  premier  membre  de  cette  dernière  équation  doit 
donc  diviser  ^(x)^  ou,  pour  éviter  les  quotients  fractionnaires, 
k\{x).  En  effectuant  cette  division,  on  trouvera  pour  quotient 
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Ad?+jà*— B(y4-^)j  et  pour  ooefficient  du  premier  terme  du 
reste  correspondant 

At=(lP— AC)5^+(2IP-A"B— AC)g+B«— AC. 

Ainsi ,  la  résolution  de  Téquation  proposée  se  trouve  ramenée 
à  celle  des  deux  équations 

(P— AC)y>+(2B«— A«B-"AC)y  +  B«  — AC  =  0 

et  Aaî+A*— B(g-f-l)=0. 

Bdt  f  par  exemple  t  Téquation 

jp(a?)  =  aî»  — l&r*-h70aî«— lîOi»  +  64  =  0, 
on  aura 

(p  (-^  =  ir*  —  I6qa»  +  rOjV  —  l«Og»it?  +  64j»=0, 

^^^_^ —  =  15j^— 70C?+l)j^4-120(y*+g+l)«— . .  .=0. 

Le  quotient  de  la  division  de  ff{x)  par  le  premier  membre  de 
cette  dernière  équation  est  â?^  149—31,  «t  le  reste  a  pour 
coefficient  de  son  premier  terme  310(2g^ — 6g +2). 

En  égalant  ce  reste  à  zéro,  on  trouvera  q=2eiq=^^.  Mais 
comme,  pour  effectuer  la  division ,  on  aura  multipliéle  premier  di- 

vidende  par  1 5  et  le  second  par  3,  c'est  l'équation  ^-| ^r —  =0 

qui  donnera  la  première  racine.  En  faisant  g^2,  mi  trouve 
â?  =  1  et  ainsi  les  racines  sont  1,  2,  4,  8. 
634.  Problème  IX.  Étant  donnée  une  équation  algébrique 

<p  (ar)  =  aï*  +  Pia?"^*  +  P,"^« +. . .  +  Pii.=bO 

dont  les  racines  forment  une  progression  par  différence ,  r^* 
soudre  cette  équation. 

En  appliquant  à  cette  équation  une  méthode  analogue  à  celle 
que  nous  venons  d'exposer,  on  parviendrait  à  la  résoudre  ;  mais 
nous  préférerons  le  procédé  suivant  qui  est  aussi  simple,  et  qui  a 
d'ailleurs  l'avantage  d'ofirir  une  application  intéressante  de  la 
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méthode  des  eoeffkienis  indéterminé»  dont  on  fût  un  si  fréquent 
usage  dans  l'analyse  transcendante  (388). 

Si  a  est  la  première  racine  de  notre  équation  et  que  r  dé- 
signe la  raison ,  on  aura  ioiniédiatement  (368) 


P      {2g4-(«  — l)r|m 


3  [5]. 

D*un  autre  côté,  il  est  évident  que,  si  da  carré  du  coefficient 
du  deuxième  terme  de  Téquation  proposée  on  retranche  le 
double  de  celui  du  troisième ,  le  reste  Pi'  — 2P|  sera  égal  à  la 
somme  des  carrés  des  racines.  Cherchons  donc  comment  cette 
somme  est  composée  en  a  et  en  r,  car  nous  obtiendrons  de  cette 
manière  une  seconde  équation  entre  ces  deux  inconnues. 

J'observe  d'abord  que  la  formule  [ô]  nous  montre  que  b 
somme  des  premières  puissances  des  racines  de  la  proposée 
est  une  fonction  du  second  degré  du  nombre  m  de  ces  ra- 
cines, de  la  forme  Am'-j-Bm;  il  est  donc  naturel  de  penser 
que  la  somme  S|  de  leurs  secondes  puissances  est  de  la  forme 
Am'-|-B0i*-f  Ci9»,  de  sorte  que 

*A,  B,  G  étant  des  coefficients  indéterminés  dont  il  s'agit  de 
trouver  les  valeurs.  Or,  si  l'on  ajoute  un  terme  de  plus  a-f-mr 
à  la  progression,  il  faudra  que  la  somme  des  carrés  des  termes 
de  cette  nouvelle  progression ,  se  déduise  de  la  précédente  en 
y  changeant  m  en  (m-|- 1)  ;  donc  on  aiu*a 

S,+(a+iiir)«=A(m+l)*+B(i»+l)«H-C(m  +  l). 

Je  retranche  de  cette  équation  la  précédente ,  et  je  trouve , 
toutes  réductions  faites , 

rf+2ariii-hf^'=A(3m»+3m  +  l)  +  B(2m  +  l)-|-C, 

équation  qui  doit  être  vraie ,  quelle  que  soit  la  valeur  que  Ton 
assigne  à  m  :  donc  les  coefltcients  des  mêmes  puissances  de  m 
dans  les  deux  membres  doivent  être  égaux,  donc 

3i=f^,    3i  +  2B=2ar,    1  +  B  +  C=a». 
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d'oà 

^  =  3'     *=— r-'     ^^ 6         ' 

et  par  conséquent 

Or,  si  dans  cette  formule  on  suppose  m=2,  elle  donne 
Si=r»4-2«r+2û«=a*+(tf-f  r)*  :  donc  elle  est  vraie  pour  m=2; 
mais  il  résulte  de  la  méthode  même  qui  nous  y  a  conduits  que 
si  elle  est  vraie  pour  une  certaine  valeur  de  m ,  elle  Test  pour 
la  valeur  suivante  de  cette  quantité,  donc  cette  formule  est  gé* 
nérale  "*. 
La  seconde  équation  du  problème  sera  ainsi 

P,-2P,  = — , 

ou  bien 

^ir       ^^     I  2m«— 3W+1  .      Pi«— 2P, 

Retranchons  de  cette  équation  le  carré  de  l'équation  [5J  mise 
sous  la  forme 

.  ««—1  Pi 

^2  «i* 

*  GetU  méUiode  est  générale,  et  pourra  être  employée  avec  succès 
pour  calculer  la  somme  de  telles  puissances  semblables  que  Ton  vou- 
dra des  termes  d'une  progression  par  différence.  Si  Ton  cherche ,  par 
exemple,  la  somme  Si  des  cubes  des  m  premiers  termes  de  la  progression 
•i-a.(a+r;.(a+2r)...,  on  trouvera 

08= 7 ■ • 

En  faisant  a=:r=  l  dans  cette  formule  et  dans  la  précédente,  il  viendra 

-      m(in-H)(2m+l)      .    ^  _m'(m-H)« 

S,= — et  S,- — j 

Au  moyen  de  ces  formules,  on  calculera  la  somme  des  carrés  et  la  somme 
des  cubes  des  m  premiers  nombres  enUers.  (Voir  précédemment  au  n*  3S7 
et  plus  loin  aux  appllcaUons  du  calcul  inverse  des  diff '^renées.) 
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il  viendra 

»*— 1  ^  _  Pi'Çffi— 1)— 2Ptm 
2».3  m*  * 

d'où 

m  V  m^ — 1  ' 

et  par  conséquent 


a 


v^ 


62Mt.  Dans  les  applications,  si  l'on  n'a  pas  ces  deux  formuLea 
ppésentes  à  l'esprit,  on  fonnera  directement  la  sooune  des  carrés 
des  racines  de  la  proposée.  Prenons  pour  exemple  l'équatiQU 

On  aura  d'abord ,  en  faisant  la  somme  des  racines  a^a-^-r^ 
a  +  2r,  a+3r,  a+4r, 

6a-[-10r=— :5,    ou    aH-2r=— 1. 

En  faisant  ensuite  la  somme  de  leurs  carrés 


aS 


a'+2ar  +  r*, 
cf  -f-  Aar + 4r", 
à*  +  6ar4-9r', 

on  trouvera  pour  deuxième  équation 

5a*+20ar  +  30r*  =  25 +  20=45, 

ou  a*+4ar  +  6r'=9. 

Je   retranche   de  cette  équation  le  carré  de    la  première 
a+2r= — 1,  ce  qui  donne 

2f*=8,    d'où    r=db2    et    a=— 5    ou    a  =+3. 

Ainsi  les  racines  sont  — 6,  — 3^  —  1,  -|-1,  4-3. 


CHiPITRE  XX. 

DES  FONCTIONS  SYMÉTRIQUES. 


656.  On  appelle  fonction  symétrique  deplmieur$  quantités 
une  fonction  de  ces  quantités  çfui  ne  change  pas  lorsqu'on  y  per^ 
mute  detup  quelconques  d^ entre  elle^.  Ainsi  les  coefficients  d'une 
équation  sont  des  fonctions  symétriques  de  ses  racines. 

637.  Pour  former  une  fonction  symétrique  quelconque  de 
plusieurs  quantités  a,  6,  c,  d,...  on  fait  la  somme  de  tous  les 
arrangements  1  à  1,  ou  2  à  2,  ou  3  à  3i  ou  4 à  4,...  de  ces  quan- 
tités ,  puis  on  donne  le  même  exposant  à  toutes  les  lettres  qui  y 
occupent  le  même  rang.  Pour  représenter  une  pareille  fonction, 
on  fait  précéder  un  de  ses  termes  de  la  lettre  T.  Ainsi  T(a*)  ou 
mieux  S„  T(a*ôP),  T(ûfôM),... représentent  des  fonctions  symé- 
triques dont  les  termes  sont  de  la  forme  a%  ou  c^b\  ou  a*6^c^ 
ou  etc.,  et  on  prononce  somme  a*,  ou  somme  a*b^,  ou  somme 
ctbk'f.  Si  donc  on  considère  les  quatre  lettres  a,  6,  c,  d,  on  aura 

T(a*6P)==:a*6P+6*aP+aV+cfa^+a*#+dV+ft-cP-|-c«6P+M^ 

+d^b^'^(fd^+drcK 

BS^Q.  Théorâme.  Toute  fonction  symétrique  et  rationnelle  cks 
racines  d'une  équation 

(p(a?)  =  a:«-f-P,a^»4-Ptaf^«+...-|-P^ia?  +  P^  =  0 

est  égale  à  une  fonction  rationnelle  des  coefficients  de  cette 
équation. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  on  prouvera  d'abord  qu'il  est 
vrai  pour  toute  somme  de  puissances  semblables  des  racines  de 
réquation,  et  on  fera  voir  ensuite  qu'il  a  encore  lieu ,  si  chaque 
terme  de  la  fonction  symétrique, ^ont  il  s'pgit,  se  compose  de 
plusieurs  de  ces  racines. 

l'*  Part».  Nous  avons  vu  (601)  que  la  dérivée  du  premier 
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membre  d'une  équation  était  égale  à  la  somme  des  quotients 
qu*on  obtient,  en  divisant  ce  premier  membre  par  chacun  de 
ses  facteurs  du  premier  degré ,  c'est-à-dire  qu'on  a 

^^  '      X — a  *  X  —  b  '        '  X — k^ 

en  désignant  par  a,  ft,...A  les  m  racines  de  la  proposée.  En 
effectuant  les  divisions  indiquées  dans  le  deuxième  membre, 
on  obtiendra  une  expression  de  t^\x)  en  fonction  des  racines 
a,  6,...  A;,  et  comme  on  en  a  une  deuxième  en  fonction  des  coef* 
ficients  de  la  proposée  (481),  on  conçoit  qu'en  identifiant  ces 
deux  expressions  de  ^'(ar},  on  pourra  arriver  à  des  relations  entre 
les  sommes  de  puissances  semblables  des  racines  de  f(:er)=0  et 
les  coefficients  de  cette  équation.  Or 


X — a 


af^^-\-   d* 


«' 


^+    rf 


K 


a 


+Pi«r-« 


+  P,o         +P,a« 
+  P,         +Prfi 

+P. 

En  remplaçant  dans  cette  égalité,  a,  suooeariveaient  par 
6,  <;,..•  hf  6t  en  ajoutant  tous  les  résultats,  on  trouvera 


+WP1I 


+P.S. 
-l-mPi 


+P.SJ 
+PÂ 
+«P. 


+P.S^. 
+PÂ^ 
+PÂ^. 


+«P.^ 
mais ,  d'un  autre  odté , 

f («)=««— '+(m— l)P,«r-»+(«—  î)P,ii!— •+ ...+P.-I , 

donc,  en  identifiant  ces  deux  expressions  de  f '(a;),  transposant 
et  réduisant,  on  trouvera 

Si  +  P,=0, 

S,  +  P,S,  +  2P,=0, 

S,  +  P.S,  +  PA  +  3lt=  0,  )  [1 J. 


S«-.+P,S^+PÂ.-«+...+(«»— 1)P— »arO, 
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La  première  de  ces  équations  détermine  Si;  en  substituant  la 
valeur  de  cette  quantité  dans  la  deuxième ,  on  aura  St,  et  ainsi 
de  suite,  de  sorte  que  notre  théorème  se  trouve  établi  pour 
toute  somme  des  puissances  semblables  des  racines  de  9(0:) =0, 
dont  l'exposant  est  un  nombre  entier  et  positif  moindre  que  m. 
Pour  rétendre  aux  autres  cas,  nous  multiplierons  les  deux  mem- 
bres de  réquation  proposée  par  sf^j  ce  qui  donnera 

Comme  cette  équation  admet  encore  a,  6,  c,...  A  pour  racines, 
on  aura  les  identités 


a"+*  +  PtflT*^-*  +  Pior*^*  + . . .  +  P«a*  ==  0, 

ir^  4-  Piô"-*^*  +  P«*-*^'  +  ...  +  Pm**= 0, 

Af^  +  PiAf»**-»  +  P^-»^*  +  ..,  +  ?•.**  =  0, 
et,  en  les  additionnant,  on  trouvera 

Si  on  fait  successivement ,  dans  cette  formule ,  n  =  0,  n  =  1 , 
n  =  2,  etc.,  il  viendra 

S«    +P,S*-i  +  P^^-,  +  ...  +  «iP-»=0, 
S«+t  +  PiS«,    +P,S^i  +  ...  +  P«Si  =  0, 

SuH-t  "T  PiS«h4  "T  P«Sm     "T"  •  ••  "T"  P«»Sî  =  0, 

etc.,  etc. 

et  la  loi  qui  régit  ces  formules  est  celle  même  qui  a  lieu  dans 
les  équations  [1]. 

Si  dans  cette  même  formule  [2],  on  fait  successivement 
n  =  —  1,  n= — 2,  »= — 3,...,  il  viendra 

S^i  +  P.S^  +  P,S«-,H-...  +  P«-,So  +P«S^  =  0, 
S«-.  +  PiS«-.  +  P&^  +  ...  +  P«^iS-t  +  P«.S^  =  0, 

S^3  +PiS^  +  P.S«-«  + ...  +  Pm-iS-^+P«S-,=0, 
etc.,  etc. 

On  tirera  de  la  première  de  ces  nouvelles  équations  la  valeur 
de  S^i ,  on  la  substituera  dans  la  deuxième,  et  on  en  déduira  la 
c.  33 
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valeur  de S.i,  et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que  uotre  théorème 
s'étend  actuellement  au  cas  où  les  exposants  sont  négatifs. 

639.  Toutefois ,  si  Ton  a  besoin  de  calculer  une  somme  de 
puissances  semblables  et  négatives  des  racines  de  la  proposée, 
on  pourra  le  faire,  de  la  manière  suivante,  plus  facilement  que 
par  les  dernières  formules  que  nous  venons  d'obtenir.  Je  pose 

0?  =  -,  et,  après  avoir  chassé  les  dénominateurs,  renversé  l'or- 
dre des  termes  et  divisé  par  P» ,  j'obtiens  la  transformée 

Cette  équation  ayant  ses  racines  réciproques  de  celles  de  la  pro- 
posée, il  est  clair  que  la  somme  des  n™**  puissances  de  ses  ra- 
cines sera  la  somme  des  —  nr^  puissances  de  celles  de  la  pro- 
posée, de  sorte  que  si  l'on  applique  les  formules  [1]  à  notre 
transformée ,  et  que  Ton  chasse  le  dénominateur  P» ,  on  trou- 
vent 

P,.S.i  +  P,^  =  0, 

P^S^  +  P^iS-1  +  2P^,  =  0, 


P«S_  +  P^tS-.  +  P.^-t  +  3P«^,  =  0,^    ^^^• 
etc.,  etc. 

640.  Exemple.  Calculer  la  fomme  de^  4""**  et  la  somme  des 
—  4"^  puissances  des  racines  de  F  équation 

On  trouvera 

Si-3  =  0,  \  /Si=s:3, 

&-3S,-8==0,  (     ...  \S,=  17, 

S,  — 38,— 4Si+36  =  0,  (    ""^^  JS,  =  27, 

S,— 38,  — 48,-1-  l2Si  =  0;         j  [s,=  113. 

128^  —  4  =  0,  )  /S-.i=i, 

12S^-4S-i-6  =  0,  „  .  )S-,=  H> 

laS^— 4S-,^8Sui+3  =  0,      (    ''''''  )S..=^, 

iaS-4— 4S^— 3SL4+S«i  =  0;;  ts^=^. 
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641.  2*  Partie.  Considérons  maintenant  le  cas  où  chaque 
terme  de  la  fonction  doit  être  composé  de  plusieurs  racines,  et 
cherchons  en  conséquence  à  évaluer  T(a*b^)y  T(o»6^ct),...  en 
fonction  rationnelle  des  sommes  de  puissances  semblables  des 
racines  de  la  proposée ,  car  alors  elles  pourront  Tétre  en  fonc- 
tion rationnelle  des  coefficients  de  cette  équation,  à  Taide  des 
formules  [1].  On  a 

Sp=aP  + *>  +  «>+... 

Je  multiplie  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  et  j'observe 
que  le  produit  des  deuxièmes  membres  sera  nécessairement  une 
fonction  symétrique  des  racines  a,  6,  c,...  A;;  en  conséquence, 
dès  qu'on  aura  reconnu  que  ce  produit  renferme  un  certain 
terme,  on  en  conclura  immédiatement  qu'il  contient  la  fonc* 
tion  symétrique  dont  ce  terme  fait  partie.  Or,  en  multipliant  la 
valeur  de  S«  par  celle  de  S^,  il  pourra  se  faire  que  la  lettre  du 
terme  multiplicateur  soit  la  même  que  celle  du  terme  multipli- 
cande, ou  qu'elle  soit  différente  :  le  premier  cas  aura  lieu  quand 
on  multipliera,  par  exemple,  ix*  par  a*,  ce  qui  donne  a'^^  et  le 
second ,  lorsqu'on  fera  le  produit  de  a*  par  6^,  ce  qui  donne 
0*6^  donc 

équation  d'où  l'on  tire 

Si  l'on  suppose  a  =s  p,  le  deuxième  membre  de  cette  formule 
se  réduit  à  S«*— Sa.;  mais  le  premier  membre,  au  lieu  de  de- 
venir T(a*fr*),  comme  on  pourrait  le  croire,  se  réduit  à  2T(a*i*]. 
En  effet  la  fonction  Tic^b^),  ne  devant  pas  changer  quand  on  y 
permute  deux  quelconques  des  lettres  qui  y  enti*ent,  renferme 
les  termes  ûT^p  et  i*a',  oV^  et  (fa^,..,  :  or  ces  termes  deviennent 
égaux  deux  à  deux  lorsqu'on  fait  p  =  a;  donc  leur  somme, 
c'est-à-dire  l(erV),  devient  2T(afft*);  donc 

T(a«6*)=i{S.*-SH}  [6]. 
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Multiplions  maintenant  membre  à  membre  les  égalités 

T(o«6')= a*6^  +  a*c>  +. . . , 

Il  pourra  se  présenter  trois  cas  dans  cette  multiplication  :  ou  la 
lettre  du  terme  multiplicateur  sera  la  môme  que  la  première  du 
terme  multiplicande,  ou  elle  sera  la  même  que  la  seconde,  ou 
elle  sera  différente  de  toutes  deux.  Le  premier  cas  se  présentera 
en  multipliant,  par  exemple,  a*à^  par  a^,  ce  qui  donnera  0*^6^  ; 
le  deuxième,  en  faisant  le  produit  de  arb^  par  6^  ce  qui  donnera 
0^6*^,  et  on  se  trouvera  dans  le  troisième ,  en  multipliant  a*6> 
par  cf,  ce  qui  fait  a*b^c'^;  donc  on  aura 

équation  d'où  l'on  tire,  en  remplaçant  les  fonctions  T(a*fr^), 
T(flf+Té^;,  TÇa^b^  par  leurs  valeurs  calculées  au  moyen  de  la 
formule  [4], 

T(a*iPcT)=S.S,S,— S^fS,— S^j— S^H^+2S^H^  [6]. 

Si  Ton  suppose  p  =  a,  le  premier  membre  se  réduira  à 
2T(a*&*cT),  parce  que  la  fonction  T(a"ft^irT)  ne  changeant  pas 
lorsque  Ton  y  permute  deux  quelconques  des  lettres  qui  y  en- 
trent, ses  termes  deviendront  égaux  deux  à  deux  par  l'hypo- 
thèse de  p = «  ;  donc 

T(a*ft*cT) =i  {S.^— S,^,  -  2S^.  +  2S,M^j      [7]. 

Si  Y=P=a,  Ia  fonction  lic^b^C^)  se  réduira  à  six  fois  T(a*ftV*), 
parce  que  cette  fonction  ne  changeant  pas  lorsqu'on  y  permute 
trois  quelconques  des  lettres  qui  y  entrent,  et  trois  lettres  four- 
nissant six  permutations,  tous  ses  termes  deviendront  égaux 
6  à  6  par  l'hypothèse  de  Y=p=a;  donc 

T(a-6V)=JiS.«-3S.S^+2S,.}  [8]. 

En  multipliant  de  même  membre  à  membre  les  deux  égalités 
T(a-6PcT)  =  a*6M+...  et  S«=a*+6*+c*  +  d»+...,  ou 
parviendrait  de  même  à  exprimer  d'abord  lia^b^&^tfi)  en  fonc- 
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tion  de  T(a«^?6ï),  T(tf^6'cT),  T(o»6^^ct),  T(a*Wi?T+>),  puis  en 
fonction  des  sommes  de  puissances  semblables  des  racines  de 
la  proposée,  au  moyen  de  la  formule  [6],  et  ainsi  de  suite. 
Notre  théorème  est  donc  complètement  démontré. 

648.  La  théorie  des  fonctions  symétriques  s'applique  immé- 
diatement à  la  formation  d'une  équation  dont  les  racines  doi- 
vent être  des  fonctions  rationnelles  de  celles  d'une  équation 
donnée,  et  deux  méthodes  peuvent  être  employées  pour  y  par- 
venir. Supposons  que  Ton  propose  de  transformer  uue  équa-- 
tion  f^\)=.Qen  une  autre  dont  les  racines  soient  liées  avec  les 
siennes  par  la  relation  y  =  f (x',  x"),  d  ^Xaf  représentant  deux 
racines  quelconques  de  la  propos8e  et  {{oi ^  of)  une  fonction  ra- 
tionnelle et  connue  de  ces  racines. 

1"  Méthode.  J'appelle  a,  b,  c^  d^...  les  m  racines  de  la  pro- 
posée, et,  si  je  remplace  x^  et  a/'  successivement  par  chacune 
de  ces  quantités,  les  résultats 

f{a,  b),  f[a,  c\. . .  /tô,  o),  f(b,  e),. . .  f(e,  â),  f{c,  e). . . 

représenteront  toutes  les  racines  de  l'équation  cherchée ,  qui 
reviendra  ainsi  à 

iy-Aa,  ft)i  \y-f{a.  c)]. . .  {y-f{b,  a)]  {y-fib,  c)\. . .  =0. 

Or,  il  est  évident  que  le  premier  membre  de  cette  équation  ne 
change  pas  si  l'on  y  permute  deux  quelconques  des  quantités  a, 
by  c.,,y  de  sorte  que  si ,  après  avoir  effectué  les  calculs,  on  or- 
donne le  produit  suivant  les  puissances  décroissantes  de  ^,  le 
coefficient  de  chacune  de  ces  puissances  sera  une  fonction  sy- 
métrique et  rationnelle  des  racines  de  la  proposée  <f{x) = 0  ; 
il  suffira  donc  de  calculer  ces  coefficients  en  fonction  rationnelle 
de  ceux  de  cette  équation ,  au  moyen  des  formules  que  nous 
avons  données  ci-dessus,  et  le  problème  sera  résolu. 

2*"  Méthode.  On  commencera  par  déterminer  le  degré  de 
l'équation  demandée ,  ce  qui  est  facile ,  en  cherchant  combien 
la  fonction  f{x\  af)  admet  de  valeurs,  lorsqu'on  y  remplace 
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iucce^sivement  (xf  et  of  par  toutes  les  racines  de  <p(â7)  =0.  Soit  n 
ce  degré  :  Féquation  en  y  sera  de  la  forme 

P'i)  P't,*>.  P'n  étant  des  coefficients  indéterminés  dont  il  s'agit 
de  trouver  les  valeurs.  Or,  on  a,  entre  ces  coefficients  et  les 
sommes  des  puissances  semblables  des  racines  de  (p(2r}=0,  les 
relations 

S',+P'iS'i+2P',=0, 
S;+P'iS',+F,S'i+3P',=0, 
etc.,  • 

en  désignant  en  général  par  S'n  la  somme  des  n"**'  puissances  des 
racines  de  Féquation  cherchée;  d*où  Ton  voit  que  si  Ton  peut 
calculer  S'i ,  S'i ,  S's , . . .  S  n  en  fonction  rationnelle  des  coefficients 
de  réquation  (p(x)=:0,  le  problème  sera  résolu.  Hais  ces  quan- 
tités S'i,  S'i;  S's,...  S  n  sont  des  fonctions  symétriques  et  ration- 
nelles des  racines  de  la  proposée  ;  donc  elles  seront  exprimables 
en  fonctions  rationnelles  de  ses  coefficients. 

645.  Cette  méthode  conduit  en  général  à  des  calculs  beau« 
coup  plus  simples  que  la  première.  Nous  allons  en  faire  Tap- 
plication  à  la  formation  de  t équation  auœ  carrés  des  différences 
des  racines  de  V équation 

(^ir)  =  af +  Pia?'*-*-|-Pi«*^-f-...  4-P«=:0. 

L'équation  demandée  sera  du  degré  ■■     r'  K  <1®  sorte  que 

si,  pour  abréger,  nous  représentons  ce  nombre  par  n,  elle  sera 
de  la  forme 

et  il  s'agira,  d'après  ce  qui  précède ,  de  calculer  en  général  S', 
en  fonction  rationnelle  des  coefficients  de  (p(x)  =  0. 
Pour  y  parvenir,  je  représente  par  Y{x)  la  fonction 
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a,byC  ...  k  désignant  les  racines  de  l'équation  proposée.  0^,  si 
on  suppose  â?=:a,  on  aura 

F(a)=(a^6r+(a-c)«-4-...+(a-*)-, 

c^est- à-dire  la  somme  des  «">**  puissances  des  carrés  des  diflffi- 
rences  qui  existent  entre  la  racine  a  et  toutes  les  autres  ;  de 
même  F(6)  sera  la  sonrnie  des  a"**'  puissances  des  carrés  des 
différences  qui  ont  lieu  entre  la  racine  b  et  toutes  les  autres,  et 
ainsi  de  suite;  donc  la  somme  des  résultats  que  Ton  obtiendra 
en  remplaçant  successivement  x  par  a^b^c.k  dans  F(a;) ,  sera 
le  double  de  S',;  je  dis  le  double,  parce  que  (a — 6)*'=(6 — a)**, 
[a — c)*"=s(c— a)**,  etc.,  et  qtt*ainsi  chacune  des  quantités 
(a — ft)^,  (a— c)**,..'.  se  trouve  répétée  deux  fois  dans  la  somme 
dont  il  s'agit. 
D  faut  donc  d'abord  foUner  f{x).  Or,  on  a 

en  désignant,  pour  abréger,  par  C»  le  nombre  des  combinaisons 
dont  sont  susceptibles  2a  quantités  prises  nkn.  Si,  dans  cette 
formule,  on  remplace  successivement  a  par  6,  par  c. .  et  par  k^ 
et  que  l'on  additionne  tous  les  résultats,  en  mettant  chaque 
puissance  de  x  en  facteur  commun,  il  viendra 

F(ir)  ==  ifi«^— (iSia^»+CA»»^«— ...±C.S^...  +  (^^ 

Je  remplace  enfin  x  successivement  par  a,  d,  c ...  A,  j'ajoute  les 
résultats  et  je  trouve 

2S'.=  mS^-  C&S^i+  CÂS.^- ...  ±C.S.»... +CÂ.^ 

— CiSi,_iSi  -j-  mSiip 

Ici  les  termes  équidistants  des  extrêmes  sont  égaux ,  de  sorte 
qu'on  en  déduit 

S'.=»iS^— CiSiS,^  +  CÂS,^- ...  ±  iCÂS 

qui  est  la  formule  cherchée. 
Si  on  observe  que  i9i=So,  on  en  conclura  la  règle  pratique 


J 


}       191 
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suivante  :  pour  obtenir  S'«,  faites  le  développement  de  (S— S)^ 
d'après  la  règle  de  Newton  (353),  en  ayant  soin  de  donner  à 
chaque  S  un  indice  au  lieu  d'un  exposant ^  de  vous  arrêter  au 
terme  où  ces  indices  seront  égaux  et  de  diviser  ce  terme  par  2. 
D*après  cela,  si  l'équation  proposée  est 

auquel  cas  l'équation  aux  carrés  des  différences  est  de  la  forme 

ji»  +  P'ia«  +  P',3  +  P',  =  0, 

on  construira  les  formules 

S\=3S,-S,*,     *S'.=  3S,-4SiS,  +  3S.«, 
S',  =  3S,— 6SiS|  +  16S,S»  -^  lOS», 

On  a  d'ailleurs 

Si  +  Pi  =  0 ,  S,+PiSi+2P.  =  0 , 

S,  +  PiS,  +  PÂ  +  3Ps = 0 ,  S4+ PiS,-f  PÂ  +  P.Si = 0)  [10]  ; 

Si  +  PiS4+PÂ  +  P.S,=0,  S,+PiSrfPÂ  +  P,S,  =  oI 

et  en  outre 

SV+F,=0,    S'.  +  P\S',  +  2P'.=0)        ,,„ 
S',  +  P'iS'.+P'.S't  +  3F,=^0,  )  .      '""J- 

On  trouvera  aumoyen  des  formules[10]  lesvaleursde  Si,  S|,..S«; 
puis  S'i,  S',,  S'a,  à  l'aide  des  formules  [9],  et  enfin  on  tirera 
les  valeurs  de  P|,  P'„  P',  des  formules  [11]. 

On  peut  faire  subir  à  ces  formules  une  simplification  très- 
notable  ,  en  commençant  par  transformer  l'équation  proposée 
en  une  autre  qui  n'ait  plus  de  deuxième  terme,  et  en  cherchant 
l'équation  aux  carrés  des  différences  de  cette  transformée;  car 
cette  équation  aux  carrés  desdifférences  sera  la  même  que  celle 
qui  est  relative  à  la  proposée  (688);  de  cette  manière  Pi  sera 
nul ,  et  les  formules  deviendront 

?*v  --"  ""  •  ■  ■*  "*  *^f^  1  « 
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Prenons  pour  exemple  l'équation  a^-\'^a^ — 4r-|-l=0.  Je 
fais  évanouir  le  deuxième  terme,  ce  qui  la  réduit  à  a^ — 7x-\-7=0. 
Je  cherche  donc  l'équation  aux  carrés  des  différences  des  ra- 
cines de  cette  équation ,  et,  pour  cela,  je  pose  Pi=0,  ?,= — 7, 
P,=-4-7.  Je  trouve  de  cette  manière 

Si=:0,  S,=14,  S,=— 21,  S»=98,  85=— 246,  S,=:833, 
S'i=42 ,  S',=  882 ,  S'a=  18669 , 

P'i=:— 42,  F.=  441,  F,  ==  —  49. 

Ainsi  réquation  aux  carrés  des  différences  des  racines  de 
a?»+3«*— 4â;+l  =0  est 

,»_ 42^14.  441^ — 49  =  0. 

644.  On  pourra  obtenir,  par  la  même  méthode  et  par  des 
calculs  plus  simples  que  ceux  qu'exige  le  procédé  indiqué  aux 
n*'599,  600  et  601 ,  les  équations  aux  sommes,  aux  produits 
et  aux  quotients  des  racines  d'une  équation  donnée. 

Pour  l'équation  aux  sommes»  on  trouvera,  en  partant  de 

que 

2-*s.+s'.=(s+sr, 

en  écrivant  des  indices  au  lieu  d'exposants,  arrêtant  le  déve- 
loppement du  deuxième. membre  au  dernier  des  termes  de  la 
première  moitié  de  ce  développement  si  «  est  impair,  et  à  la 
moitié  du  terme  du  milieu,  si  a  est  pair. 
Pour  l'équation  aux  produits,  on  aura 

et  pour  l'équation  aux  quotients 

S'. = T  (a*fr-)  =:  s^^ — m. 

645.  La  théorie  des  fonctions  symétriques  fournit  un  nouveau 
moyen  de  trouver  la  véritable  équation  finale  résultant  de  l'éli- 
mination d'une  inconnue  entre  deux  équations  de  degré  quel-p 
conque  à  deux  inconnues, 
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Soient  en  effet, 

a-  +  Pia?*-*+...+P«=0=A, 

deux  équations  à  deux  inconnues,  l'une  du  degré  m  et  l'autre 
du  degré  n  :  ainsi,  chaque  coefiBcient  est  une  fonction  de  y  dont 
le  degré  est  au  plus  égal  à  son  indice.  Supposons  que  l'on  ait 
résolu  la  première  équation  par  rapport  à  x^  et  désignons 
par  Oi,  0,,  Oa,  ...  Om  ses  m  racines.  Cette  équation  reviendra  k 

de  sorte  que  l'on  peut  substituer  au  système  des  équations 
proposées  les  m  systèmes 

a?— Oi=0)       X — 01  =  0)       x—a^r=sO\ 
B  =  or  B  =  o]'"  B=±0J" 

Or,  si  l'on  tire  de  la  première  des  équations  de  chacun  de  ces 
systèmes  la  valeur  de  x  et  qu'on  la  substitile  dans  la  deuxième, 
on  obtiendra  l'équation  finale  en  y  de  ce  système,  et  par  consé- 
quent, en  multipliant  ces  équations  finales  membre  à  membre, 
on  formera  celle  du  système  proposé.  Cette  équation  est  donc 

Or,  quoique Oi,  a,,  ...  a^  soient  des  fonctions  inconnues  de  y, 
il  est  cependant  possible  de  former  cette  équation,  car  son  pre- 
mier membre  est  une  fonction  symétrique  et  rationnelle  des 
racines  Oi,  a,,  ...  a»,  et  par  conséquent  on  pourra  l'exprimer 
en  fonction  rationnelle  des  coefficients  de  A=0. 

646.  Exemple.  Éliminer  il  entre  les  équations 

a^— 7a?+6=0    et    a:*— ya:+(y«  — 7)  =  0. 

J'appelle  a  et  ft  les  racines  de  la  seconde,  et  j'aurai  en  consé- 
quence pour  équation  finale 

(a»— 7aH-6)(6»--7*4-6)  =  0, 
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OU ,  en  effectuant  la  multiplication  indiquée , 

1^6*— 7(a6«+*(i»)+6(<^  +  y)  +  49a*—42(a+ft) +  36=0. 

On  reconnaît  que  le  premier  membre  de  celte  équation  n*est 
composé  que  de  fonctions  symétriques  des  racines  de  la 
deuxième.  On  trouvera  facilement  que 

a6=y*— 7,    a+b=:y,    a6»-|.ftii*=:— y*-f  21y«— 98, 

donc  l'équation  demandée  est 

y«_l4y»_12y»-f49y»H-84y+36=0=(y«— 7y— 6)». 

L'élimination  que  nous  venons  de  faire  est  précisément  le 
calcul  que  l'on  doit  exécuter  pour  obtenir,  par  la  méthode  du 
n*  tt99,  l'équation  aux  sommes  des  racines  de  x*— 7a?-l-6=0, 
et  vérifie  ce  que  nous  avons  alors  avancé,  en  disant  que  le 
premier  membre  de  cette  équation  devait  ôtre  un  carré  parfait. 

647.  Les  calculs  qu'exige  cette  méthode  d'élimination  sont 
tellement  longs  que  l'on  n'en  fait  guère  usage  dans  la  pratique, 
mais  aussi  elle  a  l'avantage  de  conduire  très-simplement  à  une 
limite  du  degré  de  l'équation  finale. 

Considérons,  en  effet,  le  terme  général  de  l'équation  [12]  : 
ce  terme  peut  ôtre  représenté  par 

Mais  comme  l'équation  [12]  est  symétrique,  elle  doit  renfermer 
tous  les  termes  que  l'on  déduit  de  celui-ci ,  par  l'échange  des 
quantités  Hi,  a,, ...  a»  les  unes  dans  les  autres,  c'est-à-dire 


Q.Qf...Q,.T(ar•or^..ar^)  [IS]  ; 

évaluons  donc  la  limite  du  degré  de  cette  fonction.  D'abord  le 
produit  Q«Qp...Q^  est  au  plus  du  degré  a-|-p-|-...-|-(i;  d'un 
autre  côté,  en  so  reportant  aux  formules  qui  donnent  les  va- 
leurs de  T(a*6^),  T(a'6^c^)...,  on  voit  que  la  somme  des  indices 
de  S ,  dans  chaque  terme ,  est  égale  à  la  somme  des  exposants 
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qu'ont  les  lettres  a,  fr,  c, . . .  dans  chaque  terme  de  ces  fonctions, 
et  comme  il  résulte  des  formules  [1]  que  l'indice  de  S  est  pré- 
cisément égal  au  plus  fort  indice  des  coefficients  de  la  proposée, 
qui  entrent  dans  son  expression,  on  voit  que  T  (a*;^aT~'^.•a"~'') 
est  au  plus  du  degré 

(n  — a)  +  (n  — p)-f...+(n— fi)  =  wn— (ot  +  p+...+fi); 

donc  la  fonction  [13]  et  par  conséquent  Téquation  finale  est 
au  plus  du  degré  mn.  De  là  ce  beau  théorème  : 

L'équation  finale  qu'on  obtient  en  éliminant  une  inconnue 
entre  deux  équations  de  degré  quelconque  à  deux  inconnues  n*est 
pas  d'un  degré  plus  élevé  que  le  produit  de  leurs  degrés. 

Elle  sera  précisément  de  ce  degré  si  les  deux  équations  sont 
les  plus  générales  de  leur  degré  ;  mais,  si  Ton  considère  des 
équations  particulières,  il  pourra  s'abaisser. 


CHAPITRE  XXL 
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S  I.  FORMULES  GÉNÉRALES. 
648.  Considérons  une  suite  de  quantités. 

qui  se  succèdent  suivant  une  loi  quelconque.  Si  Ton  retranche 
chacune  de  ces  quantités  de  celle  qui  la  suit  immédiatement , 
on  formera  une  nouvelle  suite 

dont  les  termes  se  nomment  les  différences  premières  des  ter- 
mes de  la  suite  proposée. 

Ces  différences  premières  se  désignent  par  la  lettre  A  placée 
devant  la  quantité  que  Ton  soustrait ,  ainsi  : 

Atfp     =«1  — «0 
Atii     =«t — lli 

AUi       =tt,  —  Ut 


àU^i=Un  —  U^. 

Si  l'on  forme  de  la  même  manière  les  différences  des  quan- 
tités 

on  obtiendra  la  suite 

Atti—  A«ç,      Au,— Aî/j,  ...  àU^—AUn^, 

c*est-à-dire  les  différences  secondes  des  quantités  proposées. 
On  les  désigne  par  A*  ;  ainsi  AX= Atii— Av^,  etc.  En  continuant 
de  la  même  manière ,  on  formera  les  différences  troisièmes 
des  quantités  Uq,  W|,  Wj,  etc. ,  c'est-à-dire  A*tiç=AHi8 — A*iii ,  etc.  ; 
et  ainsi  de  suite. 
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Od  pourra  donc  former  le  tableau  suivant  : 


U| 
Us 

tt4 


u,— Uo    =Att,   I    Aui  — AUo    =A»w.    I    A»u,  — A»ii«    = 
U3— tii    =Aui    I   Au2 — AWi    =A^i 


«3— Us    =Aui 
U4 — Us    =AU3 


tt^s  U»-a— tt«-e=Att»^ 
u«-Ju»H— u»^=Au»^ 
u«-,|«»  — tt»^=Att».i 
u> 


Ati3— Aus    =AHh 


A^« 
A»tt,  — AH»,     =AH»i 


Au»4  —  Au»Hs=  A»tt,Hj 
AUir^  —  Au... = A^u,»^ 


I 


AH*iK«  —  AH««-8 = AH*»^ 


etc. 


Deux  termes  ne  donnent  lieu  qu'à  une  différence  première , 
et  il  n'y  a  pas  lieu  de  considérer  leur  différence  seconde  ;  trois 
termes  donnent  lieu  à  deux  différences  premières  et  à  une  dif- 
férence seconde;  en  général,  n  termes  donnent  lieu  à  n — 1 
différences  premières,  à  n — 2  différences  secondes...  à  une 
différence  (n — l)"*. 

648.  On  peut  obtenir  facilement  Yexpresiion  cTune  diffé^ 
rence  d'un  ordre  quelconque  en  fonction  de  iouteê  les  quantités 
de  la  suite  primitive  dont  eUe  dépend.  On  a  d'abord 

At*ç  =  «i — tio,     AUi=:tfi  — tti; 
donc 

à^\=(:Ut—u0—0h  —  u^  =  Ut—2Ui'{'U^. 

On  a  de  même 

donc 

AHio=(ti,— 2wt  +  Wi)  — (w,— 2tti4-iio)=«,— 3îi»+3ui— 1«^. 

Les  coefficients  numériques  des  expressions  de  AHi,  et  àSh 
sont  les  mêmes  que  ceux  du  carré  et  da  cube  d'un  binôme 
dont  le  second  terme  est  négatif;  il  y  a  lieu  de  penser,  en  se 
laissant  guider  par  l'induction,  que  cette  loi  se  continue  et  que 
Ton  a  en  général 

n(«— l)(n  — 2) 


A*««=t*n— »ww+  ^^-s-^  t«^ 


r4-...[l]. 


1.2      *""  1.2.3        u^ 

Pour  démontrer  cette  formule ,  nous  allons  faire  voir  que  ai 
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elle  est  vraie  pour  Texpression  de  A^-'î^^  elle  le  sera  pour  Tex- 
pression  de  a*'!^^.  Supposons  donc  que  Ton  ait 

on  aura  pareillement  : 

(n  — l)(n— 2)(»— 8) 


►n-t 


1.2.3 


«.*-«  +  ••• 


on  en  conclura 


AX==:A*-^_A"-««o 


=14.— (n— I) 
—  1 


„^.+(îi=4(^) 


1.2 

+  (n-l) 


1*»<r— 


(n-|)(n-2)(n-3) 


1.2.3 

(n-1)(n-2) 
1.2 


+  ... 


OU  en  réduisant  : 


c'est-à-dire  la  formule  [1].  Or,  la  loi  a  été  reconnue  vraie  pour 
l'expression  de  A^,  donc  elle  le  sera  pour  ^\;  l'étant 
pour  à^Uq,  elle  le  sera  aussi  pour  A*i^  et  ainsi  de  suite  ;  donc  elle 
est  générale.  On  peut  écrire  la  formule  [1]  de  cett^  manière 
symbolique  : 

Ax=(t»-ir  [2], 

sous  la  condition  qu'en  développant  la  puissance  indiquée  on 
devra  changer  les  exposants  de  u  en  indices. 

680.  Réciproquement,  on  peut  obtenir  t expression  de 
Vune  quelconque  des  quantités  de  la  suite  primitive  y  en  fonction 
du  premier  terme  de  cette  suite  et  de  ses  différences  successives. 
On  a  d'abord  : 

îii  =  t»o  +  Atlo,     et     Atti  =  Aw,-|-AHlo 

donc, 

«t = 1*1  +  Atfi  =  Wo  +  2A«« -j- A«M^. 

On  a  de  même: 
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et  par  suite: 

On  remarque  que  les  coefficients  numériques  des  expres- 
sions de  «3  et  de  «,  sont  encore  ceux  du  carré  et  du  cube  d'un 
binôme,  dont  le  second  terme  est  positif;  et  Ton  démontre  fa- 
cilement que  cette  loi  est  générale.  En  effet,  admettons  qu'elle 
soit  vraie  pour  Unr-i ,  on  aura  : 

u^=u.+(n-.)A«.+("-');'-»)A^+("-'»';-;n"-»)^>^+... 

et  par  suite  : 


=ii.-f(n-l) 


^^         1.2 
+  n-1 


AH^-hlS:iO(^^)(>>-») 


1.2.3 


(n~l)(fi^2) 
■^  1.2 


+  ... 


OU,  en  réduisant  : 

c'est-à-dire  que  la  loi  sera  vraie  pour  u^.  Or,  nous  l'avons  vé- 
rifiée pour  ti|,  donc  elle  est  vraie  pour  u^;  Tétant  pour  tn,  elle 
le  sera  pour  ««,  et  ainsi  de  suite;  donc  elle  est  générale.  On  la 
représente  par  la  formule  symbolique  : 

«,=:(1+A)%  [4J, 

en  observant  qu'après  le  développement  de  la  puissance  les  ex- 
posants doivent  être  seulement  considérés  comme  indiquant 
l'ordre  des  différences. 

S  II.  DIFFÉRENCES  DES  FONCTIONS  ENTIÈRES. 

6tf  i .  Supposons  actuellement  que  les  quantités  ««,  «, ,  ti,.... 
soient  les  valeurs  successives  que  prend  la  fonction  entière  et 
ratùmnelle  deâ?, 
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lorsque  Ton  donne  à  la  variable  x  les  valeurs  respectives 
^0  9  ^i9  ^s  •  •  •  •  supposées  en  progression  arithmétique,  c'est- 
à-dire  telles  que 

ar,  =  jîi  +  A  =  iCo  +  2  A 
a?j  =r  a?,  -|-  A  =  *Fo  -|-  3A 
•  •  •  eic*9 

en  désignant  par  A  la  différence  constante  de  deux  valeurs 
consécutives  de  x.  Si  Ton  appelle  x  l'une  quelconque  des  va* 
leurs  oTi ,  â?i,  a;, . . . .  et  i«  la  valeur  correspondante  de  la  fonc- 
tion, on  aura  (488), 

A* 

Ati  =  <p(a?-f-  A)— (p(^)=(p'(a:)A-f-  (p^Ca:)—  +••••; 

d'où  l'on  conclut  que  la  différence  première  d'un  terme  quel- 
conque u  de  la  série  t^o  »  t'i  «  i<t  >  •  •  •  •  est  un  polynôme  du  degré 
(w—  1)  en  a;  [puisque  ^{x)  est  du  degré  (w —  1),  fb^{x)  du  de- 
gré (m  —  2),  etc.]t  dont  chaque  terme  renferme  le  facteur  A  ; 
et  le  premier  terme  de  ce  polynôme,  celui  qui  contient  a;  à  la 
plus  haute  puissance,  est  d'ailleurs  évidemment  le  premier 
terme  de  ç'(a?)A,  c'est-à-dire  »iAa;*~*  A,  Donc,  en  ordonnant  par 
rapport  à  a?  et  mettant  en  évidence  le  facteur  A,  il  viendra 
pour  Ati  une  expression  de  la  forme 

Au  =  mAAaî-^*  -f  BiAa:"*-«+. . . .  -hS,Âa:+TiA 
=A.^(a;), 

^x)  étant  du  degré  (m —  1)  en  x. 

Considérons  maintenant  la  série  des  quantités  A«o,  At£|,  Au,.. . . , 
qui  sont  toutes,  d'après  ce  qui  précède,  des  polynômes  du  de- 
gré (m —  1)  multipliés  par  A.  La  différence  première  d'une 
quelconque  de  ces  quantités,  c'est-à-dire  la  différence  seconde 
d'une  quelconque  des  quantités  iio ,  i^,  if, . . . . ,  sera  : 

A*«  =  A.^<a:-f-A)  — A.^(ar)=A.[^<a?-hA)— ^ar)], 

et  l'on  verra  fieicilement,  comme  ci-dessus,  que  ij;(a?-f  A) — ^{x) 
c.  34 
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sera  un  polynôme  du  degré  (m— ^2)  dont  tous  les  termes  ren- 
fermeront le  facteur  A,  et  dont  le  premier  terme  sera  le  pre- 
mier terme  de^ix).h^  c'est-à-dire  m(jn — l)kaf^*,h\  donc,  A^n 
sera  un  polynôme  du  degré  (m — 2),  dont  tous  les  termes  ren- 
fermeront le  facteur  A',  et  de  la  forme  : 

On  verra  de  même  que  les  degrés  des  différences  successives 
ÀHi,  A^tf,  etc.,  iront  toujours  en  décroissant  d'une  unité  de 
chaque  différence  à  la  suivante  ;  par  conséquent  la  différence 
de  Tordre  m,  ou  A"*ti,  ne  dépendra  pas  de  x,  et  elle  sera  : 

^•Hi=m(m— l)  (in— 2) 2 . 1 AA*, 

ou  bien 

A*^  =  1.2.3 m.k.hr  [5]; 

cette  différence  étant  constante,  toutes  celles  des  ordres  sui- 
vants seront  nulles. 

Ainsi,  si  dans  une  fonction  entière  et  rationnelle  du  degré  m, 
on  substitue  une  suite  de  nombres  en  progression  arithmétique^ 
les  différences  m"**  des  résultats  ainsi  obtenus  sont  constantes. 

652.  Cette  propriété  des  fonctions  entières  permet  d'obte- 
nir facilement  la  suite  des  valeurs  que  prend  une  pareille  fonc- 
tion pour  des  valeurs  équidistantes  de  la  variable,  lorsque  Ton 
a  déjà  calculé  directement  un  nombre  de  ces  valeurs  égal  au 
degré  de  la  fonction. 

ExBHPLs  I.  Soit  la  fonction  du  troisième  degré  : 

y  =  2a;' +  3a^— 6x-f  1 , 

et  proposons-nous  de  former  les  valeurs  que  prend  ce  poly- 
nôme pour  les  valeurs  entières  de  x* 

U  suffira  de  calculer  d'abord  directement  les  valeurs  qu'il 
prendra  pour  trois  valeurs  consécutives  quelconques  données  à 
la  variable. 

Si  nous  faisons  pour  plus  de  simplicité  â?o= — 1,  J7i=0y 
âp^s=l,  on  trouvera  pour  les  valeurs  correspondantes  de  y» 
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^Q=-|-7,  yt=:*f  1,  yt=  + 1  j  ou  ^^  déduira  successivement: 

Ayo=yi— yo=— 6;   Ayi=ry,— yi  =  0, 
A*yo  =  Ayi  —  Ayo  =  +  6. 
On  a  d'ailleurs,  d'après  ce  qui  précède,  formule  [ô], 

A»yo=l-2.3X2  =  12. 
On  pourra  disposer  ces  résultats  de  la  manière  suivante  : 


X 

y 

Ay 

àh/ 

A'y 

—  1 

+  7 

—  6 

+  6 

12 

0 

+  1 

0 

+  1 

+  1 

On  remplira  ensuite  les  différentes  colonnes  en  allant  de 
droite  à  gauche,  et  en  observant  que  chaque  terme  de  Tune 
d'elles  (la  première  colonne  exceptée)  est  égal  à  celui  qui  est 
au-dessus  de  lui  dans  la  même  colonne  augmenté  du  terme 
correspondant  à  ce  dernier  dans  la  colonne  placée  à  sa  droite. 
On  pourra  ainsi  prolonger  les  colonnes  dans  les  deux  sens,  et 
former  le  tableau  suivant  : 


X 

y 

Ay 

AV 

A'y 

—  6 
—4 
—3 
—2 

—  1 
0 

+  1 
+  2 
+  3 

+  4 
+  5 

—  149 

—  69 

—  Il 

+  ^ 

+  90 

+  48 

+  18 

0 

—42 

—  30 

—  18 

—  6 

12 

12 
12 
12 

+  ^ 
+  1 
+  1 

—  6 
0 

+  6 

12 

+  18 
+  30 
+  42 
+  64 

12 
12 

12 

9 

+  18 
+  48 
+  90 
+  144 

+  19 
+  67 
+  167 
+  301 
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Pour  obtenir  les  nombres  au-dessous  des  filets,  on  continue 
d'abord  la  colonne  des  différences  secondes  4-1^9+30, 
+  42 ,  etc.,  dont  chacune  est  égale  à  la  précédente  augmentée 
de  la  différence  constante  12;  on  forme  ensuite  chacune  des 
différences  premières  en  ajoutant  à  celle  qui  précède  la  diffé- 
rence seconde  placée  dans  la  même  ligne  que  celle-ci,  et  ainsi 
de  suite.  Pour  obtenir  les  nombres  placés  au-dessus  des  filets, 
ou  formera  d'abord  les  différences  secondes — 6,-^18, — 30,  etc., 
dont  chacune  se  déduit  de  celle  immédiatement  inférieure  en 
en  retranchant  la  différence  constante  12  ;  on  obtiendra  ensuite 
chacune  des  différences  premières  en  retranchant  de  celle  déjà 
écrite  au-dessous  la  différence  seconde  placée  dans  la  même 
ligne  que  celle  que  l'on  veut  former,  etc. 

Exemple  II.  Former  la  somme  des  troisième  et  quatrième 
puissances  de  tous  les  nombres  in^airs  positifs. 

On  calculera  directement  quatre  valeurs  de  la  fonction 
y  =  x^  4-  ^9  correspondantes  aux  valeurs  de  la  variable  â?o=l, 
â?i=3,  Xa  =5,  a;}=:7,  et  on  déduira  successivement  Ay^,  Ayi, 
^h t  ^Vo  1  ^'yi  »^V©  ;  0"  ^uï^a  d'ailleurs  A*y^ =1.2.3.4. 2*=384, 
en  faisant  m  =  4,  A=:  1,  A=2  dans  la  formule  [5].  On  obtien- 
dra facilement  le  tableau  suivant  : 


X 

y 

Ay 

AV 

A»y 

A»y 

1 

3 
5 

7 
9 

2 

108 

750 

2744 

106 

642 

1994 

536 
1352 

816 

a84 

1200 
1584 
1968 
2352 

384 
384 
384 

2552 
4136 
6104 

4546 
8682 

7200. 

11 

15972 

14786 

8456 

\ 

13 

30758 

23242 

15 

54000 

etc. 

etc. 
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655.  La  formule  générale  [1]  devient,  en  remplaçant  u 

par  (^x)  : 

Dans  le  cas  où  (p(a?)  est  un  polynôme  algébrique,  le  premier 
membre  se  réduisant  à  une  quantité  indépendante  de  x^  il 
faudra  qu'il  en  soit  de  même  du  second  ;  on  pourra  donc  égaler 
à  zéro  tous  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x^  et  ob- 
tenir ainsi  des  relations  qui  fourniront  divers  théorèmes  d'al- 
gèbre. Supposons,  par  exemple,  f^x)  =  ai*;  il  viendra  : 

d'où  l'on  tire,  en  faisant  x  =  0  et  A  =  1 , 

1.2.3  ...  (m-l)m==m--5(iw-|)-+  î!LiïL=i)(«_2)-  _  ...^ 

égalité  qui  peut  servir  à  démontrer  le  théorème  d'arithmétique 
connu  sous  le  nom  de  Théorème  de  Woson.  (Aritkm.,  368.) 

S  III.  CONSTRUCTION  DBS  TABLES  NUMÉRIQUES. 

61(4.  Nous  venons  d'appliquer  avec  une  grande  facilité  la 
considération  des  différences  au  calcul  des  valeurs  d'une  fonc- 
tion entière.  On  peut  en  étendre  l'usage  au  calcul  des  valeurs 
successives  d'une  fonction  quelconque.  Si  l'on  considère  en 
effet  une  série  de  valeurs  d'une  fonction  quelconque  formées 
suivant  une  certaine  loi  et  suffisamment  rapprochées,  on  re- 
marque en  général  que  leurs  différences  successives  tendent 
de  plus  en  plus  à  devenir  égales,  k  mesure  que  leur  ordre  s'é- 
lève ;  on  pourra  donc,  en  négligeant  des  quantités  fort  petites» 
regarder  comme  constantes  dans  un  certain  intervalle  les  dif- 
férences d'un  certain  ordre,  et  procéder  alors  comme  s'il 
s'agissait  d'une  fonction  entière,  pour  construire  le  tableau  qui 
donnera  dans  cet  intervalle  la  suite  des  valeurs  de  la  fonction 
considérée. 
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Nous  allons  faire  Tapplication  de  ce  qui  précède  à  la  construc- 
tion des  Tables  de  logarithmes  et  des  Tables  trigonomitriques. 

6ttS.  Considérons  d'abord  la  fonction  y  =  logo?,  et  formons 
ses  différences  successives.  On  trouvera  : 

àSi  =s  Iog(»+fi)  -  log  »  =  log  (^)  =  iog  (l  -f  j) 

A'yrslog  (»  +  2fc)-2log(«  +  fc)  +  log»(64i) 
=[log  («+2A)-log«]-2  [log  {»+fc)-log  •]=:log  h + ^  j  ^2  log  (  1 4-  j) 

A>y = log  («+3^)— 3  log(a;+2M+^log  («+'»)— log  « 

=  [log  («+3/i)— log  a;]  — 3[log  («+2/»)— log  «] +8[log  (ir-f  fc)— log  »] 


=log(t+??)-3log(i  +  ?)+31og(.4.,^) 


etc. 

On  voit  que  si  Ton  prend ,  par  exemple ,  ^r^si  10000  et  A= 1 , 
les  différences  successives  décroîtront  très -rapidement.  On 
trouvera  dans  ce  cas,  en  forçant  l'unité  sur  le  quinzième  chiffre 
décimal ,  que 

A  y  <  0,  000  043  427  276  864, 
à}y  <  0, 000  000  004  342  077, 
AV  <  0, 000  000  000  000  869. 

Si  donc  on  veut  calculer  une  table  de  logarithmes  avec  huit 
décimales,  on  pourra  négliger  pendant  longtemps  les  diffé- 
rences du  troisième  ordre ,  et  procéder  comme  si  la  différence 
deuxième  était  constante.  Il  est  facile  d'ailleurs  d'apprécier 
l'erreur  qu'occasionne  sur  la  valeur  d'un  terme  de  rang  quel- 
conque n  la  suppression  des  différences  d'un  ordre  donné ,  en 
faisant  usage  de  la  formule  [3]  : 

t«.=i4o+nAi4«+— j^J-^A»t4«+  -i j-^^^ ^A»u,  +  ... 

6S6.  Ainsi ,  pour  calculer  avec  huit  décimales  les  logaritb- 
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mes  des  nombres  successifs  k  partir  de  10000,  on  partira  des 
valeurs  suivantes  : 

y  =  loga:  =  4,    A=l, 

Ay  =  0, 000  043  427  27, 
AV  =  0, 000  000  004  34. 

(On  prend  les  valeurs  de  Ay  et  à?y  avec  quelques  décimales  de 
plus  que  Ton  ne  veut  en  conserver  dans  les  valeurs  de  y»  afin 
d'éviter  Taccumulation  des  erreurs.) 


X 


10000 
10001 
10002 
10003 
10004 
10005 
etc. 


yn=IogX 


4,000  000  000  00 
4,000  048  43f  37 
4,000  086  868  88 
4,000  130  294  83 
4,000  173  735  12 
4,000  217  179  76 
etc. 


Ay 


AV 


0,000  043  427  27 
0,000  043  431  61 
0,000  043  435  95 
0,000  043  440  29 
0,000  043  444  63 


0,000  000  004  34 
0,000  000  004  84 
0,000  000  004  34 
0,000  000  004  34 


On  ne  gardera  que  huit  décimales  dans  toutes  les  valeurs 
de  y.  On  aura  d'ailleurs  soin  de  vérifier  les  résultats  obtenus 
au  moyen  de  logarithmes  calculés  directement  à  certains  in- 
tervalles. En  adoptant  les  valeurs  ci-dessus  de  Ay  et  AyS  on 
verra  facilement  que  l'erreur  commise  sur. le  logarithme  de 
10040,  par  exemple,  surpasse  à  peine  une  unité  du  hui- 
tième ordre  décimal  "*,  On  pourra  donc  prolonger  le  tableau 


**  Oo  a  en  effet  (formule  [5]),  pourn=40: 

log  10040=!og(y=10000)-f40.  Ay-f  î^  ù?y  +  '^f^^  A>y  +  ... 

=  log  100004-40Ay+780.A«y+9880A«y+... 

L'erreur  commise  sur  Ay  est  <0,000  000  000  006  864 

A'y        <0.000  000  000  002  077 
\ù?y        <0,000  000  000  000  869; 
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ci-dessus  jusqu'au  logarithme  de  10040,  mais  ou  n'ira  pas 
plus  loin  ;  arrivé  à  ce  nombre ,  on  calculera  directement  son 
logarithme,  ainsi  que  les  différences  première  et  seconde 
correspondantes,  et  on  formera  par  leur  moyen  les  logarithmes 
des  nombres  consécutifs  10041,  10042,  etc.,  dans  un  nouvel 
intervalle,  et  ainsi  de  suite. 

6S7.  Considérons  actuellement  la  fonction  y  =  smx.  On 
trouvera  successivement  : 

À  sinâ?=     sin(â?  +  A) —    siniP=      2s\n\h  cos(X'\-{h)y 
A'sinx=A  sin(a?-|-A)  —  A  sina:  =  —  (2sîniA)*sin(j?-|-Aj, 
A'sina?  =  A*sin  {x  -\-  h)  — A'  sin  a?  =  —  (2siniA)'sin  (x  -f-  f  A), 
A* sina?=  A* sin  {x  +  A)— l'sina:  =     (2 sin  J  A)*sin (x  -f- 2A), 
etc. 

Ces  différences  diminuent  très-rapidement  si  Tare  A  est 
très-petit. 
Si  Ton  observe  d'ailleurs  ^que 

A*  sin  X  =  [sin  {x  -f  2A)  —  sin  {x  +  A)]  —  [sin  (:p  -|-  A)  —  sin  a?], 

on  aura,  en  égalant  cette  expression  à  celle  trouvée  ci -dessus 
pour  À^sinx,  et  transposant  le  second  terme  dans  le  second 
membre  : 

sin  (a?  +  2A)  — sin  (a? -|- A)  =  sin  (a?-}- A)  —  sinâ; 
—  {2siniA)«sin(a;-f  A); 

et ,  en  faisant  x  =  {m  —  1)A,  il  viendra  : 

« 
sin  (m  +  1)A  —  sin  mh  =i  sin  mh  —  sin  (m  —  1)A 

—  (2sin^A)'sin»iA. 

par  conséquent ,  Terreur  commise  sur  le  logarithme  de  10040  sera  plus 
petite  que 

40X0,000  000  000  006  864   \ 
+    780  X  0,000  000  OOU  002  077    |  <  0,000  000  01 1. 
+  9880X0,000  000  000  000  869  j 

(  Nous  négligeons  l'erreur  résultant  de  la  suppression  des  termes 
en  à*y,  etc.,  laquelle  est  extrêmement  petite  par  rapport  ^  celles  des 
termes  précédents). 
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C'est  la  formule  de  Thomas  Simpson^  pour,  le  calcul  des 
tables  de  sinus. 

658.  Si  Ton  connaissait  les  valeurs  exactes  des  difierences 
A*  sinâ:  pour  les  diverses  valeurs  de  x  et  celle  de  à  sin  x  pour 
a;  =  0,  on  en  déduirait  les  valeurs  exactes  des  sinus  de  tous 
les  arcs  croissant  à  partir  de  zéro  par  intervalles  égaux  à  h; 
en  effet,  connaissant  exactement  la  suite  des  termes  À*sinO, 
A*  sin  A,  A*sin2A,  etc.,  et  AsinO,  on  calculerait  d'abord  les 
difierences  premières  successives  AsinA  =  Asin04-^*sinO,^ 

A  sin  2A  =  A  sin  A  -{-  ^'  ^^^  ^>  ^^^-  >  P^^^*  ^u  moyen  de  celles-ci, 
la  suite  sin  A  =  A  sin  0,  sin  2A  =  sin  A  -|-  A  sin  A,  etc. 

Ainsi ,  les  erreurs  commises  sur  les  valeurs  calculées  succes- 
sivement de  la  suite  des  sinus ,  sin  A,  sin2A,  sin3A,  etc.,  se- 
ront seulement  occasionnées  par  les  erreurs  dont  seront  afiec- 
tées  les  différences  secondes  A'  sin  x,  et  la  différence  première 
Asino?  pour  â?  =  0. 

Soit  e  l'erreur  du  premier  terme  A'  sin  0  ou  —  (2  sin  ^  A)'  sin  A 
de  la  suite  des  différences  secondes  A'  sin  0 ,  A'  sin  A , 
A*  sin  2A,  etc.  ;  et  supposons  d'abord  que  ce  premier  terme 
soit  seul  fautif.  Cette  erreur  produira  une  erreur  égale  sur 
chacun  des  termes  de  la  suite  des  différences  premières  AsfinO, 
A  sin  A,  Asin2A,  etc.,  à  partir  du  second  A  sin  A,  puisque 
l'on  a 

A  sin  A  =  Asin04-A'sinO  erreur  =  69 
A8in2A=:AsinA-|-A'sinA  erreur  =  0, 
etc.  ; 

et  ces  erreurs  des  différences  premières  produiront  à  leur  tour 
des  erreurs  croissantes  a,  2e,  3«,  etc.,  sur  les  termes  de  la 
suite  des  sinus  à  partir  du  troisième  sin2A,  puisque  l'on  a 

sin2A  =  sin  A -f  A  sin  A  erreur  =  e, 
sin  3A  =  sin  2A  -|-  A  sin  2A  erreur  =  2^», 
etc. 

Si  nous  supposons  maintenant  que  le  second  terme  A*  sin  A 
de  la  suite  des  différences  secondes  soit  aussi  fautif  de  la 
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même  quantité  e,  il  est  clair  qu'il  en  résultera  une  nouvelle 
erreur  égale  encore  k  e  sur  les  différences  premières  k  partir 
de  A  sin  2A ,  de  sorte  que  les  termes  À  sin  2A ,  A  sin  3A , 
Àsin4A,  eto*,  seront  tous  affectés  d'une  erreur  totale  égale 
à  2^;  et,  à  leur  tour,  les  termes  de  la  suite  des  sinus,  à 
partir  du  quatrième  sin  3A,  se  trouveront  affectés  respective* 
ment  des  nouvelles  erreurs  0,  2^,  3^,  etc.  ;  de  sorte  que 

sin  3A    sera  fautif  de    2e  -{-  e, 

sin  4A    sera  fautif  de    3e  4~  ^9 
etc. 

On  en  conclut  facilement  qu'en  supposant  toutes  les  diffé- 
rences secondes  A'  sin  0,  A*  sin  A,  A'  sin  2A,  etc.,  fautives  de  la 
même  quantité  e,  Terreur  totale  produite  sur  sinmA  par  les 
erreurs  des  différences  secondes  sera  la  somme  des  erreurs  par- 
tielles 


(w— l)e, 

erreur  due  au  terme 

A*  sin  0, 

(w  —  2)«, 

• 

0 

erreur  due  au  terme 

A'  sin  A, 

2e, 

erreur  due  au  terme 

A*sin(»i  — 3)A, 

e^ 

erreur  due  au  terme 

A»sin(m  — 2)A, 

c'est-à-dire  : 

• 

i?ri4-2 

4-  ...-4-r«i  —  ^\  À-fm 

^_»t(m  — 1) 

e. 

Quant  à  Terreur  résultant  de  Terreur  commise  sur  le  pre- 
mier terme  A  sin  0  de  la  suite  des  différences  premières ,  il  est 
évident  qu'elle  ne  fera  que  s'ajouter  à  elle-même  en  passant 
d'un  terme  quelconque  de  la  suite  des  sinus  au  suivant ,  de 
sorte  qu'elle  sera  multipliée  par  m  lorsqu'on  arrivera  au  terme 
sin  mh. 

659.  Ceci  posé,  supposons  que  Ton  veuille  calculer  la  suite 
des  sinus  de  l(f  en  IQf'  à  partir  de  0  jusqu'à  30^=  108000"'. 
L'expression  générale  d'un  terme  de  la  suite  des  différences 
secondes  est  —  (2  sin  4  A)'  sin  mh ,  dans  laquelle  on  fera 
A=10^  et  on  devra  donner  à  m  toutes  les  valeurs  1 , 2, 3, ...  1 0800. 
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Or,  on  peut  obtenir  les  différences  secondes  avec  seize  déd- 
males  exactes,  on  aura  donc  ^<t7^  ^  donc,  en  supposant  que 

toutes  les  erreurs  atteignent  leur  limite  supérieure  et  qu'elles 
soient  toutes  dans  le  même  sens,  Terreur  qu'elles  occasionne- 
ront sur  le  dernier  terme  sin  30^  de  la  suite  des  sinus,  sera  in- 

•  * 

férieure  à  ^^^^^^'^^ .  W'"^^'  ^^ ^^ ^^^ ^^^  *^' 

En  second  lieu,  l'erreur  commise  sur  le  premier  terme 
À  sin  0  =  sin  l(f,  sera  assez  faible  pour  qu'étant  multipliée 
par  10800,  elle  produise  sur  le  dernier  sinus  une  erreur 
moindre  que  0, 000  000  001 08.  L'erreur  totale  due  à  ces  deux 
causes  sera  donc  moindre  qu'une  unité  du  huitième  ordre  dé- 
cimal ;  de  sorte  que  l'on  aura  au  moins  huit  décimales  exactes 
dans  toute  la  suite  des  résultats. 

8  IV.  CALCUL  INVERSE  DES  DIFFÉRENCES. 

660.  La  question  que  Ton  se  propose  a  pour  objet  de  trou- 
ver  une  fonction  F(x)  telle  que  sa  différence  toit  égale  à  une 
fonction  donnée  t(x). 

On  désigne  cette  fonction  par  lf(x).  Ainsi,  l'égalité 

lf{x)  =  ¥{a:) 
signifie  que 

\Vix)=:f(x), 

ou  que 

V{x+h)—¥ix)=^f(x). 

661.  Avant  trouvé  une  fonction  particulière  F(â?)  telle  que 
AF(^)=:/(j*),  on  peut  se  demander  s'il  n'existe  pas  une  solu* 
tion  plus  générale.  Supposons  qu'il  en  existe  effectivement 
une,  et  soit  (fix)  ce  qu'il  faut  ajouter  à  V(x)  pour  obtenir  cette 
solution  générale.  On  devra  donc  avoir 

A[F(x)+<p(j;)]    ou    AF(a?)  +  A^a?)=:/ra?); 

mais ,  par  hypothèse ,  àJP(x) = f(x)  ;  donc 

Aç{a?)  =  0,    ou,    ç(a:-j-A)— <[<a:)=0, 
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c*esi-à^ire  que  la  fonction  <f{x)  sera  une  fonction  périodique, 
ayant  h  pour  période  ;  elle  sera  par  exemple  de  la  forme 


astreinte  seulement  à  la  condition  de  reprendre  pour 
2r=Xo4-^A  la  même  valeur  que  pour  â;=aro,  et  restant  d'ail- 
leurs arbitraire  dans  l'étendue  de  chaque  intervalle  égal  à  A.  Il 
est  évident  que  si  x  ne  devait  recevoir  d'autres  valeurs  que  les 
multiples  successifs  de  A,  la  fonction  ^{pa)  serait  alors  une 
simple  constante. 

662.  Un  polynôme  algébrique  étant  donné,  on  peut  tou- 
jours trouver  une  fonction  dont  ce  polynôme  soit  la  diffé- 
rence. 

Soit  en  effet 

le  polynôme  donné.  Nous  avons  vu  (651)  que  la  différence  d'un 
polynôme  algébrique  était  un  polynôme  algébrique  de  degré 
moindre  d'une  unité  ;  nous  pouvons  donc  inversement  repré- 
senter la  fonction  cherchée  par  le  polynôme  du  degré  (m^-l) 

A',  B',  C, r,  U'  étant  des  coefficients  indéterminés.  Pour 

trouver  leurs  valeurs ,  on  formera  la  différence  du  polynôme 
A'a:*^  +  B'a:*  -f . . . . ,  et  on  exprimera  qu'elle  est  égale  au 
polynôme  donné,  ce  qui  conduira  à  égaler  à  zéro  les  coeffi- 
cients des  mêmes  puissances  de  x.  On  trouvera  ainsi  sans  peine 
les  équations  : 

^_(»i+l)OT(»t— 1)^,,,  ,  iw(m— l)n,„,  w— lp,t 
^-     1,2.3     AA+^— y-BA4--p-CA, 

etc.; 
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d'où  Ton  tirera  : 

A'—- *- 

~(»»4-l)A' 

R._B       A 

p,  __^      C  ^  _i   '^^ 

etc. 

Sapposons,  par  exemple,  que  le  polynôme  donné  soit  â?*"; 
en  faisant  A=l,  6=0,  C  =  0,  etc.,  il  viendra 

^  "~(;rH)Â~T"^' 27273  ~^^^- 

En  faisant  successivement  dans  cette  formule  m =0,  t  ,2,3,  etc., 
on  obtiendra  21,  2a?,  2a:*,  etc.  Si  Fon  suppose  par  exemple 
A=:l,  on  aura  : 

21  = -• -f*  ^^^^^^^ 

2x'  =  -^ — •5- + -7- +  coï^stante 

4         o         4 

Ofiw  ^in^  'î^^  ^^ 

2ar»=-^-^  +  ^-^  +  con$taiite 
etc. 

Ces  formules  vont  nous  servir  à  calculer  la  somme  des  termes 
de  différentes  séries. 
663.  Considérons  la  série  : 

dans  laquelle  on  passe  d'un  terme  au  suivant  en  donnant  suc- 
cessivement k  X  des  valeurs  entières  croissantes  d'une  unité. 
Posons 
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Nous  pouvons  regarder  V«  comme  le  terme  de  rang  x  dans 
la  série 

+  («i  +  t«i+t*»+ +  «*«)+•••• 

et  le  terme  Yc+i  de  rang  a:  -^  1  de  cette  série,  sera 

d'où  Ton  tire  : 

V^  — V.    ou    AV.=tf^|, 
équation  qui  conduit  à  celle-ci  : 

2«^  =  V.+C, 

C  étant  ici  une  simple  constante  (061),  puisque  A=3 1  et  que 
les  valeurs  données  à  x  sont  entières. 

Or,  V.  est  une  somme,  celle  des  termes  («i+ti,-hti,-f-. . . .+««), 
que  je  représente  par  S(tf  J,  donc^u^^.!  sera  aussi  une  véritable 
somme.  L'équation  devient 

664.  Si  nous  considérons,  par  exemple,  les  séries  : 

1  +2  +3  +....  +  X 
V+2*+y+....  +  x' 

•  •  •  • 

•  ■  •  • 

•  :  •  •  • 

l"+2"+3"+ +  4-*, 

et  que  l'on  veuille  calculer  pour  chacune  la  somme  de  ses  ter- 
mes, 00  aura  : 

S(a;).=2(a!+1)  +C 
S(a!»)=2(«+1)»+C 

•  •      •  • 

•  •      •  • 

•  •      •  • 

a(ar)=si(x+ir+c. 

On  calculera  2(a:+l),  2(3? +1)*....  l(x+ir  en  changeant 
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xen(x-\'l)  dans  les  formules  que  nous  avons  trouvées  précé- 
demment (662)  pour  Sa?,  la^. , . .  2«*  ;  quant  k  la  constante, 
on  la  déterminera  en  observant  que  tous  les  seconds  membres 
doivent  se  réduire  à  1  pour  x=l,  d'où  Ton  conclura  C  =  0. 
On  trouvera  ainsi  : 

^  ^  2  2  2 

'^  3  2       ■"    6  6 

etc. 

Ce  sont  les  formules  que  nous  avons  déjà  trouvées  (367),  et 
que  nous  avons  appliquées  à  la  sommation  des  piles  de  boulets. 
Nous  pouvons  du  reste  y  arriver  d'une  autre  manière,  qui  a 
l'avantage  de  fournir  immédiatement  les  seconds  membres  dé- 
composés en  facteurs. 

66i$.  Soit  en  effet  le  produit 

V=x{x+h)  (aî-f-2A), .  •  •  (x+nh). 

On  trouve  facilement  que 

lD=(n+l)A[(a?+A)  (a?+2A). . . .  (a?+nA)]; 
donc 

\]z=l{in+l)h[(x+h)(x+2h). . . .  (x+nh)]\, 

ou,  en  remplaçant  U  par  sa  valeur,  et  observant  que  (n+  1)A 
étant  une  constante  peut  être  mis  en  dehors  du  signe  1  : 

Si  Ton  fait  A  =  1,  il  viendra 

2[(«+0(«+2>,.(a;+n)]=^-ppW«+1)(«H-2)...(«  [7]; 

formule  au  moyen  de  laquelle  on  déterminera  successivement 

2(0?  + 1)  ===^^^il\2[to+l)(a:+2)]  ,etc.,enfaisantn=l  ,2,etc. 
Pour  obtenir  Sa;,  2[x(a;+l)],  2[x(a;-f  l)(«-f-2)],etc.,  il  suf- 
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fira  évidemment  de  changer  dans  la  formule  précédente  x  en 
.r — 1 .  On  trouvera  ainsi  : 

la  =  ^{x—\)x 

'L{x{x+\)'\={{x—\)x{X'\-\) 
2[a<x+l)(x+2)]  =  i(j;— l)x(a;+l)fa?+2), 
etc. 

066.  Il  est  mûntenant  facile  de  déterminer   2(;r-f  ])\ 
2;(a?+l)«,  etc. 
On  a  en  effet 

2(a:+l)'=2[x(a:+l)  +(4:+!)]  =Zx(x+\)  +  2(x4-lJ 
2;(a:+l)'=:  2[a?{a?+l)«+(a:+l)«]  =  2x(a:+l)*+  2(x+l)* 
=  Jaix-^l)  (a;+2— 1)  +  2(a?+l)» 

etc. 

On  continuera  ainsi  de  suite,  en  transformant  chacune  des 
expressions  Hx-^-Vfy  Hx-\-Xf^  etc.,  en  expressions  composées 
de  termes  connus.  On  trouvera  ainsi  : 

2(^+1)'=  ^^  =  S(^) 
2(a,+,).=î<î±li^î±l)=S(x»)        >      [8]. 

2(a:+l)«=^^î±î>î=S(a*)=[S(x)]'    j 

Nous  n'avons  pas  ajouté  de  constante,  puisqu'elle  doit  être  évi- 
demment nulle. 

On  remarquera  d'ailleurs  la  dernière  formule  S(«*)=[S(a:)]'; 
elle  exprime  l'égalité  suivante  : 

l'+2'-f  3»+. . . .  +  j:'=  [1-f  2+3. . . .  +x]'. 


• 
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S  V.  DE  L'INTERPOLATION. 

067.  L'iNTBBPOLATiON  a  pour  but,  étant  donné  %n  certain 
nombre  de  valeurs  d*une  fonction  avec  les  valeurs  de  la  variable 
auxquelles  elles  correspondent  ^  de  déterminer  les  valeurs  que 
prend  cette  fonction  pour  d'autres  valeurs  intermédiaires  et 
données  de  la  variable. 

668.  Lorsque  la  fonction  proposée  est  entière  et  du  degré 
n,  elle  est  entièrement  déterminée,  si  Ton  connaît  les  valeurs 
correspondantes  à  (n^-l)  valeurs  différentes  et  données  de  la 
variable;  en  effet,  deux  pareilles  fonctions  sont  nécessairement 
identiques  lorsqu'elles  prennent  les  mêmes  valeurs  pour  (n-f-l) 
valeurs  différentes  de  la  variable,  car,  si  elles  ne  l'étaient  pas, 
en  égalant  à  zéro  leur  différence,  on  formerait  une  équation 
qui  serait  au  plus  du  degré  n,  et  dont  le  premier  membre  serait 
annulé  par  (n-f-l)  valeurs  de  la  variable,  ce  qui  ne  se  peut  (ttiS). 
On  représentera  donc  cette  fonction  par 

et  en  exprimant  qu'elle  prend  successivement  les  valeurs 
connues  yo  »  ^i  «  yi  •  •  •  •  y»  >  lorsqu'on  y  remplace  x  par  les 
valeurs  données  oTo,  oti,  â?i,....  âr„,  on  aura  (n-|-l)  équa- 
tions au  moyen  desquelles  on  déterminera  les  coefficients 

Mais  dans  la  plupart  des  cas,  on  n'a  pas  l'expression  gé- 
nérale de  la  fonction  dont  on  se  propose  de  calculer  les  va- 
leurs, et  dont  on  connaît  seulement  un  certain  nombre  de  va- 
leurs particulières.  Il  est  évident  que  le  problème  est  alors 
complètement  indéterminé;  puisqu'il  revient  k  faire  passer 
une  courbe  par  un  certain  nombre  de  points  désignés,  et  que 
l'on  peut  toujours  tracer  une  infinité  de  courbes  qui  satisfassent 
à  cette  condition,  tout  en  pouvant  d'ailleurs  différer  notablement 
les  unes  des  autres  dans  l'intervalle  de  deux  points  consécutifs. 

On  choisit  ordinairement  pour  la  courbe  dont  l'ordonnée  doit 
représenter  la  fonctIoD  que  l'on  a  à  considérer,  une  courbe 
c.  35 
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parabolique,  à  cause  de  sa  simplicité;  ce  qui  revient  à  suppo- 
ser que  cette  fonction  est  une  fonction  entière  que  l'on  déter- 
minera alors  comme  au  numéro  précédent.  Mais  ce  calcul 
peut  se  faire  très-simplement,  sans  résoudre  les  équations  de 
oondition  qui  doivent  donner  les  coefficients  A,  B,  C, ....  T»  U. 
eee.  Solt  en  effet 

y=A+Rr-|-C;r»-|- .  • . .  +  Kj?» 

la  fonction  cherchée.  Si  Ton  forme  les  (n-f  1}  équations  de  con- 
dition : 

yo=A  +  Ba:o  +  (lr'«+....  +  Kj?o* 
yi  =  A  +  Barj -f  CiP\  -f  . . . .  +K;ri* 

y,  =  A -}-  Bar,  4-  CLc*t  +  ....  +  K^r,* 

•  .         ■  •  • 

•  •         •  •  •  • 

•  •         •  ■  . 

y,  =  A  +  Ba;n+Cx«H  +  ....  +  K^,*, 

on  reconnaîtra  facilement,  d'après  les  formules  données  par 
Cramer  pour  Texpression  des  valeurs  des  inconnues  dans  un 
système  d'équations  du  premier  degré  (172),  que  les  coeffi- 
cients A,  B,  C, . . . .  K,  ne  contiendront  les  quantités  yo,  yi ,  y,, . . ..y» 
qu'au  premier  degré  et  seulement  dans  leurs  numérateurs  ; 
par  conséquent,  en  supposant  que  la  fonction  y  soit  ordonnée 
par  rapport  à  yo,  yi,  y,  ....  y,»,  elle  se  présentera  sous  la 
forme 

y=Xoyo  +  Xiyi  +  X^,+  ••••  +  Xnyn        [9], 

les  quantités  X^,  Xi,  X., .  • . .  X^  ne  dépendant  que  de  la  va- 
riable X  et  de  ses  valeurs  connues  ^o,  oti,  jr., , . . .  â;„. 

Cette  expression  de  y  doit  se  réduire  à  yo  pour  x=x^^hyi 
pour  x=Xi^.., à  y»  pour  x=Xn ;  il  faudra  donc  que  Ton  ait  ; 

pour  a:«a?o»  Xo=l,  Xi:=0,  Xs=0,  ....  X«s=0; 
pour  a?=:Pi,  Xo=0,  Xi»!,  X,=30,  ....  X^z^O; 

pour  xssx^f  Xo=0,  Xi=£0,  X|=£i,  ...«  X„=0; 

.       •       ■      •  .     • 

•  é  «  •  .  • 

•  •  •  .  a  • 

pour  X^siXn^  Xo^Of  Xi=sO,  X^ssO,  ....  X«=rl. 

Ainsi,  la  fonctionXi  par  exemple,  doit  s  anéantir  pour  toutes 
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les  valeurs  de  â?  égales  à  0^1 ,  a?,, ....  â?n  ;  on  satisfera  à  cette  pre- 
mière condition  en  prenant  pour  X^  une  expression  ayant  pour 
numérateur  le  produit  (o;—- xOCo?— â?,) ....  (x^-Xn).  En  second 
lieu,  cette  expression  devant  se  réduire  à  l'unité  pour  x:=iw^ , 
il  suffira  évidemment  de  lui  donner  pour  dénominateur  le 
produit  (x^—Xi)  (x^—x^) ....  (a:©— ^«)«  Où  posera  donc  : 

Y  (^  — ^i)  (^  — X^  ....  (a?  — OTn) 

v^o — ^0  (•''0 — ^«)  •  •  •  •  (^0 — ^^») 

On  sera  conduit  de  même  à  poser  : 

X  __  (^  ■**  fl^)  (a?  — ^fl^i)  ■  *  »  *  (a?  — x^ 


Y   (^  ^o)(^ ^^l)  »  •  •  •  (^ ^n) 

(a?, — x^  (a?, — ^«i) ....  (a?i — oj,»;^ 

(a?  — a?J(a?  — a?i) ....  (a?  — a?^i) 

(a?„ — x^{Xn — ari)...   (a?* — x^ 


En  multipliant  X^,  Xi,  X, .  • . .  X«  par  ces  valeurs  dans  l'équa- 
tion [9],  il  viendra  enfin  : 

(x  — a?i)  {x  — a?,) ....  (a?  — x^) 

^  "  (x^—XiKx^—x^ (aîo— a7n)  ^* 


I  (^  — ^o)  (^  — ^ù  ....  (a?  — a?  J  j.  ^ 

"^(a:i— arJCa^i— a:,) (a?i— ^J^*  -^ 

+ 

(a?  — >a?J  (a?  — Xi) ....  (a?  — 'a?a>.i) 

"^  (a?n— aro)  (Xn—Xx) fa?^— a?„«i)  ^*' 

Cette  élégante  formule,  donnée  par  Lagrange^  est  très-com- 
mode dans  les  applications  numériques,  puisque  tous  ses  termes 
sont  calculables  par  logarithmes. 

U  est  important  de  remarquer  que  Ton  aurait  pu  prendre 
pour  les  quantités  Xo ,  Xi .  • .  •  X» ,  d'autres  expressions  qui 
eussent  également  satisfait  aux  conditions  du  problème;  ainsi, 
on  aurait  pu  remplacer  les  différences  {x — a?o),  (a?— a?i),  etc., 
par  leurs  carrés  [x — Xof,  (x — Xi)\  etc.  Si  Ton  avait  voulu 
prendre  pour  y  une  fonction  transcendante,  on  aurait  pu, 
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à  la  place  de  (a;— a;^),  (x-^Xi)^  etc.,  écrire  sin  ni(x — x^], 
s\nm(x — Xi),  etc.,  m  étant  d*ailleurs  quelconque.  On  voit 
combien  le  problème  de  Tinterpolalion  est  indéterminé  lors- 
que l'on  ignore  la  forme  de  la  fonction  que  doivent  vériBer  les 
valeurs  données. 

670.  Lorsque  les  valeurs  de  la  variable  sont  en  progression 
arithmétique,  on  peut  mettre  sous  une  autre  forme  la  fonc- 
tion dont  on  connaît  les  valeurs  correspondantes.  Soient,  en 
effet,  tio,  tii,  tis . . . .  Kn  les  valeurs  connues  que  prend  la  fonc^ 
tion  lorsque  Ton  donne  à  x  les  valeurs  désignées  x^,  Xi=Xf,'\'h^ 
â;,t:^â?|-f-  2A . . . ,  a:«=âro-}-iiA.  Si  nous  nous  reportons  à  la 
formule  générale  [3]  (080),  qui  donne  un  terme  quelconque 
d'une  suite  de  quantités  en  fonction  de  la  première  et  de  ses 
différences  successives  ;  le  second  membre  de  cette  formule 
devient  successivement  tio,  «s ,  ti, . . . .  etc.,  lorsque  l'on  y  fait 

n=0,  =  1,  =2,  etc.;  si  donc  on  pose  n  =  — j—?,  on  voit  que 

ce  second  membre  deviendra  successivement  u^,  tit,  ti, . . . .  m., 

lorsqu'on  terax^x^^  =ar^+A,=Xo+2A, ....=a:,>-f"»**;  ''. 
sera  d'ailleurs  une  fonction  entière  de  x^  du  degré  n,  et  sera 
par  conséquent  la  fonction  cherchée.  Ainsi,  en  la  désignant 
par  ie«,  cette  fonction  aura  pour  expression  : 


2 


Si,  la  forme  de  la  fonction  n'étant  pas  connue  d'avance,  on 
voulait  néanmoins  la  représenter  par  cette  formule,  il  serait 
nécessaire  que  les  différences  successives  décrussent  assez  ra- 
pidement pour  que  Ton  pût  négliger  toutes  celles  qui  dépas- 
seraient Tordre  n. 

671.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on  veuille  obtenir  le  lo- 
garithme de  3,1415926536  au  moyen  d'une  table  de  loga- 
rithmes à  dix  décimales.  On  regardera  les  logarithmes  contenus 


X 

3,14 

3JC 
3,17 
3,18 
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dans  cette  table  comme  les  valeurs  données  de  la  fonction  ii., 
les  nombres  auxquels  correspondent  ces  logarithmes  comme 
celles  de  x,  et  l'on  formera  le  tableau  suivant  : 


v,=logx 


0,49C  039  648  I 
0,498  3106538 
0,499687  083  6 
0,501  0&9  262  2 
0,502  4271300 


All« 


+0,0013809057 
+  0,001376  5288 
+  0,0013731796 
+  0,001367  857  8 


A*ll. 


0,000004  8769 
0,000004  3492 
0,000004  3218 


AX 


+  0,000000037  7 
+  0,000  000027  4 


AX 


^0,0000000003 


En  prenant  quelques  logarithmes  consécutifs  de  plus,  on  trou- 
verait encore  — 0,000 000 000 3*pour  la  différence  quatrième; 
de  sorte  que,  lorsqu'on  s'arrête  à  dix  chiffres  décimaux ,  les  dif- 
férences cinquième  et  suivantes  sont  nulles.  On  s'arrêtera  donc 
dans  l'expression  de  la  valeur  deii«,poura;=3,l415926536 
au  terme  en  A^  inclusivement. 

Le  tableau  ci-dessus  donnera  : 


««  = 


0,496  929  648  1 
=+0,001380905  7 
=—0,000  004  376  9 
+0,0000000277 
AX  = —0,000  000  000  3 


AX  = 

AH*.= 


et  comme  A=0,01,aro=3,l4,  a?= 3, 14 15926536,  on  aura  : 

^^^=0,159  265  36. 

Avec  ces  valeurs,  il  sera  facile  de  mettre  en  nombre  la  for* 
mule,  et  l'on  trouvera  : 

ti,  =  w  log  3, 14 1 5926536  =  0,4971 498726. 

679.  Si  dans  la  formule  [11]  on  faitâ?— âPo^A'^t^* — tio=oti. 
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il  viendra,  en  éorivant  simplement  «  au  lieu  de  ««, 

formule  qui  fera  connattre  la  différence  Sti,  pour  un  intervalle 
h'  entre  deux  valeurs  de  la  variable,  au  moyen  des  différences 
au,  AHi,....  relatives  à  Tintervalle  h.  Si  les  différences  A^,  Ah«,... 
sont  assez  petites  pour  qu'on  puisse  les  négliger,  on  aura  sim* 

plement  ^^=-t  ^^)  c'est-à-dire  que  la  différence  $tf  sera  pro- 
portionnelle à  l'intervalle  h\ 

Nous  verrons  plus  loin  dans  la  résolution  des  équations  nu- 
mériques qu'il  est  utile  de  savoir  substituer  dans  une  fonction 
entière  une  suite  de  quantités  dont  la  différence  est  le  dixième 
de  la  différence  existant  entre  les  termes  d'une  suite  de  quan- 
tités déjà  substituées;  ainsi,  après  avoir  substitué  la  suite  des 
nombres  0, 1 , 2, 3, ... .  dont  la  différence  est  h=l ,  on  se  propose 
de  substituer  entre  0  et  1  les  nombres  0,1,  0,2, ....  0,9;  entre 
1  et  2  les  nombres  1,1, 1,2,  . . . ,  1,9,  etc.  On  devra  donc,  dans 

la  formule  [11],  donner  à  — r— ^  ss-^bsm  les  valeurs  successives 
0,1, 0,2,  0,3, ....  0,9;  et  on  calculera  pour  chacune  de  ces 
valeurs  les  coefficienls  g,  ~  ,etc.,  de  Au,  AH*,  etc.  Si  l'on 
observe  d'ailleurs  que  ces  coefficients  sont  des  fonctions  en- 

ri 

tières  du  rapport-?'  =  jb,  on  pourra  calculer  pour  chacun  d'eux 

la  suite  de  ses  valeurs  successives  par  la  métbode  des  diffé- 
rences (6^2);  ainsi,  pour  avoir  la  suite  des  valeurs  des  coeffi- 
cients de  A^u,  on  en  calculera  directement  quatre  valeurs  cor- 

respondantes à  -^  ou  s=0,l,  =0,2,  =0,3,  =0,4,  et  les 

valeurs  suivantes  pour  j5=0,5,  =0,6,. . . .  =0,9  s'obtiendront 
par  le  procédé  indiqué  au  numéro  6S2.  On  trouvera  de  la  sorte 
pour  les  coefficients  de  la  formule  [11]  les  valeurs  données 
dans  le  tableau  suivant  : 
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05— X, 

CoefDcienU 

Co«fflcienU 

Coefllcleels 

CoefflcienU 

h      ^"^ 

de  AU 

doÀ'tt 

deA*« 

dedH» 

+ 

+ 

— - 

0.1 

0,1 

0,045 

0,0285 

0,0206625 

etc. 

0,2 

0,2 

0,080 

0,0480 

0,0336000 

0,3 

0,3 

0,105 

0,0595 

0,0401625 

0.4 

0,4 

0,120 

0,0640 

0,0416000 

'    0,5 

0,5 

0,125 

0,0625 

0,0390625 

0,6 

0,6 

0,120 

0,0560 

0,0336000 

0,7 

0,t 

0,105 

0,0455 

0,0261625 

0,8 

0,8 

0,060 

0,0320 

0,0176000 

0,9 

0,9 

0,045 

0,0165 

0,0086625 

Il  sera  ensuite  facile  de  trouver  iH«,  Ai,  etc.,  au  moyen  même 
des  différences  qui  ont  servi  à  calculer  les  suites  des  valeurs  des 
coefficients  de  ik%  X*u^  etc.  On  trouvera  ainsi  : 

Bu  =  0,1  Aw  —  0,045A*«  +  0,0285A«m  —  0,0206625A*ti  -f- . . . . 
SHi  =  0,01  OA*w  —  0,0090AH«  +  0,0077250A*w  —  . . . . 

«Hi  =  0,0010A"ti  —  0,001  S500A*tf  +  . . . . 

8Hi  =  0,0001000A*w  — . . . . 

675.  Si  nous  nous  reportons  à  la  formule  [11],  qui  repré- 
sente exactement  (068)  une  fonction  entière  de  degré  n,  dont 
on  connaît  les  valeurs  iio*  ^i»  ^t  •  •  •  •  ^n  correspondantes  aux 
valeurs  aîo,  a?o+*»  a?o+2A...,  j?o+nA  de  la  variable,  on 
verra  focilement  que,  si  i/q,  Avq  ,  A*i/o ....  A%  sont  des  quan- 
tités positives,  et  que  l'on  donne  à  x  une  valeur  ^x^-^-in — 1)A 

de  sorte  que   "7^^  ("^T~^^0»  ^*^'»  soient  aussi  positives, 

le  prehiier  membre  de  la  formule  sera  positif.  Il  y  a  plus  :  à 
partir  de  la  valeur  x  =  ^^-{-{n — l)A,  tous  les  termes  qui  com- 
posent le  second  membre  augmenteront  indéfiniment  avec  x^ 
et  par  conséquent  il  en  sera  de  même  de  la  fonction  qu'il  re- 
présente. En  appelant  (^(x)  cette  fonction,  il  en  résulte  évi- 
demment que  â:o-f(«^l)A  est  une  LUiiTB  supiannai  deg  racines 
positives  de  Péquati<m  f(x)=a0.  (Voir  au  chapitre  suivant  les 
n- 675  et  679.) 


CHAPITRE  XXII. 

DE  LA  RfiSOLllTION  DES  fiQUATIONS  NUMERIQUES. 


S  I.  CALCUL  DES  RACINES  COMMENSURABLES. 

674.  Une  équation  à  coefficients  numériques  a  généralement 
des  racines  réelles  et  des  racines  imaginaires;  les  premières 
peuvent  être  commensurables  ou  incommensurables;  et,  dans 
l'expression  a  -{•  py^ — l  d'une  racine  imaginaire  ^  a  et  p  repré* 
sentent  des  quantités  rationnelles  ou  irrationnelles.  Or,  les 
racines  incommensurables  ne  pouvant  être  trouvées  qu*ap- 
proximativement,  on  voit  que  la  détermination  des  racines 
commensurables  doit  être  plus  facile  que  celle  des  autres  ra- 
cines; d'ailleurs,  comme  on  les  obtiendra  exactement,  on 
pourra  débarrasser  l'équation  proposée  de  toutes  ces  racines, 
ce  qui  abaissera  son  degré  et  rendra  par  conséquent  plus  facile 
le  calcul  de  ses  autres  racines.  Nous  allons  donc  nous  occuper 
d'abord  de  la  recherche  des  racines  commensurables,  puis  nous 
verrons  comment  on  pourra  obtenir  les  racines  incommensu- 
rables avec  une  approximation  donnée,  et  nous  terminerons 
par  le  calcul  des  racines  imaginaires. 

67tt.  Quelle  que  soit  l'équation  proposée,  nous  commence- 
rons par  faire  évanouir  les  dénominateurs  et  tous  les  radicaux 
qu'elle  pourra  contenir;  de  sorte  qu'après  avoir  transposé  tous 
les  termes  dans  le  premier  membre ,  elle  sera  ramenée  à  la 
forme 

Aa?-  +  Ri--»+...  +  Ra:»4.Sa:«-f-Ta?-f-U=0    [1], 

dans  laquelle  les  coefficients  A,  B,...  R,  S,  T,  U  s&nt  tous  des 
nombres  rationnels  et  entiers. 

Les  racines  commensurables  de  cette  équation  peuvent  être, 
les  unes  entières  et  les  autres  fractionnaires;  nous  allons  d'a- 
bord nous  occuper  des  premières. 
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Le  moyen  le  plus  naturel  d'y  parvenir  est  de  substituer  dans 
l'équation  [1]  la  suite  naturelle  des  nombres  entiers  1,  2,  3,... 
et — 1, — 2, — 3,...,  et  si  l'on  trouve  autant  de  résultats  égaux  à 
zéro  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'exposant  du  degré  de  cette  équa- 
tion, on  aura  déterminé  toutes  ses  racines*.  Mais  s'il  n'en  est 
.pas  ainsi,  on  devra  craindre  de  ne  pas  avoir  poussé  les  substi* 
tutions  suffisamment  loin.  Pour  lever  cette  difficulté,  nous 
allons  tâcher  de  calculer  les  UMrrBS  supériiuris  des  racines  po- 
sitives et  négatives  de  l'équation  [1],  c'est-à-dire  de  trouver  deux 
nombres  dont  les  valeurs  absolues  soient  respectivement  plus 
grandes  que  celles  de  la  plus  grande  racine  positive  et  de  la  plus 
grande  racine  négative  de  cette  équation;  car,  il  n'y  aura  qu*à 
pousser  les  substitutions  des  nombres  1,  2,  3,...  et  — 1,  — 2, 
-r-3,...  jusqu'à  ces  limites,  et  on  sera  sûr  de  ne  laisser  échapper 
aucune  des  racines  commensurables  entières  que  l'on  cherche. 

676.  ProblèmbI.  Déterminer  une  limite  supérieure  des  racines 
positives  d'une  équation  donnée. 

Cette  question  est  évidemment  indéterminée,  car  on  conçoit 
qu'il  y  a  une  infinité  de  nombres  plus  grands  que  la  plus  grande 
racine  positive  de  l'équation  [1].  Le  but  que  l'on  doit  se  proposer 
en  cherchant  une  limite  supérieure  des  racines  positives  d'une 
équation^  est  donc  de  trouver  une  règle  simple  pour  obtenir  un 
nombre  qui  ne  surpasse  pas  de  beaucoup  la  plus  grande  de  ces 
racines.  On  a  donné,  de  cette  importante  question,  plusieurs 
solutions  parmi  lesquelles  les  suivantes  méritent  de  fixer  l'at» 
tention. 

1'*  Solution.  Il  est  clair  que  si  l'on  transforme  l'équation 
proposée,  que  je  représenterai,  pour  abréger,  par  ^£}=:0,  en 
nne  autre  dont  les  racines  soient  égales  à  celles  de  cette  équa- 
tion diminuées  chacune  d'une  quantité  arbitraire  A,  et  que  l'on 


*  Nous  n'indiquons  pas  la  subsUlution  de  zéro,  parce  que  zéro  ne  peut 
être  racine  qu'autant  que  la  proposée  ne  renferme  pas  de  terme  Indépen- 
dant de  X  :  ainsi  on  reconnaît  Texistence  de  cette  racine  )i  rinspecUon 
seule  de  l'équation. 
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détermine  cette  quantité  A,  de  manière  que  la  transformée  n'ait 
que  des  permanences,  cette  transformée  ne  pourra  avoir  pour 
racines  réelles  que  des  quantités  négatives  (S3S ,  2<'}  et  par 
conséquent  la  valeur  -^L  que  Ion  aura  trouvée  pour  h  surpas- 
sera nécessairement  la  plus  grande  racine  positive  de  9(0;) =0, 
c'est-à-dire  qu'elle  sera  une  limite  supérieure  des  racines  po- 
sitives de  cette  équation. 

On  posera  donc  y^oo-^h^  d*où  x^y-{'h^  et  par  con- 
séquent 

Maintenant ,  pour  déterminer  le  plus  petit  nombre  entier  qui 
rendra  positives  toutes  les  fonctions 

^*),   ?W,    /(*),    ?"(*),...   <p-^»(*). 

on  cherchera  quel  est  le  plus  petit  nombre  entier  dont  la  sub- 
stitution dans  9*^KA)  donne  un  résultat  positif,  et  la  chose  sera 
facile,  puisque  cette  fonction  est  du  premier  degré.  Ainsi,  ri 
<p"-*(;i)  =  ûA -|- ft,  b  étant  positif ,  on  fera  A =0;  si  *<0,  on 
prendra  pour  h  le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  ft 

f  On  substituera  la  valeur  trouvée  pour  h  dans  la  dérivée 

de  l'ordre  (m^2),  laquelle  est  du  deuxième  degré  par  rapport 
à  A,  et  si  le  résultat  est  négatif,  on  augmentera  cette  valeur 
de  A  successivement  d'une  unité,  jusqu'à  ce  que  Ton  obtienne 
un  résultat  positif.  On  opérera  de  même  spr  la  dérivée  de  Tor- 
dre (m — 3),  et,  en  remontant  ainsi  successivement  aux  fonctions 
précédentes ,  on  déterminera  facilement  un  nombre  entier  L, 
que  Ton  devra  prendre  pour  )a  valeur  de  A, 

Cette  méthode  suppose  que,  si  une  valeur  a  de  A  rend 
positives  une  certaine  dérivée  cp*'(A)  et  toutes  celles  d'un  ordre 
inférieur  au  sien,  toute  valeur  de  A  plus  grande  que  a  rendra 
aussi  cette  dérivée  positive.  Posons,  en  effet,  A  =  a  +  A,  k 
étant  >  0,  et  il  viendra 
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Or,  par  hypotbàse»  f^*},  f*^H«)i  f*^*)...  sont  dds  quantités 
positives  :  donc  ^"(a-f'^)  ^^  ^^^^  positive. 

677.  Appliquons  la  métbode  que  nous  venons  d'exposer,  et 
qui  est  due  à  Newton^  à  l'équation 

<p(a?)=a:*^7aî»+&r«4-66«?  — 104  =  0. 

Nous  exécuterons  les  calculs  suivants  : 

9  (j?)  =  4a^— 21a:*-}- 10a: + 56 

^^5=(te«— 21J.  +5, 

7 
4a:— 7=0  donne  a:=^)  ainsi  on  fera  d'abord  a:=2,  et  on 

trouvera  que 

^=4,     ^^>0,    9'W>0,    ?{a?)>0; 

ainsi  Lk4  eat  une  limite  aupérieure  des  racinea  positives  de 
l'équation  proposée* 

678.  Il  ne  faudrait  pas  s'imaginer  que  la  limite  L,  fournie 
par  cette  métbode  de  Newicn^  fftt  égale  au  nombre  entier  im- 
médiatement supérieur  à  la  plus  grande  racine  positive  de 
f(a?)a:0  ;  en  eflbt,  comme  il  n'est  pas  néoeasaire  qu'une  équation 
n'ait  que  des  permanences  pour  que  toutes  ses  racines  réelles 
soient  négatives,  on  comprend  qu'en  donnant  à  A  des  valeurs 
entières  plus  petites  que  L,  il  pourrait  se  faire  que  l'équation 
transformée  (p(y-f*^)=0  ^^^  des  variations,  et  que  toutes  ses 
racines  réelles  fussent  encore  négatives;  de  sorte  que  ces  nou* 
velles  valeurs  de  h  seraient  aussi  des  limites  supérieures  des 
racines  positives  de  9(âr)ss0.  C'est  ce  dont  l'équation  que  nous 
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avons  considérée  ci-dessus  nous  offre  un  exemple;  car,  comme 
elle  revient  à 

(«»— 8)  (X*— 7a? -f- 13)=0, 

on  voit  que  ses  racines  sont 

et  qu'ainsi  3  est  une  limite;  or,  en  foisant  y  =  a?  — 3,  on 
trouve 

?(y-f3)  =  y*  +  5y»-4y*  +  5y  +  l=0, 

équation  qui  a  deux  variations  et  n'a  pour  racines  réelles  que 
les  quantités  négatives  (+  y^S  —  3)  et  —  (y/S  +  3) . 

Remarquons  cependant  que  L  serait  précisément  égal  au 
nombre  entier  qui  est  immédiatement  supérieur  à  la  plus  grande 
racine  positive  de  q)(A?)=Oy  si  cette  équation  avait  toutes  ses 
racines  réelles.  En  effet,  si  N  désigne  ce  nombre  entier,  et  que 
Ton  pose  y =a: — N,  il  est  clair  que  la  transformée  ç(y-f-N)=0 
ayant  toutes  ses  racines  réelles  et  négatives,  ne  pourra  avoir 
que  des  permanences  (851);  donc  la  substitution  de  N  à  la  place 
de  X  dans  les  fonctions 

les  rendra  toutes  positives  ;  et  comme  L  est  le  plus  petit  nom- 
bre entier  qui  jouit  de  cette  propriété,  il  faut  en  conclure  que 
L  =  N. 

679.  2*  Solution.  Cette  solution  et  la  suivante  reposent  sur 
ce  principe  qu'tfn  nomhtt  est  une  limite  éupérieure  des  racines 
positives  d*une  équation,  lorsque  sa  substitution  dans  le  premier 
membre  de  cette  équation  donne  un  résultat  plus  grand  que  zéro 
et  que  tous  les  nombres  plus  grands  que  lui  jouissent  de  la  même 
propriété;  en  effet,  aucun  nombre  plus  grand  que  celui  dont 
il  s'agit  ne  pourra  rendre  nul  le  premier  membre  de  l'équation 
proposée. 

Désignons  par  v(x)  la  somme  de  tous  les  termes  de  l'équation 
proposée  qui  précèdent  son  premier  terme  négatif,  et  par  ^x) 


DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES.  557 

la  somme  de  tous  ses  termes  négatifs  :  je  dis  que  si  -j-L  est  un 
nombre  qui,  substitué  à  la  place  de  x^  rend  la  différence 
^(^) — M^)  plus  grande  que  zéro,  L  sera  une  limite.  En  effet, 
soit  r  le  plus  petit  exposant  de  x  dans  irfâ?),  nous  aurons 

Or  -^  ne  renferme  que  des  puissances  positives  de  x,  tandis 

X 

VxY 
que  -^^  ne  contient,  au  contraire,  que  des  termes  affectés  de 

Su 

puissances  négatives  de  cette  variable ,  de  sorte  qu'eâ  faisant 
croître  x  à  partir  de  â;=L,  la  première  de  ces  deux  quantités 
augmentera,  ou  du  moins  restera  constante,  si  itlx)  est  un  mo- 
nôme, et  la  deuxième  diminuera  constamment  jusqu'à  devenir 
nulle  pour  07=00  ;  donc  la  différence  itix)  — ^a?)  sera  toujours 
positive ,  puisque  par  hypothèse  7t(L)  >  <]<L),  et  croîtra  même 
au  delà  de  toute  grandeur  donnée.  Donc  L  est  une  limite  supé- 
rieure des  racines  positives  de  Féquation  proposée. 

Cela  posé,  je  partage  le  premier  membre  de  Téquation  pro- 
posée en  plusieurs  groupes  de  termes  ordonnés  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  de  x^  ne  présentant  qu'une  seule  variation 
et  ayant  une  quantité  positive  pour  premier  terme  ;  puis  je  sub- 
stitue, dans  chacun  de  ces  groupes,  la  suite  naturelle  des  nom- 
bres 1,2,  3,  4,....  jusqu'à  ce  que  je  trouve  un  nombre  qui 
donne  un  résultat  plus  grand  que  zéro  ;  le  plus  grand  de  tous 
les  nombres  qui  rendront  ainsi  les  différents  groupes  positifs , 
sera  évidemment  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de 
la  proposée. 

Si  les  groupes  sont  des  binômes  ou  des  trinômes  qu*on  puisse 
réduire  au  second  degré ,  en  mettant  en  facteur  commun  la 
plus  faible  des  trois  puissances  de  x  que  chacun  d'eux  ren- 
ferme ,  on  évitera  les  tâtonnements  en  égalant  chaque  groupe 
à  zéro  et  en  prenant,  pour  valeur  de  L,  la  plus  grande  racine 
positive  de  ces  différentes  équations. 

080.  ExKMPLiI.  ar»-f-7«*  — 12a:»  — 49«*  — 52a:  — 13=0. 


•'V 
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Xe  mets  cette  équation  sous  la  forme 

a:(a:*— 12aî«— 52)  +  (7a?*— 49x«— 13)  =  0. 

En  égalant  à  zéro  les  quantités  comprises  entre  les  parenthèses , 
on  formera  deux  équations,  d*où  l'on  tirera  or =4  et  x=  v/8  ; 
ainsi  4  est  une  limite. 
La  méthode  de  Newton  aurait  donné  3  pour  limite. 

EXKMPLB II.  aï»— »«?•— I3a^— &z;«+3a:»— 20a:*— 27ic»— 6^ 
-j- 10  =  0.  Cette  équation  revient  à 

a:«(a:"— 5a?»— 13a:— 6)  +  a^3a;»— 20»"— 27x  — 5)  +  10=0. 

On  voit  inunédiatement  eo  mettant  ot*  en  facteur  conmiua  du 
premier  et  du  deuxième  terme  de  chaque  groupe ,  que  pour 
rendre  le  premier  positif  i  il  faut  que  z  soit  plus  grand  que  5» 

et  que  le  deuxième  groupe  sera  négatif  ^  si  œ  n'est  pas  supérieur 

20 
à  -5-  J'essaye  donc  7.  Le  groupe  «■—5a;* — iSa?— 6  prend  une 

valeur  positive,  mais  le  deuxième  3a^ — 20a:' — 27ar — 5  devient 
négatif.  Je  substitue  alors  8  au  lieu  de  x  dans  ce  polynôme,  et 
comme  j'obtiens  un  résultat  positif,  j'en  conclus  que  8  est  une 
limite. 

La  méthode  de  Newton  aurait  donné  7. 

Exemple  111.  2a:'+Uaj*— 10a;*— 26a?*+31a:»+ 72a:»— 230a? 
—  348  =  0.  Cette  équation  peut  être  mise  sous  la  forme  sui- 
vante : 

2a?^a?»^5)+lla^(«^)+8l(a;»--~5^+72«(^^ 

En  égalant  chaque  groupe  à  zéro,  on  trouvera 

_115 
*-36"* 

La  dernière  de  ces  valeurs  est  plus  grande  que  toutes  les  autres, 

116 
ainsi  -^  est  une  limite. 

681.  On  peut  modifier  la  méthode  précédente  de  manière 
à  obtenir  une  limite ,  sans  avoir  aucun  tâtonnement  à  faire. 
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Représentons,  en  effet,  par  — Jiaf^^  le  premier  terme  négatif  de 
l'équation  proposée,  et  par  — Pa?*-',  — Qa?"*^,....  ses  autres 
termes  négatifs,  et  supposons  d'ailleurs  qu'on  ait  dégagé  le  pre- 
mier terme  de  Téquation  de  son  coefficient  ;  on  obtiendra  évi- 
demment une  limite,  si  l'on  peut  trouver  une  valeur  positive  de 
X  qui  satisfasse  à  Pinégalité 

Mais  si  nous  appelons  S  le  plus  grand  coefficient  négatif,  il  est 
clair  que  nous  aurons  satisfait  à  cette  inégalité,  si  nous  pouvons 
vérifier  la  suivante 

En  mettant  S  en  facteur  commun  et  en  observant  que 
â?*-*  +  ar"*^*  +  «^""*  +  -«+^  +  *^4-lC8tle  quotient  de 
la  division  de  (a?*^*^— 1)  par  (a?— 1),  on  verra  que  Tinégalité 
ci-dessus  revient  à 

a?"'>S ; — •= r. 

X — 1  X — 1  X — 1 

Si  on  ne  cherche  la  limite  que  parmi  les  nombres  plus  grands 
que  Tunité,  cette  inégalité  sera  comportée  par  la  suivante 


a7*>- 


x—l 


^«-ii+i 


d*où,  en  divisantses  deux  membres  par  ,  ce  qui  estper- 

mis,  puisque  x  doit  être  plus  grand  que  1 ,  on  trouvera 

x'^\x—l)>S. 

Or,  comme  a:*"*>(a;— 1)*~S  on  satisfera  à  cette  condition  en 

posant 

(»— ir-K«?  — l)aiS   ou   (0?— ir=s, 

d*où  l'on  tire  enfin 

Donc,  on  aura  une  limite  supérieure  des  racines  positives  d'une 
équation^  en  ajoutant  l'unité  à  la  racine  du  plus  grand  coeffi^ 
dent  négatif,  dont  tindiee  est  égal  à  la  différence  des  expo^ 
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sants  du  premier  terme  de  l'équation  et  de  son  premier  terme 
négatif. 

689.  En  appliquant  cette  règle  aux  trois  équations  qui  nous 
ont  servi  d'exemple,  dans  le  numéro  précédent,  nous  trouverons 

L==l4-v^62=9,    L=l+27=28,    L=l+i/?^=15. 

Elle  fournit,  comme  on  voit,  une  limite  Uen  moins  approchée 
que  les  méthodes  précédentes. 

On  pourra  encore ,  après  avoir  décomposé  le  premier  mem- 
bre de  réquation  proposée  en  groupes,  ainsi  que  nous  l'avons 
indiqué  précédemment  (679),  calculer  la  limite  de  chaque 
groupe,  à  l'aide  de  la  règle  précédente. 

683.  Dans  le  cas  particulier  où  le  deuxième  terme  de  l'équa- 
tion est  négatif,  la  règle  du  n*  681  donne  pour  limite  le  plus 
grand  coefficient  négatif  augmenté  de  l'unité.  C'est  là  une  li- 
mite, dans  le  cas  même  où  le  deuxième  terme  de  l'équation  est 
positif,  car  c'est  le'  résultat  auquel  on  serait  parvenu  si  l'on 
avait  posé 

af'>Sar^-|-Sar-«+&ir-»4-...  +  &i:-f  S. 

684.  On  tire  de  là  le  moyen  de  résoudre  la  q^uestion  sui- 
vante : 

Problèmb  II.  Étant  donné  un  polynôme  ordonné  suivant  les 
puissances  décroissantes^  entières  et  positives  de  x,  trouver  une 
valeur  de  cette  vatiable^  à  partir  de  laquelle  ce  polynôme  con- 
serve  constamment  le  signe  de  son  premier  terme ^  et  acquière  des 
valeurs  absolues  qui  puissent  surpasser  toute  grandeur  donnée. 

Soit 

dbA«*diRc*-*di(Lr*-«ifc...=liTardiU 

le  polynôme  proposé,  dans  lequel  A,  B,  C,...  U  sont  des  quan- 
tités positives  :  on  résoudra  évidemment  la  question  en  cher- 
chant la  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équation 

X      ^ar-      ^ar-      ...     ja;-j_o. 
Si  donc  S  est  le  plus  grand  des  coefficients  de  notre  polynôme. 
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la  valeur  demandée  de  x  sera^-l-],  c'est-à-dire /a  5omme  ofr- 

tenue  en  ajoutant  à  Vuntté  le  plus  grand  coefficient  qu'a  le  po- 
lynôme qitand  on  a  divisé  totês  ses  termes  par  celui  du  premier. 

688.  3*  Solution.  M.  Bret  a  donné,  dans  les  annales  de  Ha- 
THEMATiQUEs  de  M.  Gergonne^  une  méthode  par  laquelle  on  ob- 
tient ,  sans  tâtonnement ,  une  limite  qui  est  souvent  plus  res- 
serrée que  la  précédente. 

Soit  réquation 

Aa:*-j- ...  +  Mar*+*  —  NV+ ...  +  Pa:»-»-'  — Qa:«+... 
+  Rx^—Saf+etc.  =  0 

dans  laquelle  les  coefficients  ont  leurs  signes  en  évidence.  Nous 
remarquerons  d'abord  que  quel  que  soit  k^  pourvu  qu'il  repré- 
sente un  nombre  entier  et  positif,  on  a  toujours 

ou,  en  faisant  x —  1  =y, 

a?*=yx*-*-j-yâ7"+ya;*-»+...-f-yjr4-y  +  l. 

Cela  posé,  si,  en  conservant  les  termes  négatifs  tels  qu'ils  sont, 
on  applique  cette  transformation  à  tous  les  termes  positifs  de 
la  proposée,  on  aura 


Ayâf^*+. . .+  Ày 

-i-My 
-N 


a^-\-.  .+  Ay 
-fMy 

-Q 


a:«-)-...4-Ayx'+...=0    [2] 
+  My 
-j-Py 

• 

—s 

(toutes  les  puissances  de  x  que  l'on  n'écrit  pas  ont  des  coeffi- 
cients entièrement  positifs).  D'où  l'on  voit  que  si  l'on  égale  à 
zéro  les  coefficients  qui  renferment  un  terme  négatif,  que  l'on 
résolve  les  équations  ainsi  obtenues 

Ay+...+My— N=0, 
Ay+...+My+...-fPy— Q=0, 

Ay+,..+My4-',..+Py+...-|-Ry— S=0, 
etc., 

C.  36 
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et  que  Ton  remplace  y  dans  la  traDsfôrmée  par  la  plus  gnmde 
des  valeurs  de  y  tirées  de  ces  équations  : 

'  :_       N  _      Q  _       s         . 

tous  les  termes  de  cette  transformée  auront  alors  des  coeffi- 
cients positifs,  de  sorte  que  pour  toutes  les  valeurs  de  x^  à  par- 
tir de  cette  valeur  de  y  augmentée  de  Tunité  (d?=y-|~^)i  1^ 
premier  membre  de  Téquation  proposée  sera  constanmient  po- 
sitif, et  prendra  même  des  valeurs  qui  croîtront  au  delà  de 
toute  limite  ;  donc  cette  valeur  de  x  est  une  limite  supérieure 
des  racines  positives  de  la  proposée.  Ainsi 

Ajoutes  successivement  à  runité  une  suite  de  fractions  ayant 
'  chacune  pour  numérateur  un  des  coefficients  négatifs  de  Véqua- 
tion  proposée  et  pour  dénominateur  la  somme  de  tous  les  coeffi^ 
dents  positifs  qui  le  précèdent.  Le  plus  grand  des  nombres  ainsi 
obtenus  sera  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette 
équation. 

U  est  d'ailleurs  entendu  que,  dans  la  pratique,  il  suffit  de 
faire  entrer  en  considération  le  plus  grand  des  coefficients  que 
renferme  chaque  série  de  termes  négatifs,  de  sorte  qu'il  n'y  a 
pas  plus  de  nombres  à  essayer  qu'il  n'y  a  de  ces  séries. 

Si  on  applique  cette  règle  aux  trois  exemples  que  nous  avons 
considérés  au  n*  680,  on  trouvera  : 

2.1+^=14,    i+jÇ-=Ç;doncL=:14. 

On  voit  que  la  méthode  de  M.  Brei  est  surtout  avantageuse 
quand  le  premier  terme  négatif  est  précédé  de  plusieurs  termes 
positifs  et  que  les  plus  petits  coefficients  négatifs  précèdent  les 
plus  grands. 

686.  pROBLÈia.  Trouver  une  limite  supérieure  des  racines 
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négatives  d'une  équation  donnée j  c'eit^à-dire  im  nombre  dont 
la  valeur  absolue  soit  plus  grande  que  les  valeurs  absolues  de 
ses  racines  négatives. 

Si  Ton  change  or  en  — x  dans  l'équation  proposée,  on  ob- 
tiendra, comme  on  le  sait,  une  équation  dont  les  racines  seront 
égales  et  de  signes  contraires  à  celles  de  la  proposée  ;  donc  en 
affectant  du  signe  —  la  limite  supérieure  des  racines  positives 
de  la  transformée,  on  aura  résolu  la  question. 

Exemple.  <p(a?)=ic»— &r*— 13x*+7a?*+2a?~69=0. 

<p(— ^)=0=a?»+6a;*— 13a:>  — 7aj*+to4-69. 

13 

La  méthode  de  décomposition  en  facteurs  donne  L'  = — —^  et 

celle  de  M.  Bret  conduit  à  L'= — 3^. 

o 

687.  Peoblèmb  m.  Déterminer  une  limite  inférieure  des  ra- 
cines positives  d^une  équation  f(.r)  =  0. 

Il  est  clair  que  zéro  est  une  limite  inférieure  des  racines  posi*- 
tives  de  Téquation  proposée,  de  sorte  que  l'objet  qu'on  a  en  vue 
ici  est  de  chercher  une  quantité  positive  moindre  que  la  plus 
petite  des  racines  positives  de  cette  équation. 

Or,  si  Ton  pose  a?=-,  et  que  l'on  calcule  la  limite  supé- 

rieure  L  des  racines  positives   de   l'équation  transformée 

f  (-)=0,  on  aura  L>y,  et  par  conséquent  •r<-=ir.  Ainsi , 

on  obtiendra  la  limite  demandée,  en  divisant  l'unité  par  la  limite 
supérieure  des  racines  positives  de  l'équation  que  l'on  trouve 

en  remplaçant  x  par  -  dans  la  proposée, 

y 

688.  Soit  N  le  plus  grand  des  coefficients  qui  sont  de  signes 

contraires  au  dernier  terme  de  l'équation  proposée,  après  avoir 

dégagé  son  premier  terme  de  son  coefficient  :  cette  équation 

sera  ainsi  de  la  forme 

9(0?)  =:«?*.  •  •  ±N;»\  • ,  ::pU=0; 
donc 
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d'où,  en  chassant  les  dénominateurs,  ordonnant  suivant  les 
puissances  descendantes  de  y^  et  dégageant  y*"  de  son  coeffi- 
cient , 

N 
Le  plus  grand  coefficient  négatif  de  celte  équation  est  ^  ;  donc 

N     U+N    .,..,... 
l-|-e«= — fT — est  une  limite  supérieure  de  ses  racines  posi- 
tives ;  donc  .y  ,^  est  une  limite  inférieure  des  racines  positives 

de  la  proposée  (p(x)=0.  Ainsi,  on  obtient  immédiatement  une 
Ihniteinférieure  des  racines  positives  d'une  équation ^en  divisant 
son  dernier  terme  par  la  somme  faite  de  ce  dernier  terme  et  du 
plus  grand  des  coefficients  qui  ont  un  signe  contraire  au  sien. 

689.  Comme  il  est  important,  dans  la  pratique,  d'avoir  pour 
la  limite  inférieure  le  plus  grand  nombre  possible,  on  n*emplote 
presque  jamais  cette  règle,  et  on  calcule  la  limite  supérieure 
des  racines  de  l'équation  en  y  par  la  méthode  du  n*  679,  la 
seule  qui  puisse  donner  pour  cette  limite  une  quantité  moindre 
que  l'unHé. 

En  appliquant  cette  règle  au  premier  exemple  du  n*  680,  on 
trouvera 

ç(y)=13y»+52y*+  49f+\2f—7y— 1=0, 

ou         9(y)==13y»+62y*+7y(7y«-l)+(12y«— 1)=0. 

La  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  équation 

e6ti/=;  donc  la  limite  inférieure  des  racines  positives  de  la 

proposée  est  v^7. 

13         13 

La  règle  du  n'  688  donnerait -Tr-rr=  =  s7ï- 

^  13+7      20 

690.  Pour  obtenir  la  limite  inférieure  des  racines  négatives 
d'une  équation f  on  cherchera  la  limite  inférieure  des  racines  po- 
sitives de  sa  transformée  en  —  x ,  et  on  f  affectera  du  signe  — . 

691.  Au  moyen  des  principes  que  nous  venons  d'établir,  on 
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pourra  déterminer  toutes  les  racines  commensurables  entières 
d'une  équation  donnée;  car,  il  suffira  pour  cela,  de  substituer 
dans  son  premier  membre  la  suite  naturelle  des  nombres 

en  désignant  par  -|-  L  et  par  —  L' les  limites  supérieures  de  ses 
racines  positives  et  de  ses  racines  négatives. 

Nous  ne  prenons  pas,  pour  point  de  départ,  les  limites  infé- 
rieures des  racines  positives  et  des  racines  négatives  de  Téqua- 
tion  à  résoudre,  parce  que  pour  obtenir  des  limites  plus  grandes 
que  l'unité,  il  faut  appliquer  la  méthode  du  n""  679  à  l'équation 
dont  les  racines  sont  réciproques  de  celles  de  cette  équation,  et 
que  ce  n'est  que  dans  des  cas  très-particuliers  que  Ton  trouve 
une  quantité  plus  petite  que  l'unité  pour  limite  supérieure  des 
racines  de  cette  transformée. 

69S.  En  réfléchissant  à  la  méthode  que  nous  venons  dMndi- 
quer  pour  trouver  les  racines  commensurables  entières  d'une 
équation,  on  sent  combien  cette  méthode  est  imparfaite,  puis- 
que, si  les  différences  entre  les  racines  sont  un  peu  grandes,  on 
est  forcé  d'essayer  beaucoup  de  nombres  et  de  faire  ainsi  des 
calculs  très-longs.  11  convient  donc  decAercAer  des  caractères 
p'exclusion  qui  puissent  faire  reconnaître  facilement  que  tel 
nombre  ne  peut  pas  être  racine  de  l'équation  qu*onveut  résoudre. 

Soit 

l'équation  dont  il  s'agit,  A,  B,...  R,  S,  T,  U  représentant  des 
nombres  entiers.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'un  nombre  a  soit  racine  de  cette  équation ,  c'est  qu'étant 
substitué  à  la  place  de  â?,  il  rende  son  premier  membre  identi- 
quement nul,  de  sorte  que  l'on  ait 

Aa~  +  Ba— «  +  ...4-Ra*  +  Sa»  +  To  +  U  =  0      [3]. 

Mais  c'est  précisément  la  longueur  des  calculs  nécessaires  pour 
vérifier  cette  condition  qui  fait  l'imperfection  de  la  méthode 
précédente;  il  faut  donc  chercher  à  la  remplacer  par  une  autre 
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qui  lui  soit  équivalente,  mais  dont  rapplication  soit  plus 
iaeile. 

Si,  après  avoir  changé  les  signes  de  tous  les  termes  et  trans- 
posé le  dernier  dans  le  second  membre,  on  divise  par  a,  l'éga- 
lité [3]  deviendra 

_Aa-^*— B<r-^— ...— Ra*— Sa— T=5. 

a 

Or,  a  étant  un  nombre  entier,  le  premier  membre  de  cette  éga- 
lité l'est  aussi,  et  par  conséquent  U  est  divisible  par  a,  de  sorte 
que  tê  dernier  terme  d*une  équation  dont  les  coefficients  sont 
tous  entiers ,  est  divisible  par  chacune  de  ses  racines  commen-- 
turahles  entières.  Si  on  pose,  pour  abréger  : 

a~^' 

et  qu'après  avoir  transposé  le  terme  ^  T»  on  divise  de  nouveau 
par  a,  on  trouvera 

-Aa*-^B<ï*-*— ,..— Ra— S=ï!^. 

a 

Ainsi  T'-f-T  doit  être  divisible  par  a.  Je  pose 

a  ' 

et,  après  avoir  transposé  le  terme  *-*  S,  je  divise  par  a  ;  U  viendra 

a 

donc  S'-fS  doit  être  divisible  par  a.  En  continuant  d^opérer  de 
la  même  manière  et  en  observant  qu'à  chaque  transformation 
les  exposants  de  a  diminuent  d'une  unité,  on  verra  que  la 
(m— !)••  transformée  sera 

-Aa-B  =  ?i2; 

a 

donc  C  -|-  C  est  divisible  par  a.  En&n  si  on  pose 
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et,  qu'après  avoir  transposé  le  terme  -— B,  on  divise  par  a,  on 
trouvera 

.      B'+B  B+B  ,  .      ^ 

ce  qui  prouve  que  B'-f  B  est  divisible  par  a. 

En  résumant  tout  ce  que  nous  venons  de  dire,  nous  conclu- 
rons que  j'Ottr  qu'un  nombre  entier  a  soit  racine  éPune  équation 
dont  tous  les  coefficients  sont  entiers^  il  faut  qu*il  divise . 

V  Le  dernier  terme  de  F  équation; 

2^  La  somme  qu'on  obtient  en  qfoutant  au  quotient  de  cette 
division  le  coefficient  de  la  première  puissance  de  Finconnue  ; 

3*  La  somme  formée  du  quotient  de  cette  seconde  division  et 
du  coefficient  de  la  seconde  puissance  de  l'inconnue  ; 

Enfin  que  la  somme  du  coefficient  du  premier  terme  de  Véquor 
tion  et  du  dernier  quotient  obtenu  soit  égale  à  zéro. 

Il  est  entendu  que  si  l'équation  est  incomplète^  il  faudra  agir 
comme  si  elle  était  complète ,  en  prenant  zéro  pour  coefficient 
des  puissances  de  x  qui  manqueront. 

Ces  conditions  sont  toutes  nécessaires,  et  je  vais  montrer 
qu'elles  sont  snmsANTXs.  Supposons-les,  en  effet,  toutes  rem- 
plies, de  sorte  que  Ton  ait 

a  * 

a      *  ' 

B\  C',...  S',  T  représentant  ainsi  des  nombres  entiers.  J'élimine 
toutes  ces  quantités  entre  ces  m  équations,  ce  qui  se  fera 
en  les  multipliant  respectivement  par  a,  a*,  o^, ...  a^\  a"  et 
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en  ajoutant  membre  à  membre  les  équations-produit.  On 
trouvera 

Aa~  +  Ba-*  +  .,.  +  Ra»  +  Sa«  +  Ta  +  U  =  0, 

ce  qui  prouve  bien  que  a  est  racine  de  l'équation  proposée. 

695.  On  déduit  de  ce  qui  précède  la  règle  pratique  suivante 
pour  déterminer  les  racines  commensurables  entières  de  l'équa- 
tion [1]. 

Calculez  les  limites  supérieures  des  racines  positives  et  néga- 
tives de  cette  équation,  cherchez  ensuite  les  diviseurs  du  dernier 
terme  et  écrivez  sur  une  ligne  horizontale  ceux  de  ces  diviseurs^ 
tant  positifs  que  négatifs ,  qui  seront  moindres  que  ces  limites 
respectives.  Divisez  le  dernier  terme  par  chacun  de  ces  diviseurs 
et  écrivez  les  quotients  au-dessous ,  sur  une  seconde  ligne  hori- 
zontale. Ajoutez  à  chacun  de  ces  quotients  le  coefficient  de  la 
première  puissance  de  x,  qu'il  soit  zéro  ou  qu'il  ne  le  soit  pas; 
écrivez  chaque  somme  au-dessous  du  quotient  correspondant^ 
puis  divisez  chacune  d'elles  par  le  diviseur  qui  est  en  tête  de  la 
colonne  où  elle  se  trouve^  et  écrivez  les  quotients  au-dessous  de 
ces  différentes  sommes. 

Continuez  ainsi  jusqu'à  ce  que  vous  soyez  parvenu  à  ajouter 
le  coefficient  du  premier  terme  à  chacun  des  quotients  obtenus 
en  dernier  lieUj  et  celles  des  sommes  ainsi  trouvées  qui  seront 
nulles^  correspondront  aux  seuls  diviseurs  qui  sont  racines  de 
l'équation  proposée. 

Il  est  entendu  qu'une  fois  qu'on  a  reconnu  qu'un  diviseur 
donne  un  quotient  fractionnaire^  on  le  refette  comme  ne  pouvant 
pas  être  racine  et  qu'on  ne  s'en  occupe  plus. 

•  Quant  aux  diviseurs  -|- 1  et  —  1,  il  est  plus  simple  de  les 
substituer  dans  l'équation  proposée  que  de.  les  soumettre  à  la 
règle  que  nous  venons  d'exposer,  et  qui  est  connue  sous  le  nofn 

de  MÉTHODE  DES  DIVISEURS  COMMENSUPÂBLES  DU  PREMIER  DEGRE. 

094.  Exemple.  Déterminer  les  racines  commensurables  en- 
tières  de  V équation 

2x*  — 23x»  + 77a:*  — 62«  — 24=0. 
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On  trouvera  facilement  qae  -f  L = 1 14  et  qae — L'=  1 ,  qu'ainsi 
il  n'y  a  pas  de  racines  commensurables  entières  négatives,  et 
que  -f- 1  n'étant  pas  racine,  il  faut  appliquer  notre  méthode  aux 
nombres  2,  3,  4,  6,  8.  Voici  le  tableau  des  calculs  : 


2 

3 

4 

6 

8 

—12 

-  8 

—  6 

—  4 

—  3 

—74 

—70 

—68 

—66 

—65 

—37 

—17 

—11 

+40 

+60 

+66 

+20 

+15 

+11 

—  3 

—  8 

—  2 

—12 
—  2 

4  et  6  sont  les  seules  racines  commensurables  entières  de 
l'équation  proposée.  En  divisant  son  premier  membre  par 
(x — 4)(x — 6)=a^ — l(kr+24,  on  trouve  2a:*— 3a? — 1  pour 
quotient;  d'où  Ton  conclut  que  les  deux  autres  racines  sont 

3ifcv^Î7 
4 

69tt.  Cette  méthode  exclut  immédiatement  tous  les  nombres 
compris  entre  les  limites  -|-L  et  — L',  qui  ne  sont  pas  des  di- 
viseurs du  dernier  terme ,  et  quant  à  ceux  qui ,  jouissant  de 
cette  propriété,  ne  sont  pas  racines  de  l'équation ,  on  reconnaît 
qu'ils  doivent  être  rejetés  après  un  nombre  d'opérations  faciles 
à  effectuer,  qui  ne  peut  pas  surpasser  l'exposant  du  degré  de 
l'équation ,  et  est  ordinairement  moindre.  Cependant,  on  com- 
prend que  si  le  dernier  terme  a  un  grand  nombre  de  diviseurs 
compris  entre  -|-L  et  — L',  l'opération  peut  encore  être  très- 
laborieuse;  aussi  Bezout  a-t-il  cherché  des  caractères  auxquels 
on  puisse  reconnaître  facilement  que  certains  de  ces  diviseurs 
ne  peuvent  pas  être  racines. 

Soit  a  une  racine  commensurable  entière  de  Téquation 
ff(x)=0.  On  pourra  exprimer  que  a  est  effectivement  racine, 
en  écrivant  que  f^x)  est  divisible  par  {x — a);  de  sorte  qu'en  dé- 
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signant  par  ^x)  le  quotient  de  cette  diviaioni  on  aura 

Cette  équation  étant  identique,  on  peut  y  remplacer  x  succes- 
sivement par  -|- 1  et  par  —  1  ;  ce  qui  donnera 

Or,  ^x)  étant  un  polynôme  entier,  ^-{-l)  et  ^*-l)  sont  aussi 
des  nombres  entiers  ;  d*où  l'on  voit  que  pour  qu'un  nombre  en- 
tier a,  positif  ou  négatif,  soit  racine  de  l'équation  ^(â?)=:0«  il 
faui  qu'étant  diminué  et  augmenté  d'une  unité,  il  divise  res- 
pectivement les  résultats  qu'on  obtient  en  remplaçant  â;  par  -}- 1 
et  par  — 1  dans  le  premier  membre  de  cette  équation. 

Pour  fociliter  l'application  de  cette  règle,  il  sera  bon  de  dé- 
composer f(+l)  et  (p( — 1)  en  leurs  focteurs  premiers. 

Si  l'on  trouvait  que  f  (+1)  ou  ff( — 1)  est  égal  à  zéro,  on  en 
conclurait  que  +1  ou  — 1  est  racine  de  ^ (a;)= 0  :  on  détermi- 
nerait alors  le  degré  de  multiplicité  de  cette  racine  (607),  et  on 
débarrasserait  l'équation  (p(x)  =  0  de  toutes  les  racines  égales 
à  -|-1  ou  à  —  1  qu'elle  peut  avoir,  avant  de  chercher  ses  autres 
racines  commensurables. 

696.  ExBMPLi.  <p(a;}=â:*~44i^— 46a:+lM0O=xO. 

On  trouvera  +I-=*5,— L'=:— 17. 

Les  diviseurs  du  dernier  terme  moindres  que  -{-L  sont 

2,  3,  4,  6,  6,  7,  8,  0,  10,  12»  14,  15,  18,  SO,  21,  24» 

25»  30»  35»  36»  40»  42. 

Tous  ces  diviseurs,  au  nombre  de  vingt*deux,  doivent  être 
essayés  positivement  et  les  douze  premiers  négativement. 
La  substitution  de  + 1  et  de  — 1  dans  f(r&)  donne 

<K+1)  =  12512 =2M7. 23    et    (p(— l)  =  12600=2*,y.5*.7. 

On  voit  d'abord  que  2—1  divise  <K+1)  ^  ^l^^  S+  ^  ^î*® 
ip(— 1)  ;  de  sorte  que  2  peut  être  racine.  En  continuant  ainsi,  on 
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verra  qae  les  seuls  diviseurs  qui  satisfassent  aux  conditions  in«- 
diquées  par  Bezout  sont  2»  3, 5, 9, 24, 35»  —3,  -—7,  ~  15.  Nous 
allons  les  soumettre  à  la  méthode  du  n*  698. 

_  15  _7  _3  4.2  +3  4.6  +9  +24  +35 
—840— 1800— 4200+6300+420(H-2520+l400+625+360 
—885—1845—4245+6255+4155+2475+1355+480+315 
+  69  +1415  +1385+  495  +  24+    9 

+  15  +1371  +1341+  451  —  24—  35 

~    1  —457  +  447  _    i_    1 

0  0        0 

Donc  a:*  ~  44â^~  4&r + 12600  =s  (a>-24)  (a>-35)  {«+15). 

607.  Lorsqu'on  a  déterminé  ainsi  les  racines  entières  d'une 
équation ,  on  divise  son  premier  membre  par  le  produit  des 
facteurs  du  premier  degré  correspondants  à  ces  racines,  et,  en 
égalant  le  quotient  à  zéro,  on  obtient  une  équation  qui  n'a  plus 
de  racines  entières,  à  moins  que  la  proposée  n'en  ait  d'égales. 
On  appliquera  donc  notre  méthode  à  cette  équation,  en  ayant 
soin  toutefois  de  ne  soumettre  aux  épreuves  que  les  nombres 
entiers  que  l'on  a  déjà  reconnus  être  racines.  On  divisera  en- 
suite le  premier  membre  de  cette  équation  par  le  produit  des 
facteurs  correspondants  aux  nouvelles  racines  trouvées;  ce  qui 
donnera  une  seconde  équation-quotient,  sur  laquelle  on  opérera 
comme  sur  la  précédente  et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière^  on 
déterminera  toutes  les  racines  entières  de  la  proposée  et  le 
degré  de  multiplicité  de  chacune  d'elles  y  et  on  sera  conduit  à 
une  équation  i{/(x)=0»  qui  aura  pour  racines  toutes  les  autres 
racines  de  cette  proposée.  Pour  trouver  les  racines  commensu- 
rables  fractionnaires  de  ^x}=0^  on  la  transformera  en  une  autre 
ic(â?)=0  dont  tous  les  coefficients  soient  entiers,  celui  du  pre- 
mier terme  étant  l'unité  (584),  et  comme  une  pareille  équation 
ne  peut  avoir  pour  racines  commensurables  que  des  nombres 
entiers  (588),  il  sera  facile,  d'après  ce  qui  précède,  de  calculer 
toutes  ses  racines  commensurables.  En  les  divisant  ensuite  par 
le  nombre  ^,  par  lequel  on  a  dû  multiplier  toutes  les  racines 
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de  ^(â?}=Q  pour  obtenir  l'équation  ic(â7)=0,  on  connaîtra 
toutes  les  racines  cominensurables  fractionnaires  de  ^x)  =0  et 
le  degré  de  multiplicité  de  chacune  d'elles,  et  on  aura  de  plus 
une  certaine  équation  F(a;}=0,  dont  les  racines  divisées  par  k 
seront  toutes  les  racines  incommensurables  et  imaginaires  de 
réquaiion  proposée  <f(x)=^0;  de  sorte  qu'il  s'agit  maintenant 
de  résoudre  cette  équation  F(â:)=0. 

S  II.  DBS  DIVISEURS  COMMENSURABLES  DD  SECOND  DEGRÉ. 

698.  Le  premier  membre  de  cette  équation  F(â;)= 0  n'a  plus 
de  diviseurs  commensurables  du  premier  degré,  mais  on  con- 
çoit qu'il  peut  très-bien  en  avoir  du  second,  et  que  s'il  en  était 
toujours  ainsi ,  le  problème  de  la  détermination  des  racines 
incommensurables  et  imaginaires  des  équations  serait  ramené 
à  la  recherche  de  ces  diviseurs.  Cherchons  donc  les  diviseurs 
comtnensurables  du  second  degré  du  premier  membre  de  Céqua- 
WonF(x)  =  0. 

Un  pareil  diviseur  est  de  la  forme  a^ — P^-^-Ç^  p  eiq  étant 
deux  indéterminées  dont  il  s'agit  de  trouver  les  valeurs.  Pour  y 
parvenir,  nous  diviserons  V(x)  par  a^ — p^+9»  ^^  t^^^^  ^^^^ 
arrêterons  à  un  reste  du  premier  degré ,  qui  sera  de  la  forme 
Ma;  4-  N,  M  et  N  étant  deux  fonctions  de  p  et  de  q.  Ce  reste 
devra  donc  être  identiquement  nul ,  si  x* — px-^-q esinn  divi- 
seur de  V{x)y  et  par  conséquent  il  faudra  que  l'on  ait 

M  =  0,    N=0. 

On  résoudra  ces  deux  équations,  et  tous  les  couples  de  valeurs 
de  peideq  que  l'on  en  tirera  étant  substitués  dans  le  trinôme 
a?* — px-\'q  le  rendront  diviseur  de  f{x). 

Or,  rien  n'exprime ,  dans  le  calcul  que  nous  venons  d'indi- 
quer, que  peiq  soient  des  quantités  commensurables,  et  par 
conséquent  les  équations  H=0  et  N=0  devront  admettre  au- 
tant de  solutions  que  l'équation  F(ar)=0  a  de  diviseurs  du  se- 
cond degré,  c'est-à-dire       ^^    y  si  elle  est  du  m"'  degré,  car 
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les  facteurs  simples  de  son  premier  membre  donnent        ~  ^ 

combinaisons  deux  à  deux.  Si  donc  on  élimine  ç,  par  exemple, 
entre  M=0  et  N=:0,  l'équation  finale  résultante  P=0  sera  du  de- 
gré       ""   .  Donc,  si  ce  nombre  est  plus  petit  que  m,  et  quand 

même  l'équation  P=:0  n'aurait  pas  de  racines  commensu- 
rables,  nous  aurons  fait  dépendre  la  résolution  de  l'équalion 
proposée  de  celle  d'une  équation  de  degré  inférieur  au  sien,  et 
ainsi  le  problème  de  la  résolution  des  équations  sera  trouvé  ;  car, 
on  ferait  de  même  dépendre  la  résolution  de  cette  équation  P:=0 
de  celle  d'une  autre  équation  dont  le  degré  serait  moindre  que 
le  sien,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  qu'on  finirait  par  ramener  la 
résolution  de  l'équation  F(j;)=0  à  c^lle  d'une  équation  du 
premier  ou  du  deuxième  degré.  Posons  donc 

^^^~  '  <  m  :     il  en  résulte    m  <3  ; 

Jé 

ainsi,  cette  méthode  est  illusoire,  puisqu'elle  ne  saurait  s'appli- 
quer qu'aux  équations  du  deuxième  degré,  pour  lesquelles  elle 
est  tout  à  fait  inutile. 

Quoi  qu'il  en  soit,  si  Ton  veut  déterminer  les  diviseurs  com- 
mensurables  du  deuxième  degré  de  F(â?},  on  cherchera  les  raci- 
nes commensurables  de  l'équation  P=0,  et  quand  on  les  aura 
obtenues ,  il  sera  facile ,  d'après  la  théorie  de  l'élimination ,  de 
calculer  les  valeurs  correspondantes  de  q.  Si  Ton  trouve  ainsi 
des  diviseurs  commensurables  du  second  degré  de  l'équation 
proposée,  on  effectuera  la  division  de  son  premier  membre  par 
le  produit  de  ces  diviseurs,  et  on  \abax$sera  ainsi  à  une  autre 
de  degré  inférieur  au  sien.  Toutefois  l'avantage  ainsi  obtenu 
sera  plus  que  compensé  par  la  longueur  des  calculs  qu'entraî- 
nera l'élimination  dep  ou  de  q  entre  les  équations  M=^0,  N=:0. 

699.  Remarquons  enfin  que  l'équation  P=0  n'est  autre 
chose  que  l'équation  aux  sommes  des  racines  de  la  proposée, 
et  que  l'équation  Q=0,  que  l'on  obtiendrait  en  éliminant  p 
entre  les  équations  M=0  et  N=0,  est  l'équation  aux  produits 
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des  racines  de  cette  même  équation  :  en  conséquence ,  pour 
obtenir  les  diviseurs  commensurables  du  deuxième  degré  de 
réquation  F(â?)=0,  on  cherchera  Téquation  aux  sommes  ou 
l'équation  aux  produits  de  ses  racines'^,  et  cela  par  la  méthode 
des  fonctions  symétriques  (644),  et  si  on  a  trouvé  que  cette 
dernière  a  une  racine  commensurable  p,  on  représentera  par  p 
la  somme  des  deux  racines  dont  p  est  le  produit,  et  on  expri- 
mera que  V(x)  est  divisible  par  a?' — p^+P;  ce  qui  conduira 
à  deux  équations  A=0  et  B=0,  qui  devront  être  vérifiées 
par  cette  valeur  de  p^  de  sorte  que  pour  Tobtenir  il  n*y  aura 
qu'à  résoudre  Téquation  formée  en  égalant  à  zéro  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  leurs  premiers  membres, 

700.  Descartes  a  déduit  de  la  recherche  des  diviseurs  du 
second  degré  d'une  équation  une  méthode  pour  résoudre 
réquation  algébrique  du  quatrième  degré.  Considérons,  en 
effet,  réquation 

a?»— À^+Ba?*— Ca?+D=0  [4], 

et  cherchons  ses  diviseurs  du  deuxième  degré.  Nous  effectue- 
rons donc  la  division  de  son  premier  membre  par  x'^ — P^-j-Çl^ 
et,  en  exprimant  que  le  reste  du  premier  degré  est  identique- 
ment nul ,  nous  formerons  les  équations 

pP-^Ap'+Bp— j(2p— A)— C=sO  [6], 

g«_  (^_Ap  +  B)y  +  D  =  0  [6]. 

Si  de  la  première  on  tire  la  valeur  de  q^ 

p»— Ap*+Bp  — C  ^ 

pour  la  substituer  dans  la  deuxième,  ou  trouvera  une  équation 


*  Une  équation  du  troisième  degré  à  eœffUienU  rationneU  si  qui  n'a  pas 
de  racines  eommsnsurdblês ,  n'a  pas  de  diviseur  rationnel  du  dsustiàmê 
degré;  car,  en  égalant  à  zéro  le  quoUent  de  la  division  de  son  premier 
membre  par  ce  diviseur,  on  tirerait  de  l'équaUon  ainsi  formée  une  valeur 
eomnensumble  pour  «• 
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Anale  P  =  0  qui  sera  da  sixième  degré ,  comme  on  le  savait 
d'avance.  Or,  je  dis  qu'elle  est  réductible  au  troisième  degré. 
En  effet,  ses  racines  étant  les  sommes  distinctes  deux  à  deux  de 
celles  a,  A,  e^  d  de  la  proposée,  leur  somme  est  le  triple  de  celle 
des  racines  de  cette  équation  ;  donc,  si  on  la  transforme  en  une 
autre  P'ssO,  dont  les  racines  soient  égales  aux  siennes,  dimi- 
nuées chacune  de  la  sixième  partie  de  leur  somme,  ce  qui  fera 
évanouir  son  second  terme  (S88),  cela  reviendra  à  diminuer 
chacune  des  racines  de  notre  équation  P=sO,  de  la  demi-somme 
de  celles  de  la  proposée  ;  donc  sa  racine  a-{-b  deviendra 

,  -      a+b-^cA-d     a+6     c-\'d 
^  2  2  2' 

donc  aussi  sa  racine  e-^-d  deviendra  -^ ^î^,  et  ainsi 

des  autres  racines  de  P= 0;  donc  la  transformée  P'=0  aura  ses 
racines  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires;  donc  elle  ne 
renfermera  que  des  puissances  paires  de  l'inconnue  et  sera  par 
conséquent  réductible  à  une  équation  de  degré  sous-double, 
c'est-à-dire  du  troisième  degré.  De  cette  manière,  là  résolution 
de  l'équation  du  quatrième  degré  se  trouve  ramenée  à  celle 
d'une  équation  du  troisième. 

Hais  si  l'équation  [4]  n'a  pas  de  second  terme ,  et  on  peut 
toujours  supposer  qu'il  en  est  ainsi,  l'équation  P=0  est  elle- 
même  immédiatement  réductible  au  troisième  degré;  car,  la 
somme  des  quatre  racines  de  la  proposée  étant  nulle,  la  somme 
de  deux  quelconques  d'entre  elles  est  égale  et  de  signe  contraire 
à  la  somme  des  deux  autres  ;  de  sorte  que  ces  sommes  étant  les 
diverses  racines  de  P  ==  0,  cette  équation  ne  pourra  renfermer 
que  des  termes  de  degré  pair.  Et,  en  effet,  si  on  fait  A =0 
dans  la  formule  [7],  et  qu'on  substitue  la  valeur 

2p 
dans  l'équation  [8],  on  trouvera 

pi+2Bp*+CB«— 4Djp*— P=0. 
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Le  dernier  terme  de  cette  équation  étant  négatif^,  elle  aura 
deux  racines  réelles,  Tune  positive  et  l'autre  négative  (tf47);  et 
comme  à  chaque  valeur  réelle  dep  correspond  uue  pareille  va- 
leur de  q^  il  s'ensuit  que  le  premier  membre  de  toute  équ€Uian 
du  quatrième  degrés  à  coefficients  réels^  est  décomposable  en  fac- 
teurs réels  du  second  degré.  Ce  théorème  est  dû  à  Descartes  ^ 
qui  en  a  déduit  la  résolution  de  l'équation  littérale  du  qua- 
trième degré. 

701.  Si  À=r  0  et  G =0,  la  formule  [7]  se  réduit  à 

et  comme  la  proposée  a  alors  ses  racines  deux  à  deux  égales 
et  de  signes  contraires  (250),  il  s'ensuit  que  son  équation  aux 
sommes  P=0  doit  avoir  deux  racines  nulles  ;  ainsi  nous  en  tire- 
rons |}=0.  Mais,  en  introduisant  cette  valeur  p=0  dans  [8],  on 

*  Od  peut  le  reconoattre  a  priori^  en  admettant  que  les  raciues  imagi- 
naires d*une  équation  sont  de  la  forme  adbp^^.  En  effet,  il  peut  se  pré- 
senter trois  cas ,  savoir  : 

i*  Lei  quatre  raeinei  de  V^quation[h]  tont  réellei.  Notre  assertion  est 
alors  évidente,  puisque  les  racines  de  l'équation  P=0  sont  réelles,  et  deux 
à  deux  égales  et  de  signes  contraires. 

2**  Deux  racines  a  et  b  de  ki  proposée  sont  réelles  ei  les  deux  aulret  soni 
imaginaires.  Dans  ce  cas,  les  racines  de  P=0  sont 

mais  A=a+b+2a=0,  donc  a+b=— 2a,  d'où  l'on  voit  que  le  produit 
(a+b].2a.  (  (a+a)>+p>  )  { [b-{-af+p  ]  de  ces  six  racines  est  négaUf. 

3*  Les  quatre  racines  de  la  proposée  sont  inuiginaires.  Celles  de  P=0 
sont  alors 

2«,  («+Y)+(P+«)>PÎ.  (a-fY)H-(P-S)\/=T,  («+YWP-a)\/^. 

(«  +  y)-(P+«)V^,2Y. 
Mais  A=2a  -f  2y=0  ;  donc  a=— y,  et  ainsi  le  produit 

2a.2Y.{fa  +  Y)'  +  (P  +  3.M  U«  + Y)'  +  (P-«)M 

de  ces  six  racines  est  négaUf. 
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trouve  9  =  §.  On  supprimera  donc  le  facteur  p  commun  aux 

deux  termes  de  la  valeur  de  q,  et  en  y  faisant  ensuite /7=0,  on 

B  B 

trouvera  g =-,  de  sorte  que  â;* — iP^  +  S^=^4-ô>   quantité 

qui  ne  saurait  diviser  a7^4~  Bâ;*4~I)>  puisque  B  et  D  sont  deux 
quantités  entièrement  indépendantes  Tune  de  Tautre.  L'équa- 
tion [8]  ne  peut  donc  paa  nous  donner  la  valeur  de  q  correspon- 
dante à  p = 0. 

Pour  lever  cette  difficulté,  je  remonte  aux  équations  [5]  et  [6], 
et  j'y  introduis  les  hypothèses  A = 0  et  C =0;  elles  deviendront 

p»4-Bp  — 2pç  =  0,    y'— (p*+B)g  +  D  =  0. 
Leur  résolution  se  décompose  dans  celle  des  deux  systèmes 


Le  premier  système  donne 


[10]. 


P  =  0,     q  = ^ . 

Nous  voyons  par  cette  double  valeur  de  q  qui  sera  réelle,  si 
B' — 4D^0,  pourquoi  la  formule  [8]  a  donné  9=§.  C'est  que 
l'équation  d'où  on  l'a  tirée  n'étant  que  du  premier  degré  par 
rapport  à  g,  ne  pouvait  pas  donner  les  deux  valeurs  qui  cor- 
respondent àp=0;  elle  devait  donc  alors  se  réduire  à  une  iden- 
tité, et  donner  en  conséquence  9=01  car  nous  démontrerons 
tout  à  l'heure  que  quand  une  équation  doit  avoir  plus  de  racines 
qu'il  n'y  a  d'unités  dans  l'exposant  de  son  degré,  les  coeffi- 
cients de  tous  ses  termes  sont  identiquement  nuls. 
Mais  pourquoi  la  formule  [8]  a-t-elle  donné  la  valeur  fausse 

9  =  -?  C'est  que  l'équation  [5],  d'où  elle  dérive,  étant  satisfaite 

par|>=0,  admet  toutes  les  valeurs  imaginables  pour  q  :  or,  en 
la  divisant  parp,  on  lui  ôte  cette  propriété,  et  il  n'est  pas  éton- 
nant que  l'équation  résultante  donne  pour  q  une  valeur  diffé- 
rente de  celle  que  l'on  cherche.  D'ailleurs,  en  substituant  dans  [8] 
la  valeur  p  =  0,  nous  ne  faisons  usage  que  de  la  seule  équa- 
c.  37 
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lion  [5],  et  par  conséquent  il  n'y  a  pas  de  raison  pour  que  les 
valeurs  que  l'on  trouve  ainsi  satisfassent  à  l'équation  [6]. 
Quant  au  système  [lOj,  on  en  tire 


q=±^yJp=i±S/—B±t)/D  [11]. 

Si  D<;o,  ces  valeurs  sont  imaginaires;  mais  alors  celles  que 
Ton  a  tirées  du  système  [9]  sont  réeiles. 

Si  D>0,  et  qu'on  ait  en  même  temps  B>0  et  B*— 4D  >  0, 
p  est  imaginaire,  mais  les  valeurs  fournies  par  les  équations  [9] 
sont  encore  réelles.  Si,  au  contraire,  fi* — 4D<::^0,  les  valeurs 
dep  données  par  la  formule  [il]  sont  réelles.  Elles  le  sont 
aussi ,  ri  D  étant  positif,  B  est  négatif.  Donc  le  théolrème  de 
Descartes  est  vrai  dans  tous  les  cas. 

702 1  THioiÈMB.  Lorêqu'une  équation  a  plus  de  racines  qu'il 
n'y  a  cTunités  dans  l'exposant  de  son  degréy  les  coefficients  de 
tous  ses  termes  sont  identiquement  nuls. 

Considérons,  en  effet,  l'équation 

Aa?~+ Ba?~-* + Ca?*-* -t- . . . +Ta; +U = 0, 

et  supposons  qu'elle  ait  (m  +  1)  racines  a,  &,  C|...Jk,  (  :  il  ré- 
sulte du  théorème  du  n*"  ttiS  que  l'on  aura  identiquement 

Aa^-'+Bo?— »+.  ..+Ta?+ U= A(a:— a)  (a:— ft)  (0?— c)...(a?— A:). 

Or,  si  l'on  remplace  â?  par  / ,  le  premier  membre  te  réduira  à 
téro,  de  sorte  qu'il  en  devra  être  de  même  du  second.  Mais  au- 
cun des  facteurs  /— «,  l — 6,  l — e?,.». l — k  n'étant  nul,  il  fau- 
dra nécessairement  que  A  s»  0.  Ainsi  une  équation  du  degré  m 
ne  peut  pas  avoir  (m-^  1)  racines ^  à  moins  que  le  coefficient  de 
son  premier  terme  ne  soit  nul.  Mais  les  m  quantités  a,  6,  r, . . .  ifc 
sont  racines  de  l'équation 

car  on  a,  par  exemple,  l'identité  Ao*'+Ba*^*...+Ta-|-U  =  0; 
donc  B=0.  On  prouvera  de  même  que  C=0,  D=0,  ...T=0, 
U=0- 
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705.  Le  théorème  dont  nous  allons  actuellement  nous  oc- 
cuper fournit  un  moyen  sûr  de  connaître  combien  une  équa- 
tion a  de  racines  réelles  comprises  entre  deux  nombres  quel- 
conques, ce  qui  suffit  pour  conduire  à  la  détermination  effective 
de  toutes  les  racines  réelles  de  cette  équation» 

Soit 

une  équation  numérique  d'un  degré  quelconque  :  je  suppose  "^ 
que  Ton  ait  effectué  les  opérations  nécessaires  pour  trouver  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  le  premier  membre  de  cette 
équation  que  je  désignerai  par  X,  et  sa  dérivée,  que  j'appelle- 
rai Xi,  en  ayant  toutefois  la  précaution  de  changer  les  signes  de 
tous  les  termes  de  chaque  reste  avant  de  le  prendre  pour  divi- 
seur. Ainsi,  on  divisera  d*abord  X  par  Xi,  et,  quand  on  sera  arrivé 
à  un  reste  d'un  degré  inférieur  à  celui  de  X| ,  on  changera  les 
signes  de  tous  les  termes  de  ce  reste.  Désignons  par  X,  le  poly- 
nôme ainsi  obtenu.  On  divisera  de  la  même  manière  Xi  par  X,, 
et,  après  avoir  encore  changé  les  signes  de  tous  les  termes  du 
reste,  on  aura  un  nouveau  polynôme  X,  d'un  degré  moindre 
que  celui  de  X,:  on  divisera  X,  par  X,,  et  en  continuant  cette 
série  de  divisions,  on  parviendra  finalement,  soit  à  un  reste  nu- 
mérique indépendant  de  x  et  différent  de  zéro,  soit  à  un  reste 
fonction  de  x  qui  divisera  exactement  le  reste  précédent.  Nous 
examinerons  ces  deux  cas  séparément. 

1*'  Cas.  Supposons  d'abord  que  F  équation  X=£0  n'ait  pas 
de  racines  égales ,  auquel  cas  les  polynômes  X  et  Xi  sont  pre- 
miers entre  eux.  En  représentant  les  quotients  successifs  que 


*  Nous  croyons  ne  pouvoir  mieux  faire  que  d^exlraire  ce  qui  va  suivre 
du  beau  Mémoire  de  M.  Sfurm. 


580  DB  LA  RÉSOLOnON 

l'on  aura  trouvés  par  Qi,  Q,,  Qt...,  on  a  cette  suite  d'égalités 

X=QiXi— X, 
Xi=Q,X.-X. 

m 

^-1  =  Q»  An ^An+1 

^  Xr-a  =  Qr-lXr-1 — Ar , 

Xr  étant  une  quantité  numérique.  Cela  posé,  M.  Sturm  a  déduit 
de  la  considération  des  fonctions  X,  X|,  Xt,...X«.  le  théorème 
suivant,  Tune  des  plus  belles  découvertes  algébriques  que  l'on 
ait  faites  dans  ce  siècle. 

Théorème,  ol  et  ^  étant  deux  nombres  de  grandeurs  et  de  st- 
gnes  quelconques,  on  substUttera  le  plus  petit  des  deux  a^à  la 
place  de  x,  dans  toutes  les  fonctions 

puis  on  écrira^  par  ordre,  sur  une  même  ligne,  les  signes  des  ré- 
sultats ,  et  Von  comptera  le  nombre  des  variations  qui  se  trou^ 
vent  dans  cette  suite  de  signes  ;  on  comptera  de  même  le  nombre 
des  variations  fournies  par  la  substitution  de  ^  à  la  place  de  x, 
et  autant  il  y  aura  de  variations  de  moins  dans  cette  seconde 
suite  de  signes  que  dans  la  première,  autant  l'équation  X=  0 
aura  de  racines  réelles  comprises  entre  «  c^  p. 

Silasecondesuiteprésenteautantde  variations  que  lapremière, 
l'équation  proposée  naura  aucune  racine  comprise  entre  a  et  p. 

D'ailleurs  la  seconde  suite  ne  peut  pas  avoir  plus  de  variatiotu 
que  la  première. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  allons  examiner  com- 
ment le  nombre  des  variations  formées  par  les  signes  des  fonc- 
tions, pour  une  valeur  quelconque  de  x,  peut  s^altérer,  quand 
cette  variable  croit  d'une  manière  continue.  Or,  il  ne  peut  ar- 
river de  changements  dans  cette  suite  de  signes  qu'autant 
qu'une  des  fonctions  X,  Xi,  X,,...  X,wi  change  de  signe,  et  par 
conséquent  devient  nulle  (S42).  H  y  a  donc  deux  cas  à  examiner, 
selon  que  la  fonction  qui  s'évanouit  est  la  première  X,  ou 
quelqu'une  des  fonctions  Xi,  X,, ...  Xr-i  intermédiaires  entre 
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X  et  X,..  La  dernière  X,.  étant  un  nombre  ne  peut  pas  changer 
de  signe. 

704.  Voyons  premièrement  quelle  altération  éprouve  la  suite 
des  signes  lorsque  âr,  en  croissant  d'une  manière  continue,  at- 
teint et  dépasse  une  valeur  qui  annule  la  première  fonction  X. 
Désignons  cette  valeur  par  a.  La  dérivée  Xi  de  X  ne  peut  pas 
s'évanouir  en  même  temps  que  X,  pour  â;=a,  car,  par  hypo- 
thèse, l'équation  X=0  n'a  point  de  racines  égales.  Ainsi  il 
existe  une  quantité  positive  h  assez  petite  pour  qu'entre  a — h 
et  a -|- A  il  ne  tombe  aucune  racine  de  l'équation  X|=0,  de 
telle  sorte  que  quand  x  croîtra  d'une  manière  continue,  depuis 
a — A  jusqu'à  a-\-hy  Xi  ne  changera  pas  de  signe.  Il  faut  main- 
tenant déterminer  le  signe  de  X^pour  â!;=:a4- A.  Pour  cela,  je 
désigne  X  par  f^{x)  et  ses  dérivées  successives  par  ^'[x)^  <p*(iP),... 
selon  la  notation  usitée.  Lorsqu'on  fera  x^=a-\-h^  X  et  Xi  de- 
viendront respectivement  <p(a+A)  et  ç'(a4- A)i  et  on  aura 

ou  bien,  en  observant  que  <p(a)  est  zéro  et  que  (p'(a)  ne  l'est  pas, 

On  voit,  d'après  cette  expression,  qu'en  attribuant  à  A  des  va- 
leurs positives  suffisamment  petites,  on  pourra  rendre  les 
termes  qui  suivent  ff'{a)  aussi  petits  que  l'on  voudra,  de  sorte 
que  le  deuxième  membre,  et  par  conséquent  le  premier,  aura  le 
môme  signe  que  (p'(a).  Donc  ^{a-^-h)  aura  aussi  le  même  signe 
que  tp'(a-f- A),  puisque  nous  avons  observé  que  le  signe  de  ^'{x) 
ne  changeait  pas  lorsque  x  variait  depuis  a — h  jusqu'à  a-f  A. 
Donc  X  a  le  même  signe  que  Xi  pour  â?=a-f- A. 

En  changeant  A  en  — A  dans  la  formule  précédente,  il 
viendra 
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et  l'on  verra,  comme  tout  à  Tbeure,  que  ^(a-^A)  a  un  signe 
contraire  à  celui  de  (p'(a};  d'où  il  suit  que  pour  â:  =  a — A,  le 
signe  de  X  est  contraire  à  celui  de  X|. 

Donc,  si  le  signe  de  Xt  pour  ar=  a  est  +*  lo  signe  de  X  sera 
+  poqr  a?==a+A,  et  —  pour a:=a— A.  Si,  au  contraire,  Xi  e 
le  signe  —pour  z=a^\  aura  le  signe  —  poura;=a+A,  et 
le  signe  +  pour  x=a—h.  D^ailleurs  Xi  a  lea  mêmes  signes 
pour  x=a — h  et  pour  x=za-\'h  que  pour  â7=a« 

Ces  résultats  sont  indiqués  dans  le  tableau  suivant 

X     Xi  (X     X. 

.x=a — h     —    +      .,,        1+    — 
pour  <  ^  ou  bien     <  ' 

'^        ^x^=za  0     +  ]  0     — 

Ainsi,  lorsque  la  fonction  X  s'évanouit  pour  x=a^  le  signe 

de  X  forme  avec  celui  de  Xi  ime  variation  avant  que  x  atteigne 

la  valeur  a,  et  cette  variation  est  changée  en  une  permanence 
après  que  x  a  dépassé  cette  racine. 

Quant  aux  autres  fonctions  Xi,  X». ..,  chacune  aura  comme  X^ 
soit  pour  â7=a4- A,  soit  pour  â;=a — A,  le  même  signe  qu'elle 
a  pour  x=^ay  si  toutefois  aucune  ne  s'évanouit  pour  â?  =  a  en 
même  temps  que  X.  Ainsi ,  la  suite  des  signes  des  fonctions 
X,  X|,  Xtv  X,.  perd  une  variation,  lorsque  x  en  croissant  dé- 
passe une  valeur  a  qui  annule  X  ^ns  annuler  aucune  des  au- 
tres fonctions  Xi,  Xt,  X,,..,  Il  faut  maintenant  examiner  ce  qui 
arrive  lorsque  l'une  de  ces  fonctions  s'évanouit. 

70tS.  Soit  Xn  une  fonction  intermédiaire  qui  s'annula  quand 
X  devient  égale  à  b.  Cette  valeur  de  jd  ne  peut  réduire  à  zéro 
ni  la  fonction  Xn-i  qui  précède  immédiatement  X»,  ni  la  Ibnc* 
tion  X,H-i  qui  Is  suit;  car,  si  cela  était,  le  facteur  x — b  divise- 
rait en  même  temps  deux  restes  consécutifs  X,..i  et  X«,  ou  X«  et 
Xm+1  ,  et  par  conséquent  X  et  Xi ,  ce  qui  ne  se  peut ,  puisque 
'équation  X  =  0  est  supposée  ne  pas  avoir  de  racines  égales. 
Les  deux  fonctions  X«-i  et  X,i44  ont  donc ,  pour  0?= ft,  des  va- 
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leurs  différentes  4^  zéro  ;  en  outre,  ces  valeurs  spn|  de  sigues 
coptraires,  cer  Téquatio» 

donne  X„^t=— X^i,  lorsqu'on  ^XnK=0. 

Cela  posé,  substituons  k  la  place  de  âp,  deux  nnnibres  b—h 
et  6  +  A ,  très-peu  différents  de  b  :  les  deux  fonctions  X»-h  ^t 
][«^i  auront,  pour  ces  deux  valeurs  de  a?,  les  mêmes  signes  que 
pourâ^sd,  puisqu'on  peut  toujours  prendre  h  «ssez  petit 
pour  qu'il  ne  se  trouve  aucune  racine  des  équations  Xft^i=*o 
et  Xn+i=0  entre  6— A  et  fr-f  A.  Quel  que  soit  le  signe  de 
Xni  pour  xs^b — A,  comme  il  est  placé  dans  la  suite  des  si- 
gnes, entre  ceux  de  Xn^i  et  de  X,i4.i,  qui  sont  contraires,  les 
signes  des  trois  fonctions  consécutives  X«r-i  t  X»  et  l^t ,  pour 
a; =6 — A,  formeront  toujours,  soit  une  permanence  et  une 
variation,  soit  une  variation  et  une  permanence.  Pareillement 
les  signes  de  ces  trois  fonctions  pour  a;  ==  6 -{-A,  quel  que  soit 
celui  de  X» ,  formeront  une  variation  et  n'en  formeront  qu'une. 

D'ailleurs,  chacune  des  autres  fonctions  aura  un  même  signe 
pour  x=:b — A  et  pour  xs=b-\'hi  pourvu  qu'aucune  ne  de* 
vienne  nulle  pour  â?=sft,  en  même  temps  que  X». 

Conséquemment,  la  suite  des  signes  de  toutes  les  fonetions 
X,  Xi,  Xi, ...  Xrt  pour  xtab-^ht  présentera  précisément  au- 
tant de  variations  que  la  suite  de  leurs  signes  pour  x^sb — A. 
Ainsi,  le  nombre  des  variations  dans  la  suite  des  signes  n'e^t  pas 
changé,  quand  une  fonction  intermédiaire  queloonque  passe 
par  zéro. 

On  arriverait  évidemment  à  la  même  conclusion,  si  plusieurs 
fonctions  intermédiaires  non  consécutives  s'évanouissaient  pour 
la  même  valeur  de  x.  Mais  si  cette  valeur  annulait  aussi  la  pre- 
mière fonction  X,  le  changement  de  signe  de  celle-ci  ferait  alors 
disparaître  une  variation  sur  la  gauche  de  la  suite  des  signes, 
ainsi  que  nous  l'avons  fait  voir  au  n«  704. 

Il  est  donc  démontré  que  chaque  fois  que  la  variable  â?,  en 
croissant  d'une  manière  continue,  atteint  et  dépasse  une  valeur 
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qui  rend  X  égale  à  zéro ,  la  suite  des  signes  des  fonctions 
X,  Xi,  Xi, ...  Xr  perd  une  variation  formée  sur  la  gauche  par 
les  signes  de  X  et  deXi,  laquelle  est  remplacée  par  une  perma- 
nence, tandis  que  les  changements  de  signes  des  fonctions  in- 
termédiaires Xi ,  Xt , ...  Xr^ne  peuvent  jamais  ni  augmenter  ni 
diminuer  le  nombre  des  variations  qui  existent  déjà.  En  consé- 
quence, si  l'an  fait  croître  x  d'une  manière  continue  depuis  a 
jusqu'à  p,  autant  la  suite  des  signes  des  fonctions  X,  Xi,  X,, ,  ..X,, 
pour  â;=:p,  contiendra  de  variations  de  moins  que  la  suite  de 
leurs  signes  pour  x=olj  autant  il  y  aura  de  racines  de  l'équa- 
tion X=0  comprises  entre  a  et  p. 

706.  Pour  faciliter  les  applications,  il  est  nécessaire  d'ajou- 
ter plusieurs  remarques  à  ce  qui  précède. 

Dans  les  divisions  successives  qui  servent  à  former  les  fonc- 
tions X|,  Xj,...  Xr,  on  pourra  multiplier  ou  diviser  chaque 
dividende  ou  chaque  diviseur  par  tel  nombre  positif  que  Ton 
voudra.  Les  fonctions  X,  Xi,  Xf , ...  X,  que  Ton  obtiendra  ainsi 
auront  encore  les  mêmes  signes,  pour  chaque  valeur  de  x,  que 
celles  que  nous  avons  considérées  précédemment.  On  évitera 
de  cette  manière  les  coefficients  fractionnaires. 

707.  Si  X  s'évanouit  pour  â;=a,  on  en  conclut  d'abord 
que  oc  est  une  racine  de  X=iO;  puis,  on  attribuée  â;  une  valeur 
a-|-A  qui  surpasse  a  d'une  quantité  aussi  petite  que  l'on  voudra. 
Pour  cette  valeur  a-{-  A  de  a?,  les  signes  de  X  et  de  X]  forment 
une  permanence,  comme  on  l'a  vu  au  n""  704,  tandis  que  dans 
le  reste  de  la  suite  des  signes,  depuis  Xi  jusqu'à  X,.,  il  y  a  le 
même  nombre  de  variations  que  pour  â?=:  «  (7 OS).  On  trouvera 
donc,  par  la  règle  générale,  combien  il  y  a  de  racines  de  X=0 
comprises  entre  œ-f-A  et  p,  c'est-à-dire  plus  grandes  que  a  et  plus 
petites  que  p.  Ainsi,  on  comptera  le  nombre  des  variations  for* 
mées  par  la  suite  des  signes  des  fonctions  Xi,  X,,...  X,.  pour 
â?  =  a,  et  autant  il  y  en  aura  de  moins  que  dans  la  suite  des 
signes  de  toutes  les  fonctions X,  Xi,  X,,.*.  Xr,  pour  â?=p,  au- 
tant, etc. 

De  même  si  p  était  racine  de  X=0,  on  déterminerait,  par  la 
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même  règle,  le  nombre  de  ses  racines  comprises  entre  a  et 
p  —  A ,  en  observant  que ,  pour  x  =  ^  —  A ,  le  signe  de  X  est 
contraire  à  celui  de  Xi ,  et  que,  dans  le  reste  de  la  suite,  il  y  a 
autant  de  variations  pour  â?  =  p — h  depuis  Xi  jusqu'à  X«.  que 
pourâ?  =  p. 

708.  Lorsqu'on  pourra  reconnaître  qu'une  des  fonctions 
auxiliaires  X»  conserve  constamment  le  même  signe  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  «  et  p,  il  ne  sera  point 
nécessaire  de  considérer  les  fonctions  qui  suivent  X»  ;  il  suffira 
de  substituer  ces  deux  nombres  «  et  p  dans  les  fonctions  X,  Xi , 
X, , ...  X,,,  et  d'écrire  les  signes  des  résultats;  autant  la  suite  des 
signes,  pourâ?=p,  présentera  de  variations  de  moins  que  celle 
des  signes,  pour  â?=oc,  autant  il  y  aura  de  racines  de  l'équation 
X  =  0  comprises  entre  «  et  p. 

En  effet,  on  peut  appliquer  au  système  partiel  des  fonctions 
X,  Xi ,  X, ,. ..  X,»  la  démonstration  que  nous  avons  donnée  plus 
baut  pour  le  système  complet  des  fonctions  X,  Xi,  X,,..,  X,,, 
Xn+i, ...  Xr,  dont  la  dernière  était  un  nombre  constant.  Dans 
l'hypothèse  actuelle,  X«  conserve  toujours  le  même  signe  sans 
avoir  une  valeur  constante  pour  toutes  les  valeurs  de  x  crois- 
sant depuis  a  jusqu'à  p.  Or,  comme  on  l'a  vu,  la  suite  des  signes 
de  ces  fonctions  X,  Xi,...  Xn  perd  une  variation  chaque  fois  que 
X  devient  nul  (704),  et  Tévanouissement  d'une  fonction  inter- 
médiaire entre  X  et  !«  ne  peut  ni  iftigmenter  ni  diminuer  le 
nombre  des  variations  (70tt).  Donc,  autant  la  substitution  de  p 
à  la  place  de  x^  dans  les  fonctions  X,  Xi,  X, ,...  X,,,  donnera  de 
variations  de  moins  que  la  substitution  de  «,  autant  il  y  aura 
de  racines  de  X  =  0  comprises  entre  «  et  p. 

700.  Le  théorème  de  M.  Sturm^  modifié  de  cette  manière, 
sera  souvent  d'une  application  plus  facile.  Ainsi,  lorsqu*en  cher- 
chant le  plus  grand  commun  diviseur  de  X  et  de  Xi,  on  parvien- 
dra à  un  reste  Xn  du  deuxième  degré  qui,  égalé  à  zéro,  ne 
donne  que  des  valeurs  imaginaires  de  â?,  il  ne  sera  pas  néces- 
saire de  pousser  plus  loin  les  divisions;  car,  ce  polynôme  Xn  sera 
constamment  de  même  signe  que  son  premier  terme,  pour  toutes 
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les  valeurs  rtelles  de  x^  de  sorte  qu'on  pourra  le  prendre  pour 
la  dernière  des  fonctions  auxiliaires. 

On  peut  même  encore  s'arrêter  à  un  polynôme  X»  qui  s'an- 
nule pour  des  valeurs  réelles  de  a?,  pourvu  qu'on  puisse  déter- 
miner toutes  ces  valeurs ,  et  qu'aucune  d'elles  ne  réduise  en 
même  temps  X  |t  sséro*  En  effet,  en  désignant  par  j9,  q^  r,. ,.  celles 
qui  seraient  comprises  entre  «  et  p,  après  les  avoir  disposées 
par  ordre  de  grandeur  (96),  en  commençant  par  la  plus  petite, 
et  en  observant  que  X»  conserve  le  même  signe  ponr  toutes 
les  valeurs  de  m  depuis  a  jusqu'à  p»  on  trouvera  par  l'appli*- 
cation  du  théorème  modifié  (708),  et  en  raisonnaqt  comme 
dans  le  n°  707,  combien  l'équation  X=^0  a  de  racines  coni- 
prises  entre  «  et  p — A,  h  étant  une  quantité  susceptible  de 
décroître  indéfiniment;  de  même,  X«  ayant  encore  un  signe 
constant  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  p  et  9, 
on  trouvera  combien  Xa^O  a  de  racines  entre  p+ A  et  g— A, 
c'est-à-dire  entre  p  et  9,  en  prenant  A  suffisamment  petit.  On 
reconnaîtra  de  même  combien  X = 0  a  de  racines  entre  q  et  r, 
et  ainsi  de  suite. 

710.  Le  théorème  général  donne  le  moyen  de  connaître  le 
nombre  total  des  racines  réelles  de  l'équation  X=0«  En  effet, 
il  suit  du  n^  084  qu'il  est  toujours  possible  d'assigner  à  x  deui 
valeurs  4- 14  et  —  L,  à  partir  desquelles  chacune  des  fonctions 
X,  Xi,  Xi,...  Xr  conserve  constamment  le  signe  que  prend  son 
premier  terme  pour  cette  valeur  de  â? ,  de  sorte  que  toutes  les 
racines  réelles  de  Téquation  X=sO  sont  comprises  entre  ces 
deux  nombres  -f  L  et  --  L.  D'un  autre  côté ,  il  est  clair  que 
faire  x  =  — L ,  dans  toutes  les  fonctions,  revient  à  y  remplacer 
d'abord  a;  par  — â?,  et  à  substituer  ensuite  H-  L  au  lieu  de  cette 
variable  dans  les  fonctions  résultantes  ;  donc  potir  com^aitre  U 
nombre  des  racines  réelles  de  réquatiim  Xs=o,  on  changera  x 
en  — X  dans  le  premier  terme  de  chacune  des  fonctions  X,  X|, 
Xi,...  Xfu.i,  Xr,  et  on  écrira  les  signes  des  résultats  sur  une 
ligne  horizontale;  on  écrira  sur  une  seconde  ligne  les  signes  des 
premiers  termes  de  ces  mêmes  fonctions,  et  autant  il  y  aura  de 
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vnriQtians  de  moins  dçm  cette  $ec<mde  ligne  gue  dune  to  pr$^ 
mière^  Mtant  la  proposée  aura  de  racines  réelles. 

Si  on  écrit  sur  une  troisième  ligne  les  signes  des  derniers 
termes  de  toutes  le^  fonctions  X,  X|,  Xa,...  X^  ce  qui  revient  h 
y  faire  2:?=0,  Percés  du  nombre  des  variations  ainsi  trouvées 
sur  celui  que  présente  \^  deuJiième  ligne  déterminera  le  nom- 
bre des  racines  positives  de  l'équation  X = 0. 

7ti.  On  peut  faire  usage  d'une  règle  plus  simple  pour  dé- 
terminer le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  X^^O» 
lorsque  les  fonctions  X,  Xt»  Xi,*..  sont  au  nombre  de  m+^t 
m  désignant  le  degré  de  la  première. 

Il  est  clair,  en  effet,  que  deux  fonctions  consécutives  quel- 
conques sont  l'une  de  degré  pair,  et  l'autre  de  degré  impair;  de 
sorte  que  si  leurs  premiers  termes  forment  une  variation  ou 
une  permanence,  ils  présenteront  au  contraire  une  perma- 
nence ou  une  variation,  quand  on  y  ftura  changé  çp  en  — x.  Si 
donc,  dans  la  suite  des  signes  des  premiers  termes  de  toutes  lea 
fonctions  X,  Xi,  X|,.M  Xm,  il  y  a  t?  variations  et  j»  permanences, 
quand  on  aura  remplacé  ^  par  — Xy  la  suite  des  signes  de  leurs 
premiers  termes  contiendra p  variations  et  v  permanences;  par 
conséquent  la  proposée  a  (p^v)  racines  réelles  (703)  ;  mais  le 
nombre  total  de  ses  racines  est  ff^s^p-f^;  donc  elle  a  (p-l-v) 
— {p—v)=::2v  racines  imaginaires.  Donc  l'éguationJ.^sQa 
autant  de  couples  de  racines  imaginaires  qu'il  y  a  de  variations 
dans  la  suite  des  signes  des  premiers  termes  de  toutes  les  fonc- 
tions X,  Xi,  Xf,...  Xm. 

712.  Corollaire.  Pour  quetéquation  X  =  0  ait  toutes  ses 
racines  réelles^  il  faut  et  il  suffit  que  les  fonctions  X,  Xi,  Xs,... 
jusqu'à  celle  qui  ne  contient  plus  x  inclusivement  y  soient  au 
nombre  d«  m-j-1,  et  qu'en  outre  leurs  premiers  termes  soient 
tous  positifs.  En  effet,  si  le  nombre  des  fonctions  X,  Xi,  Xi,... 
était  moindre  que  m  -|- 1,  la  suite  des  signes  de  leurs  premiers 
termes  ne  pourrait  pas  présenter  m  variations,  quand  on  y  au- 
rait changé  x  en  — x;  or,  au  contraire,  elle  doit  avoir  m  varia- 
tions de  plus  que  la  suite  des  signes  des  premiers  termes  de  ces 
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fonctions,  si  la  proposée  a,toutes  ses  racines  réelles.  Il  faut  donc 
d'abord  que  le  nombre  des  fonctions  X,  Xi,  Xf,...  soit  m-^-lien 
second  lieu,  leurs  premiers  termes  doivent  être  tous  positifs  ;  car, 
ceux  de  X  et  de  Xi  Tétant,  s'il  n'en  était  pas  de  même  de  tous 
les  autres,  il  y  aurait  une  ou  plusieurs  variations  dans  la  suite 
des  signes  des  premiers  termes  des  fonctions  X,  Xi,  Xt,...  X«», 
et  l'équation  X=:0  aurait  ainsi  un  ou  plusieurs  couples  de  ra- 
cines  imaginaires.  Les  conditions  que  nous  avons  énoncées  sont 
donc  nécessaires;  elles  sont  aussi  suffisantes;  car,  si  elles  sont 
remplies,  la  proposée  ne  pourra  pas  avoir  de  racines  imagi- 
naires (710). 

715.  Lorsque  les  coefficients  de  Téquation  X  =  0  sont  indé- 
terminés, les  polynômes  Xi,  X,,...  que  l'on  obtient  par  la 
recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de  X  et  de  Xi,  sont 
respectivement  des  degrés  m — 2,  m — 3,...,  et  les  coefficients 
des  plus  hautes  puissances  de  x  dans  ces  polynômes,  en  y  com- 
prenant X^,  sont  des  quantités  littérales  composées  des  coeffi- 
cients de  l'équation  X  =  0.  Les  conditions  de  la  réalité  de 
toutes  les  racines  de  cette  équation  se  réduisent  donc  à  ce  que 
les  coefficients  des  premiers  termes  des  polynômes Xi,  X„...X» 
soient  positifs,  aucun  n'étant  nul.  On  voit  que  le  nombre  de  ces 
conditions  n'est  pas  plus  grand  que  (m — 1),  mais  il  peut  être 
moindre,  parce  que  quelques-unes  peuvent  être  comprises 
dans  les  autres. 

La  méthode  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  avait 

donné  — ^-^ — -  pour  la  limite  du  nombre  de  ces  conditions 

(80»). 

*7iA.  2'  Cas.  Nous  avons  admis  jusqu'à  présent  que  l'équa- 
tion X=0  n'avait  pas  de  racines  égales,  parce  qu'on  peut  tou- 
jours faire  en  sorte  de  n'avoir  à  résoudre  que  des  équations  qui 
remplissent  cette  condition  (602)  ;  mais  le  théorème  énoncé  au 
n''  705  peut  encore  s'appliquer  au  cas  où  l'équation  aurait  des 
racines  égales.  Supposons  donc  que 

\={x—à)r{x—by(x—c]^..,lx—k)=0; 
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alors,  eu  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  X  et  deXi, 
comme  nous  l'avons  prescrit  au  n""  703,  on  trouvera  un  divi- 
seur Xr  qui  divisera  exactement  le  précédent  Xf^,  et  on  aura 
(608) 

X^= (a:— a)*-*{«— ftr"*  (a?— c)«-*... 

Cela  posé,  si  l'on  divise  les  fonctions  X,  Xi,  Xt,...  Xr>  par  X^, 
on  trouvera  une  suite  de  fonctions  T,  Ti,  Tt,...  T,.=-|~li  ^u^~ 
quelles  on  pourra  appliquer  le  théorème  de  M.  Sturm. 
En  effet,  on  voit  d'abord  que 

Y 

Tï=  j-=(a:— a)(a:— ft)  (a?— c)...(j?— *), 

de  sorte  que  l'équation  T=0  a  les  mêmes  racines  que  X=0, 
mais  chacune  de  ces  racines  n'entre  qu'une  fois  dans  T  =  0. 
Ensuite,  comme 

XXX  X 


il  en  résulte  que 

rr  T      ,        T      ,        T      ,        ,      T 


X  —  a     ^x  —  6  '  ^x  —  c      '"     X — A;' 

et  qu'ainsi  les  fonctions  T  et  Ti  sont  premières  entre  elles  (ceci 
est  d'ailleurs  une  conséquence  des  équations  TsTiQi — Ti, 
Ti=TiQ,— T„...Tr-t— Tr_iQr-i— 1,  que  l'on  déduit  de  celles 
du  n*"  705).  Eu  outre,  on  tire  de  cette  dernière  équation 

Tt_     n      .     p .      g      I      j 1     _n+Q(a?— fl) 

T      X — a  '  a?— ô  *  a: — c?"" '"  '  a; — *  x — a      ' 

n 


en  appelant  Q  la  somme  de  toutes  les  fractions  qui  suivent 

X      €k 

T 

cette  formule  fait  voir  que  le  rapport  ^r^  est  positif  pour  les  va- 
leurs de  X  un  peu  plus  grandes  que  a,  et  négatif  pour  les  va- 
leurs de  cette  variable  un  peu  plus  petites  que  a  ;  car,  en  posant 
a?=a-t- A  et  prenant  h  suffisamment  petit,  le  numérateur  du 
second  membre  aura  le  même  signe  que  n.  Ainsi,  le  signe  de  T 
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forme  avec  celui  de  Ti  une  variation,  avant  que  x  atteigne  la 
valeur  â,  et  cette  variation  est  changée  en  une  permanence,  après 
que  X  a  dépassé  cette  racine. 

Chacune  des  autres  fonctions  1%,  T,, ...  aura  d'ailleurs,  soit 
pour  a;  :=  a —  A,  soit  pour  â;  :=  â  -f  A,  le  même  Signe  qu'elle  a 
pour  a:  =  a,  si  toutefois  aucune  ne  s'évanouit  pour  ;r  es  a.  On 
conclut  de  là  que  la  suite  des  signes  des  fonctions  T,  Ti,  Ti, . . .  Tr 
perd  une  variation  sur  la  gauche  lorsque  »,  en  croissant ,  dé- 
passe une  racine  de  l'équation  T  =  0. 

En  raisonnant  comme  au  n""  70S,  on  verra  que  si  une  des 
autres  fonctions  Ti,  Tt,...  T^^,  telle  que  Tn>  s'évanouit  pour  une 
valeur  de  x  qui  ne  réduira  pas  en  même  temps  T  à  zéro,  le 
nombre  des  variations  restera  le  métne  dans  la  suite  des  signes  ; 
caronaT«^i*eTHQn  — Th+1. 

En  conséquence,  si  x  croit  d'une  manière  coniinHê^  depuis  a 
iusqu'à  p,  autant  la  suite  des  signesdes  fonctions  T,  Ti,  Ti,...Tr 
aura  de  variations  de  moins  pour  x  s=  p  que  pour  x  =  a ,  au- 
tant l'équation  T  =  0  aura  de  racines  comprises  entre  ces  deux 
nombres. 

Remarquons  qu'il  n'est  pas  même  nécessaire  de  calculer  les 
fonctions  T,  Ti,  Tt,...  Tr;  car,  puisque  ces  fonctions  sont  les 
quotients  respectifs  que  l'on  trouve  en  divisant  X,  Xi,  X,,...Ir 
par  Xf.,  on  conçoit  que  si,  pour  une  certaine  valeur  de  x,  X,  « 
une  valeur  positive  ou  négative,  les  fonctions  T^  Ti,  T„...  Tr 
seront  toutes  de  mêmes  signes  ou  de  signes  contraires  que  leurs 
correspondantes  X,  Xi,  X„...  X,>  et  qu'ainsi  cette  dernière  suite 
présentera  les  mêmes  variations  que  la  suite  des  signes  de  T, 
Ti,  T,,,..  Tr.  Donc  le  nombre  des  racines  réelles  différentes  de 
l'équation  X  sr  0  comprises  entre  «  et  p,  abstraction  fhite  du  de^ 
gré  de  multiplicité  de  chacune,  est  égal  à  Vexcès  du  nombre  des 
variations  contenues  dans  lasuite  des  signes  de  X,  Xi,  X,,,..  Xr, 
pour  X  =  a,  sur  le  nombre  des  variations  de  la  même  suite  pour 
x=sp.  Ainsi,  le  théorème  convient  au  cas  des  racines  égales, 
pourvu  toutefois  que  «  et  p  ne  soient  pas  des  racines  de  X=0. 

'^Tltt.  Occupons-nous  maintenant  de  déterminer  le  degré  de 


# 
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multiplicité  de  chaque  racine.  Il  suit  du  n*  609,  que  la  dérivée 
de  T  a  pour  expression 

T  T  T  T 

d*où 

t"_     1       . 1     j 1       .        ,      1     _l+R(a?--g) 

a? — a  '  X  —  h  '  Jî  — c  "^       'a?  —  )fc  x — a     * 

en  appelant  R  la  somme  des  fractions  qui  suivent .  En  di- 

a?— a 

T  T 

visant  par  ce  rapport  »r  le  rapport  ^Jy  dont  nous  avons  trouvé 

la  valeur  précédemment,  il  viendra 

Ti_n+Qte— g) 
T'""l-fa(a>-ii)' 

d'où  Ton  tire,  en  faisant  â?=:  a, 

m  "• 

Si  la  racine  a  est  incommensurable  et  qu'on  ne  Tait  pas  ob- 
tenue sous  forme  finie,  on  ne  trouvera  que  des  valeurs  appro- 
chées de  Ti  et  de  T',  mais  leur  quotient  devra  différer  très-peu 
d*un  nombre  entier,  qui  sera  n. 

716.  11  est  intéressant  de  savoir  comment  la  suite  des  signes 
des  fonctions  X,  Xi,  X,,...  Xr  doit  se  modifier,  pour  qu'elle 
puisse  perdre  une  variation,  chaque  fois  que  X  s'évanouit. 

Soit  a  une  racine ,  soit  simple ,  soit  multiple,  de  X=0  :  les 
deux  fonctions  X  et  Xi  auront  des  signes  semblables  pour 
a; = a -f- A,  et  si  A  désigne  la  racine  simple  ou  multiple  de  X=0 
immédiatement  plus  grande  que  a,  de  sorte  que  cette  équation 
n'ait  point  de  racines  entre  a  et  6,  Xi  aura  pour  x=±  6 — h  un 
signe  contraire  à  celui  de  X.  Mais  X  conserve  constamment  le 
même  signe,  lorsque  x  croit  d'une  manière  continue  depuis 
a  4-  A  jusqu'à  6  —  A  ;  donc  Xi  doit,  en  même  temps,  changer 
de  signe  une  fois  ou  un  nombre  impair  de  fois. 


^ 
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Soit  a!  la  valeur  unique,  ou  la  plus  petite  racine  de  l'équa- 
tion Xi=0,  qui  soit  comprise  entre  a  et  6,  X  et  Xi  auront  pour 
â7==a' — h  le  même  signe  qu'elles  ont  pour  x=a-^h;mais^ 
pour  x=^of"[-h^  X  aura  encore  ce  même  signe  et  Xi  un  signe 
contraire;  de  sorte  que  la  permanence  formée  par  les  signes 
de  X  et  de  Xi  pour  a7=a  -f- A,  se  sera  changée  en  une  variation 
pour  x=(/'\-h.  Or,  X,  aura  un  signe  contraire  à  celui  de  X 
pour  les  trois  valeurs  x=a'  — A,  a?  =  a'  et  ar  =  a' + A  (7^)  » 
de  sorte  qu'on  peut  former  le  tableau  suivant  : 

X  X.  X. 

a?=a'— A        db  d=  qi 

x=a!              ±  0  qi 

x=a'-\'h        ±  ip  qi 

Ainsi,  en  même  temps  que  la  permanence  formée  par  les  si- 
gnes de  X  et  de  Xi  s'est  changée  en  une  variation,  la  variation 
formée  par  les  signes  de  Xi  et  de  X,  s'est  changée  en  une  per- 
manence ,  et  par  conséquent  le  nombre  des  variations  dans  la 
suite  totale  des  signes  n'est  ni  augmenté  ni  diminué. 

Si  l'équation  Xi=0  a  une  seconde  racine  a'^  comprise  entre  a 
et  bj  la  variation  que  forment  les  signes  de  X  et  de  Xi  avant 
que  x  atteigne  cette  valeur  a",  sera  de  nouveau  remplacée  par 
une  permanence,  quand  x  l'aura  dépassée,  et  cependant  à  cause 
de  X,  le  nombre  des  variations  restera  le  même  dans  la  suite 
des  signes,  ainsi  que  le  montre  le  tableau  ci-<lessous  : 

X  X,  X, 

x=o(^ — A        ±  rp  q: 

x^=a!'  ±  0  qz 

xs=c/'-^h       ±  ±1  zçz 

Comme  Xi  ne  peut  ainsi  changer  de  signe  qu'un  nombre  im- 
pair de  fois,  après  son  dernier  changement,  les  signes  de  X  et 
de  Xi  formeront  une  variation  qui  subsistera  jusqu'à  ce  que  x 
atteigne  la  racine  6  de  X  ^  0. 
717.  THâORÈME  DK  RoLLs.  Entre  deux  racines  réelles  et  iné- 
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gaies  d'une  équation  X=0,  il  se  trouve  au  inoins  une  racine 
réelle  de  sa  dérivée  Xi  =  0. 

Nous  venons ,  en  effet ,  de  déniontrer  qu'entre  deux  racines 
consécutives  a  et  6  de  X=:0  il  y  avait  toujours  un  nombre  im- 
pair de  racines  de  Xi  =  0. 

718.  CoaorxAiRE  I.  Si  une  équation  X=0  a  toutes  ses  ra- 
cines réelles  y  ses  dérivées  successives  Xi  =  0,  X,  =  0, ...  auront 
aussi  toutes  leurs  racines  réelles, 

719.  Corollaire  n.  L'équation  \s=:Onepeut  avoir  qu'une 
seule  racine  inférieure  à  la  plus  petite  racine  de  Xi  =  0,  et  une 
seule  qui  soit  supérieure  à  sa  plus  grande  racine, 

720.  Corollaire  ni.  Entre  deux  racines  consécutives deli=zO 
il  ne  peut  tomber  qu'une  seule  racine  tfe  X  =  0. 

791.  Le  théorème  de  Rolle  fournit  le  moyen  le  plus  rapide 
de  trouver  les  conditions  de  la  réalité  des  racines  de  l'équation 
a^-\-pX"[-q  =  0.  En  effet,  la  dérivée  de  cette  équation  étant 
3j::*-}-p=o,  on  voit  que  si  p  n'était  pas  négatif,  la  proposée  n'au- 
rait passes  trois  racines  réelles(718);doncil  faut  déjà  que  Ton  ait 
p<0.  Cela  posé,  supposons,  comme  au  n^  tlHO,  que  q  soit  négatif, 
auquel  cas  la  proposée  aura  deux  racines  négatives,  ces  deux  ra- 
cines devront  comprendre  la  racine  négative  —  i/ — ^  de  la 
dérivée  ;  donc  la  plus  grande  de  ces  deux  racines  se  trouvera 
entre  zéro  et—  i/  — ^.  Mais  la  substitution  de  zéro  au  lieu  de 
X  dans  la  proposée  donne  un  résultat  négatif  -f-  q  ;  donc,  en  y 

remplaçant  x  par  — i/ — ^,  on  devra  trouver  un  résultat  posi- 
tif; donc 


3V      3 


Cette  condition  est  suffisante  ;  car,  si  elle  est  remplie ,  p<.0, 
c.  38 
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et,  d'un  autre  côté,  notre  équation  af'\-pùS-\'q^O  aura  une 

racine  réelle  négative  comprise  entre  0  et  — i/ — ^;  d'ailleurs 

elle  en  a  une  positive^  puisque  q<iO;  donc  ses  trois  racines 
sont  réelles. 

798.  Pour  donner  une  application  du  théorème  de  M.  Siurm^ 
nous  allons  chercher  les  conditions  de  réalité  des  racines  de 

réquation  X = a?* + ga;*  4*  ''^  +  * = 0* 

On  trouvera 

Xi = 4«*  4-  2g  a:  4"  ''» 
Xi= — 2qa^ — 3rx  —  4«, 

î,={— 2g«.f  8g*— 9^)45— (V4-l2fi). 

X4=  165g*— 4r»g»— 1285*g«  4-  l44f*«g  4-2SÔ**— «7f*. 

Afin  d'éviter  les  coefficients  fractionnaires,  on  a  multiplié  X 
par  4,  Xi  par  g*,  et  îi  par^ — 2g'4-  8g« — 9r*)*.  Les  coeflicients 
des  premiers  termes  des  fonctions  X,,  X,  et  X^  doivent  être  po- 
sitifs; donc 

g<0,    2g»— 8g*4-9r*<0, 

el     lôig**-4fY— 128j*g*4-l*^*«  +  2tt6i»— 27f*>0. 

i  IV.  Calcul  des  racines  iNcOttMSKsmtABL&S. 

793.  Nous  avons  expliqué  (697)  comment  on  pouvait  obte- 
nir toutes  les  racines  cômmeiistirables  d'une  équation  i  et  ra*» 
mener  ainsi  sa  résolution  à  celle  d'une  équation  F(a;)=:0  qui' 
n'a  plus  que  des  racines  incommensurables  et  imaginaires. 
Cette  nouvelle  équatioA  F(a?)â=o  pouvant  avoir  dés  racines 
égales,  on  lui  appliquera  la  méthode  dite  des  racines  égales,  si 
elle  est  d'un  degré  supérieur  au  cinquième  (605),  mais  en  ayant 
soin  toutefois,  avant  de  prendre  un  reste  pour  diviseur,  de 
changer  les  signes  de  tous  ses  termes  et  de  n'introduire  ou  de  ne 
supprimer  jamais  que  des  facteurs  positifs  (705  et  706).  La  ré« 
solution  de  l'équation  F(a;)  =0  sera  ainsi  ramenée  à  celle  d'un 
certain  nombre  d'équations  d'un  degré  moins  élevé  que  le  sien 
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et  qui  n'auront  plus  de  racines  multiples;  de  sorte  que  nous 
ne  devrons  plus  nous  occuper  que  d*équations  dont  toutes  les 
racines  seront  inégales,  incommensurables  et  imaginaires. 

7S4.  La  détermination  des  racines  incommensurables  d*une 
équation  se  compose  de  deux  parties  distinctes  \  Tune,  que  Ton 
appelle  la  méthode  de  séparation  des  racines ,  a  pour  but  d'assi- 
gner pour  chaque  racine  réelle ,  deux  nombres  entre  lesquels 
elle  soit  seule  comprise,  et  l'autre  apprend  à  évaluer  chaque  ra- 
cine avec  un  aussi  grand  degré  d'approximation  qu'on  le  désire. 
Tel  est  Tobjet  de  la  méthode  d'approximation. 

Avant  d'entrer  dans  l'exposition  détaillée  de  ces  deux  mé- 
Ibodei,  je  ferai  remarquer  que,  si  dans  une  équation  on  changeât 
•n  «--cr,  et  qu'ayant  calculé  les  racines  positives  de  la  transfor- 
mée, on  affecte  chacune  d'elles  du  signe  ^^,  on  obtiendra  toutes 
les  racines  négatives  de  cette  proposée»  de  sorte  que  la  difficulté 
de  calculer  toutes  les  racines  réelles  d'une  équation  est  ainsi 
ramenée  à  la  détermination  de  ses  racines  positives,  et  en  con- 
séquence nous  allons  ne  nous  occuper  que  de  cellesnci. 

795.  Méthode  de  M.  Stuem.  Puisque  deux  nombres  qui,  sub- 
stitués dans  une  équation,  donnent  deux  résultats  de  signes  con- 
traires, comprennent  au  moins  une  racine  réelle  de  cette  équation 
(B42),  on  volt  que  si,  en  substituant  dans  la  proposée  V(x)=^0  la 
suite  naturelle  des  nombres  entiers  0,1,2,3...  jusqu'à  la  limite 
supérieure  -f-L  de  ses  racines  positives,  on  trouvait  autant  de 
couples  de  résultats  de  signes  contraires  qu'il  y  a  de  variations 
dans  son  premier  membre,  on  serait  certain  qu'entre  deux 
nombres  consécutifs  qui  donneraient  deux  résultats  de  signes 
contraires  il  ne  tomberait  qu'une  seule  racine,  tandis  que 
deux  nombres  qui  fourniraient  un  couple  de  résultats  de  mômes 
signes  ne  comprendraient  aucune  racine  ;  car,  s'il  en  était  au- 
trement, une  équation  aurait  plus  de  racines  positives  que  de 
variations,  ce  qui  est  contraire  à  la  première  partie  de  la  règle 
des  signes  de  Descartes.  On  connaîtra  donc  ainsi  avec  certitude, 
par  les  signes  des  résultats  des  substitutions,  quels  sont  ceuk 
des  nombres  substitués  qui  comprennent  une  racine  et  ceux 
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qui  n'en  interceptent  pas;  de  sorte  que  la  séparation  des  ra- 
cines positives  sera  effectuée. 

Mais  si,  en  substituant  la  suite  naturelle  des  nombres  entiers 
0,  1,  2,  3,...  + L  dans  le  premier  membre  de  Téquation  pro- 
posée, on  ne  trouve  pas  autant  de  couples  de  résultats  désignes 
contraires  qu'elle  a  de  variations,  cela  pourra  tenir  à  ce  qu'elle 
a  des  racines  imaginaires,  on  bien  à  ce  qu'il  tombe  plusieurs 
racines  entre  deux  nombres  consécutifs  ;  de  sorte  que  Ton  devra 
craindre  que  la  séparation  des  racines  ne  soit  pas  alors  complè- 
tement effectuée. 

Cependant,  si  Ton  sait,  d'après  un  examen  attentif  de  l'é* 
Doncé  de  la  question  qui  a  conduit  à  Téquation  que  Ton  veut 
résoudre,  combien  elle  doit  avoir  de  racines  positives,  on  pourra 
encore  parvenir  à  séparer  ces  racines,  si  elles  ne  le  sont  pas. 
Pour  cela,  on  transformera  J'équation  F(âr)=0  en  une  autre 
dont  les  racines  seront  dix  fois  plus  grandes  que  les  siennes;  de 
sorte  que  si  la.plus  petite  différence  des  racines  de  la  proposée 
est  plus  grande  qu't^n  dixième  ^  les  racines  de  la  transformée 

Frrr:)=0  différeront  de  plus  d'une  unité;  par  conséquent,  on 

n'aura  qu*à  substituer  la  suite  naturelle  des  nombres  0,  1,  2, 
3)...4-10L  dans  cette  transformée,  et  les  signes  des  résultats 
formant  autant  de  variations  que  la  proposée  aura  de  racines 
positives,  la  séparation  de  ces  racines  se  trouvera  ainsi  faite. 
Mais,  si  le  nombre  de  ces  variations  estencore  inférieur  à  celui 
des  racines  positives  de  F(x)=0,  on  multipliera  par  dix  les 
racines  de  la  transformée,  ce  qui  donnera  une  nouvelle  itàn^ 

formée  ïfrrrjrjî^O,  sur  laquelle  on  opérera  comme  sur  la  pré- 
cédente, et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  soit  parvenu  au 
but  que  l'on  veut  atteindre. 

On  pourra  abréger  les  calculs  en  observant  :  V  que  l'on  con- 
naît a  priori  les  signes  des  résultats  que  donne  la  substitution 

des  nombres  10,  20,  30,...  dansFf^j=0;  car,  ces  résultats 
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sont  les  mêmes  que  ceux  qu'on  a  trouvés  en  faisant  respective- 
ment a?=I,  =  2,  =3,...  dans  F(a?)=0;  2*  qu'au  lieu  de  sub- 
stituer immédiatement  .dans  Ff  :7^j  tous  les  nombres  entiers 

compris  entre  0  et  10, 10  et  20,  20  et  30,...  on  pourra  procéder 
par  moyennes^  c'est-à-dire  y  substituer  d'abord  5, 15,  25,...;  ce 
qui  suffira  pour  séparer  les  racines,  si  celles  de  la  proposée 
di£fèrent  de  plus  de  0,5;  si  leur  différence  est  moindre  que  0,5, 
on  substituera  des  moyennes  entre  0  et  5,  5  et  10, 10  et  15,..., 
mais  en  ne  prenant  pour  chacune  que  sa  partie  entière,  comme 
3,  8,  13,...;  et  ainsi  de  suite. 

7126.  Si  l'on  ignore  combien  l'équation  proposée  a  de  racines 
réelles,  il  faudra  avoir  recours  au  théorème  de  M.  Sturm.  En 
conséquence  on  formera  (703)  toutes  les  fonctions 

si  déjà  elles  ne  l'ont  pas  été  (7S5),  puis  on  écrira  sur  une  pre- 
mière ligne  les  signes  des  derniers  termes  de  toutes  ces  fonc- 
tions  et ,  sur  une  seconde ,  ceux  de  leurs  premiers  termes  ;  puis 
en  prenant  la  différence  entre  le  nombre  des  variations  conte- 
nues dans  la  première  ligne  et  le  nombre  des  variations  que 
présentera  la  deuxième ,  on  saura  combien  l'équation  ¥{x)=0 
a  de  racines  positives.  Si  ce  nombre  est  égal  au  nombre  des 
couples  de  résultats  de  signes  contraires  qu'a  donnés  la  substi- 
tution des  nombres  0, 1,  2,  3,..'.  dans  son  premier  membre,  on 
en  conclura  que  les  racines  étaient  séparées;  sinon,  on  substi- 
tuera dans  la  suite  des  fonctions  X,  Xi,  Xt,...  X»  les  nombres 
0,  1, 10,  100, 1000,...  jusqu'à  ce  que  Ton  parvienne  à  une  suite 
qui  présente  autant  de  variations  que  ceUe  des  signes  des  pre- 
miers termes  de  toutes  ces  fonctions;  car,  le  nombre  correspon- 
dant sera  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  X=0. 
En  comparant  le  nombre  des  variations  perdues  en  passant 

*  X.  désignant  un  diviseur  qui  ne  change  pas  de  signe  dans  llntervallc 
de  léro  à  la  limite  supérieure  des  racines  positives  de  ;F  (x) = X = 0. 
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d'une  suite  à  la  suivante ,  on  saura  ainsi  cQoobien  il  y  a  de  ra- 
cines entre  0  et  1 ,  entre  1  et  10,  entre  10  et  100.... 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  y  ait  des  racines  com- 
prises entre  10  et  100  ;  on  fera  x=60  dans  toutes  les  fonctions, 
et  on  apprendra  par  là  combien  il  y  a  de  racines  entre  10  et  dO, 
combien  entre  50  et  100,  Admettons  qu'il  s'en  trouve  entre  10 
et  50;  on  substituera  30  qu  30  dans  la  suite  [a],  et  si  c'est  30 
qui  a  été  substitué,  on  verra  facilement  combien  il  y  a  de  ra- 
cines entre  10  et  30  et  entre  30  et  50  ;  s'il  y  en  a  entre  30  et  50, 
on  fera  x^iQ  dans  toutes  les  fonctions  «  ce  qui  fera  connaî- 
tre combien  il  y  a  de  racines ,  soit  entre  30  et  40 ,  soit  entre  40 
et  50  ;  de  çorte  qu'on  parviendra  de  cette  manière  à  détermi- 
ner le  cbiSre  des  dizaines  de  chacune  des  racines  comprises 
entre  10  et  100.  Pour  obtenir  le  çbiffre  de  leurs  unités ,  par 
exemple,  de  celles  qui  ont  4  pour  chiffres  de  leurs  dizaines, 
on  posera  a;  =:  40 -f  y  »  et  on  substituera  cette  valeur  de  x  dans 
toutes  les  fonctions  X,  Xi ,  Xi ,  JIL^  (483}  ;  ce  qui  donnera  une 

suite  de  fonctions 

T,  Ti,  Ti,  ...T»  [6], 

auxquelles  on  pourra  appliquer  le  théorème  de  M^  Sturm;  car, 
il  est  évident  qu'en  faisant  dans  cette  dernière  suite  y  =sfl(,  oa 
obtiendra  les  mômes  résultats  qu'en  faisant  a;  =:  40 -[-«  dans  la 
suite  [a]  ;  de  sorte  que ,  si  pour  y = a  la  suite  Ib]  présente  n  va- 
riations de  moins  que  pour  y = 0 ,  on  devra  en  conclure  que  la 
proposée  a  n  racines  comprises  entre  40  et  40 -f-»;  donc  ausai 
l'équation  Y=0  en  a  n  entre  zéro  et  a.  En  conséquence,  on  fera 
y  =5,  dans  la  suite  [A] ,  e t  en  comparant  le  nombre  des  variations 
qui  en  résulteront  aux  nombres  de  variations  fournies  par  x^=:AQ 
et  par  a; =50,  nombres  qui  sontceu^  mêmes  de^  variations  que 
l'on  obtiendrait  en  faisant  y=0  et  y=lQ,  on  çaura  combien 
i)  y  a  de  valeurs  de  y  comprises  entre  0  et  5,  et  entre  5  et  10  ; 
9*il  y  en  a  entre  0  et  5,  par  exemple,  on  continuera  à  procéder 
par  moyennes  y  en  faisant  d*abord  ^=2  ouy=3;  si,  ayant 
substitU'^  y =2,  on  a  reconnu  qu'il  y  avait  des  valeurs  de  y 
comprises  entre  0  et  2|  on  fera  y^^X  et  on  saura  ainsi  si  cas 
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vuleurs  de  y  se  trouvent  eptpe  xéra  ^i  I  ou  entre  1  et  3*  Sgppo 
sons  qu'elles  tombeut  entre  1  et  9,  pu  eu  conclura  que  lapror 
posée  a  des  racines  entre  41  çt  43,  de  sorte  que  ces  raçiueK  «e 
trouvent  ainsi  déternoinées  à  fnoins  ^wm  fênité. 

Si  Ton  voulait  les  obtenir  4  moini  d'un  dioiièmê  •  il  tptudnût 
continuer  l'applieetion  de  )a  noétbode  précédente ,  eu  posant 
yssi-f  s ,  ce  qui  donnerait  une  suite  de  fonetioai 

auxquelles  pn  pourrait  enpore  appliquai*  I^  théorème  de  M .  Stuffn. 
]Su  y  faisant  d'abord  4S=Q,5,  puis,  eu  procédant  encore  par 
moyennes ,  on  parviendrait  it  déterminer  le  chiffre  des  dixièmes 
des  racines  de  la  proposée  qui  sont  comprises  entre  41  et  42}  et, 
en  continuant  de  la  mémç  manière,  on  finirait  non-seulement 
par  séparer  ces  racines,  mais  môme  par  les  déterminer  aussi 
exactement  qu'on  le  voudrait. 

Ifàf.  Comme  ces  calculs  deviennent  tràst^lougs,  op  les  arrêta 
dès  qu'on  a  trouvé  le  chiffre  dea  unités  des  racines  que  l'op 
cherche,  et,  pour  approeher  davantage  de  oea  raeinea,  on  a  re- 
cours à  uo^  élégante  méthode ,  fopdée  sur  Ift  théorie  des  fiw 
fions  continuée,  qui  est  due  h  laffronge.  Nous  cousidéreroos 
deux  cas,  suivant  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  racine  entre  deux 
nombres  entiers  consécutifs  ou  quMl  s'en  trouve  plusieurs. 

j«  Cas.  Supposons  qu'il  ne  tombe  qu'une  seule  r^cîue  de 

l'équation  T=0  entre  les  deux  pombrea  entiers  a  et  (q-{-\): 
cette  racine  se  compose  de  a ,  plus  d'upe  qUftPtlté  moindre  qua 

l'imité  que  nous  pourrons  représenter  par-;  de  sorte  que  nous 
poserons 

et,  si  nous  substituons  cette  valeur  dey  dans  féquatioa  TbsO, 
nous  trouverons,  en  effectuant  le  développement  par  la  fleirmule 
de7ay/of  (483),  une  transformée  Z=0,  telle  qu'en  substituant 

successivement  toutes  ses  racines  dans  la  formule  y  as  a  4-  - , 
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on  obtiendra  toutes  les  racines  de  Y=  0.  Or,  il  est  évident  qu'aux 
valeurs  négatives  de  z  correspondront  des  valeurs  de  y  plus  pe- 
tites que  a,  et  que  ses  valeurs  positives  supérieures  ou  infé- 
rieures à  l'unité  donneront  des  valeurs  de  y  plus  grandes  que  a, 
mais  plus  petites  ou  plus  grandes  que  a+1.  Puis  donc  que  les 
nombres  a  et  (a-\-l)  comprennent  une  racine  de  T=rO  et  n'en 
comprennent  qu'une,  il  faut  que  l' équation  1=0  ait  une  et 
une  seule  racine  positive  plus  grande  que  Funité.  On  substi- 
tuera donc  la  suite  naturelle  des  nombres  2,  3,  4,  5...  dans  le 
polynôme  Z,  jusqu'à  ce  que  l'on  soit  arrivé  à  un  nombre  qui 
donne  un  résultat  positif^,  et  la  valeur  cherchée  de  z  sera  com- 
prise entre  ce  nombre  et  le  précédent.  Soit  b  ce  nombre  pré- 
cédent :  on  posera 

et,  en  substituant  cette  valeur  de  z  dans  Z=:0,  on  obtiendra 
une  nouvelle  équation  U=0  qui  aura  une  racine  positive  plus 
grande  que  l'unité  et  n'en  aura  qu'une.  On  en  trouvera  la  par- 
tie entière  en  substituant  la  suite  des  nombres  2,  3,  4,  5,... 
dans  U,  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  un  résultat  positif,  et  en 
appelant  (c-^l)le nombre  qui  aura  fourni  ce  résultat ,  on  posera 

'     V 

et  on  pourra  continuer  cette  série  de  calculs  aussi  loin  qu'on  le 
jugera  convenable.  Si  on  remonte  ensuite  à  la  valeur  de  y,  on 
trouvera  une  expression  de  la  forme 

1 


y=«+ 


6  +  i 


c  + 


d  -f-  etc. 

de  sorte  qu'on  pourra  ainsi  obtenir  cette  valeur  de  y  avec  tel 
degré  d^ approximation  qu'on  le  voudra, 

*  La  subslitution  de  +1  dans  Z  donne  nécessairement  un  résultat  né- 
gatif, puisque  l*équationZ=:On'a  qu'une  racine  comprise  entre +1  et  ia 
limite  supérieure  de  ses  racines  positives. 
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Si ,  par  exemple ,  on  veut  Tavoir  à  moins  de  -^  près,  on  com- 
mencera par  extraire  la  racine  carrée  de  d,  puis,  à  mesure  que 
Ton  obtiendra  un  quotient  incomplet ,  on  formera  la  réduite 
correspondante ,  et  on  s'arrêtera  quand  on  aura  trouvé  une 
fraction  convergente  dont  le  dénominateur  ne  soit  pas  de 

beaucoup  inférieur  k^l;  on  verra  alors ,  d'après  la  règle  du 
n*  409 ,  si  Ton  a  atteint  le  degré  d'approximation  denuindé. 
S'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  calculera  le  quotient  incomplet  sui- 
vant, puis  la  réduite  correspondante ,  et  on  appliquera  de  nou- 
veau la  règle  du  n"*  409  et  ainsi  de  suite ,  jusqu'à  ce  qu'on  ait 
obtenu  une  réduite  qui  diffère  de  la  valeur  cherchée  de  y  d'une 

quantité  moindre  que  ?• 

798.  Si,  en  effectuant  le  développement  de  la  valeur  de  y  en 
fraction  continue,  on  voit  les  mêmes  quotients  se  reproduire 
plusieurs  fois ,  et  dans  le  même  ordre ,  on  aura  lieu  de  présu- 
mer que  la  valeur  de  y  dont  on  s'occupe  a  pour  expression 
une  fraction  continue  périodique.  Pour  savoir  s'il  en  est  effec- 
tivement ainsi,  on  formera  Téquation  du  deuxième  degré 
y*-|-py-|~9=^t  dont  elle  est  une  des  racines  (419),  et  cette 
équation  devra  en  conséquence  avoir  une  racine  commune  avec 
Y=0,  de  sorte  que  leurs  premiers  membres  auront  un  com- 
mun diviseur  du  premier  degré.  On  divisera  donc  T  par 

y'-f  py  4~9>  ^^  si  My-f  ^  ^^^  1^  i*^^  auquel  conduit  cette  di- 
vision ,  il  faudra  que  ce  reste  s'anéantisse,  en  y  remplaçant 
y  par  la  racine  dont  il  s*agit ,  laquelle  peut  être  représentée 

par  a-f  v^p  ;  on  devra  donc  avoir 

(M«-|-N)+Mv^  =  0, 

équation  qui  se  décompose  dans  les  deux  suivantes 

Ma  +  N=0    et    M  =  0    d'où    N=0. 

Donc ,  la  division  de  Y  par  y^-^py-^-q  doit  se  faire  exactement, 
si  la  fraction  continue  est  effectivement  périodique.  Si  cette  di- 
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vifiiop  ne  réussit  paa,  on  en  oonclnr»  que  la  périodicité  n'a  pas 
lieu,  et  on  poursuivra  le  calcul  des  quotients  incomplets. 

720.  2*  Cas.  Supposons  qu'il  tombe  plusieurs  racines  entrç 
les  deux  nombres  entiers  a  et  (a -|- 1),  on  posera  encore 

.1 

06  qui  conduira  k  una  transformée  Z  es  0,  qui  aura  autant  da 
racines  positives  plus  grandes  que  l'unité  qu'il  y  a  de  racinaa 
da  T  ss  0  eompri^s  entre  a  et  (a-f*  !)•  Si  Ton  était  sftr  que  oea 
différentes  valeurs  de  s  eussent  des  parties  entières  différentaa, 
on  n'aurait  qu'à  substituer  dans  Z  la  suita  natupelle  des  nom» 
bres  1, 2, 3, 4,...  et  on  trouverait  autant  de  couples  de  résultats 
de  signes  contraires  qu'il  y  a  de  ces  racines,  de  sorte  que  l'on 
déterminerait  de  cette  manière  la  partie  entière  de  chacune,  ce 
qui  nous  ramènerait  à  appliquer  à  l'équation  ZsbO  la  méthode 
d'approximation  de  Laçfrange  que  nous  avons  exposée  tout  k 
rheure  (f  87).  Mais  comme  plusieurs  valeurs  de  a  peuvent  avoir 
la  môme  partie  entière  et  qu'alors  la  substitution  des  nombfea 
1, 3, 3, 4,...  dans  Z  ne  pourrait  pas  indiquer  l'existence  de  plus 
d'une  de  ces  racines,  pour  éviter  toute  incertitude,  on  aubstif- 

tuera  a-\ —  non-seulement  dans  Y,  maip  aussi  d^ns  tout^  1^ 

fonctions  Ti,  T,,  T|,...Tii,  ce  qui  donnera  une  nouvelle  suite  de 
foncUona 

Zi  Zi,  Z,,  Z,,...Z«  [o], 

auxquelles  on  pourra  appliquer  le  théorème  de  M.  Sturm.  Il  est 
clair,  en  effet,  que  les  résultats  qu'on  trouvera  en  foisant  s  =  p, 
par  exemple,  dans  cQttç  suite,  ser^ptcçu)^  mêmes  que  l'on  au- 
rait obtenus  çn  remplaçant  ^  p^r  ^  -f- g  dan?  {a  9UitQ  [^],  4e 
telle  sorte  que  si  n  racines  de  l'équation  T  ==Q  SQpt  comprises 
entre  a  -|-  -et  a  +5x7 >  auquel  cas  n  valeurs  de  z  se  trouvent 
entre  p  et  (p+l}i  bi  suite  [(]  présentant  n  variations  ifr  plus 
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pouTy=a  +  -rr-i  quepoury=«+-r,  la  suite  [e]  devra  pa- 

P+*  P 

reillemeni  fournir  n  variatiops  de  plus  pour  ^  =  p  -|- 1  que  pour 
z=f^.  Donc,  m  Appliquant  h  cette  suite  le  calcu)  que  uous 
avoqs  développé  dans  le  p°  726,  ou  pourra  déteripiqer  la  partie 
entière  de  chaque  yalfiur  de  ^.  Si  ces  partiea  entières  sont  diffé- 
rentes, on  est  ramené,  çonin^e  nous  Favon^  dit  plus  haut,  k  ap- 
pliquer à  réquatjon  Z  :^  0  la  niéthode  du  n»  727,  ç'e$t-à-dire 
que  Ton  n*opérera  que  sur  Z  et  non  sur  les  autres  fonctions  Zi, 
Z, ,...  Z»,  Mais,  s'il  y  a  plusieurs  va](^ur$  de  ^  wU^  à  e(  (^rf  i^, 
par  exemple,  on  substituera 

dans  toutes  les  fonctions  de  la  suite  [c],  ce  qui  donnera  la  nou- 
velle suite 

U,U,,U,,U„...U,, 

$ur  laquelle  on  opérera  conune  on  V^  fait  sur  la  auite  [c];  et,  en 
continuant  de  celte  manière,  on  finira  par  arriver  à  une  trans- 
formée  dont  les  racines  positives  et  plus  grandes  que  Tupité  au- 
ront des  parties  entières  différentes,  saps  quoi  plusieurs  valeurs 
dey  auraient,  pour  expression,  la  même  fraction  continue,  de 
sorte  qu'elles  seraient  égales,  et  nous  sommes  partis  d'une 
équation  dont  toutes  les  racines  étaient  différentes. 

Comme  on  n'a  besoin  que  de  connaître  les  signes  des  résultats 
qu'on  obtient  en  substituant  certains  nombres  entiers  dans  les 
suites  [a],  [6],  etc.,  on  chassera  les  dénominateurs  qui  pour- 
raient s'y  trouver,  ce  qui  sera  permis  (706),  car  ces  dénomi- 
nateurs seront  des  quantités  positives. 

750.  Méthode  pb  Lagrangs.  Nqus  avons  vu  que,  quand  la 
suite  des  signes  obtenus  en  substituant  les  nombres  naturels  0, 1, 
2,  3,...4-Ldans  le  premier  membre  de  l'équation  F(^)  =  0  ne 
présentait  pas  autant  de  variations  qu'il  y  en  a  dans  ce  premier 
membre ,  il  fallait,  pour  séparer  les  racines  positives  de  cette 
équation,  avoir  recours  au  théorème  de  M.  Sturm^  si  d'ailleurs 
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on  ignorait  le  nombre  de  ces  racines  positives.  Toutefois  La- 
grange  avait  donné  longtemps  auparavant  une  méthode  très- 
générale  pour  effectuer  cette  séparation. 

Ce  grand  géomètre,  observant  que,  si  la  substitution  des  nom- 
bres 0, 1, 2,  3,... 4-  L,  dans  le  premier  membre  de  F(x)=:0,  ne 
suffisait  pas  pour  effectuer  la  séparation  de  ses  racines  positives, 
eela  tenait  nécessairement  à  ce  qu'il  y  avait  plusieurs  racines 
comprises  entre  deux  nombres  consécutifs,  il  en  avait  conclu  que 
si,  au  lieu  de  prendre  l'unité  pour  raison  de  la  progression  des 
nombres  à  substituer,  on  choisissait  une  quantité  l  moindre  que 
la  plus  petite  des  différences  qui  existent  entre  les  diverses  ra- 
cines de  Y{x)  =  0,  il  ne  pourrait  tomber  qu'une  seule  racine 
entre  deux  nombres  dont  la  substitution  dans  Y{x)  donnerait 
deux  résultats  de  signes  contraires,  et  que  deux  nombres  qui 
produiraient  deux  résultats  de  mêmes  signes  n'en  compren- 
draient aucune,  de  sorte  qu'on  effectuerait  ainsi  la  séparation 
des  racines  positives  de  la  proposée,  et  qu'on  obtiendrait  même 
la  valeur  de  chacune  de  ces  racines  à  moins  de  5.  Il  s'agit  donc 
de  calculer  cette  quantité  $. 

Pour  y  parvenir,  on  formera  l'équation  aux  carrés  des  diffé- 
rences t}*(s)  =  0  des  racines  de  l'équation  proposée  F(a:)=:0 

(tt94  ou  013),  et  on  cherchera  ensuite  la  limite  inférieure  | 

des  racines  positives  de  cette  équation  (689),  et,  en  en  ex- 
trayant la  racine  carrée,  on  obtiendra  une  quantité  moindre  que 
la  plus  petite  des  différences  des  racines  de  la  proposée  ^. 

*  l\  est  clair  que  Ton  obtiendrait  également  une  valeur  de  S,  en  calcu- 
lant une  limite  inférieure  des  racines  de  Téqualion  aux  différences  ic(y)=0. 
Or,  si 

est  un  des  groupes  dans  lesquels  on  décompose  la  transformée  %  (A  =  0 
de  cette  équaUon , 

x^  (Ax* — Bjff-'  —  Cx^  — ...  —  K)  [e] 

sera  le  groupe  correspondant  de  la  transformée  ^  (')  =  0  de  l'équation 
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Si  \J%  est  une  quantité  plus  grande  que  Tunité,  les  racines 

positives  de  la  proposée  auront  été  séparées  par  la  substitution 
des  nombres  0, 1, 2, 3,...-|-  L,  dans  son  premier  membre,  et  il 
faudra  appliquer  au  calcul  de  chacune  d'elles  la  méthode  d'ap- 
proximation que  nous  avons  développée  au  n""  7S7. 

Si  \/f  <  1  >  on  observera  que  \/f =^^>  ^®  sorte  qu'en 

aux  carrés  des  différences ,  de  sorte  que  foire  jr=/»  dans  [e]  c'est  faire 
y=z^h  dans  [d\  ;  si  donc  on  trouve  h  pour  limite  supérieure  des  racines 

positives  de  4^  f-j  =0,  on  trouvera  0»  pour  la  limite  de  celles  de 
ic  I  -  j  =  0  ;  et  par  conséquent  l'équation  aux  différences  et  l'équation  aux 

carrés  des  différences  conduisent  Tune  et  l'autre  à  \/— •  pour  valeur  de 

la  quantité  que  nous  avons  désignée  par  8. 

Observons  toutefois  que  si  l'on  ne  peut  pas  résoudre  immédiatement  les 
équations  formées  en  égalant  à  zéro  lesgroupes  dans  lesquels  on  aura  décom- 
posé les  équations  <p  (-)=0,  etic(- j=0,  et  qull  faille  faire  des  tâtonnements, 
en  y  substituant  les  nombres  entiers  1,2»  3, 4,...,  sil'on  trouve  que  jr=io,  par 
exemple,  rend  positifs  tous  les  groupes  de  4^  \z)>  on  devra  faire  y=4  dans 
n  T-Kpourenrendretouslesgroupes positifs;  car,  onn'yaurapassubstllué 

y =^,  puisqu'on  essaye  seulement  les  nombres  entiers  1,  2, 3,  4.  Ainsi, 
la  considéraUon  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  aura  donné  alors 

S=  -==:^,  de  sorte  qu'on  aura  pris  -ff  pour  raison  de  la  progression 

des  nombres  k  substituer,  tandis  que  l'équation  aux  différences  aurait  con- 
duit à  Caire  8=|,  et  -i^  est  >i.  Il  vaut  donc  mieux  employer  l'équation 
aux  carrés  des  différences. 

Si  on  employait  la  méthode  donnée  au  n«  $9%,  pour  calculer  direc- 
tement la  limite  inférieure  des  racines  d'une  équation,  on  trouverait 


en  faisant  usage  de  l'équation  aux  carrés  des  différences, 


etg=^     j^<  \/^-TVf  on  employant  l'équalion  aux  différences.  Donc 
encore,  on  devra  préférer  l'équation  aux  carrés  des  différences. 


606  DE  Li  RÉSOLUTION 

appelant  k  la  racine  du  plus  grand  carré  contenu  dans  gh , 

k         fo  k 

on  aura  t<1/t;  on  pourra  donc  prendre^  pour  la  raison  de 


la  progression  des  nombres  à  substituer  dans  V{x)^  lesquels 
ront  ainsi  tous  oommensurables*  Hais  ce  n*est  pas  assez  d'éviter 
decette  manière  la  substitution  de  quantités  incommensurables, 
il  faut  encore  faire  en  sorte  de  n'opérer  que  sur  des  nombres 
entiers  Pour  y  parvenir,  on  transformera  l'équation  F(x)  =  0 
en  une  autre  fiy)=0  dont  les  racines  soient  h  fois  plus  grandes 
que  les  siennes;  les  différences  des  racines  de  cette  nouvelle 
équation  seront  h  fois  plus  grandes  que  celles  de  la  proposée, 

et  par  conséquent  elles  surpasseront  tXA  =  A;  d'où  il  sait 
qu'en  substituant  dans  fly)  =  0  la  suite  des  nombres 

0,  A;,  2A;,  3ky  4k,.., 

jusqu'à  la  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  équa- 
tion, on  sera  sûr  d'effectuer  la  séparation  de  ses  racines  posi- 
tives. Mais  on  peut  encore  resserrer  davantage  les  deux  limites 
qui  comprennent  une  tnéme  racine.  Car  si  nkei(n-^  l)k  sont 
oes  deux  limites^  oii  n'aura  qu'à  substituer  dans  /'(y)  leur 
moyenne  arithmétique,  ou  le  nombre  entier  qui  en  approche  le 
plus,  si  elle  est  fractionnaire,  et  en  comparant  le  signe  du  ré- 
sultat aux  signes  qu'ont  donnés  y^nk  et  y^(n'{-i)k,  on 
saura  si  cette  racine  de  f(y)=zO  est  comprise  entre  le  nombre 
substitué  et  nk^  ou  entre  ce  nombre  et  (fi*^  l)A«  On  aura  dond 
ainsi  resserré  les  limites  qui  comprennent  la  racine  que  l'on 
considère^  et  on  voit  qu'en  continuant  ainsi,  on  parviendra  k  la 
placer  entre  deux  nombres  entiers  consécutifs,  et  même  entre 
deux  notnbres  qui^  difiKreront  l'un  de  l'autre  d'aussi  peu  que 
l'on  voudra.  Cette  méthorte  d'approximation,  qui  est  d'ailleurs 
d'une  application  très*laborieuse ,  est  connue  sous  le  nom  de 
Méthode  par  rapprochement  des  limites. 

Quand  on  aura  ainsi  calculé  toutes  les  racines  de  l'équation 
f{y)  =;  0,  à  moins  d'une  unité ,  on  les  divisera  par  A,  et  on 
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* 

trouvera  ainsi  celles  de  la  proposée  F(^)=0  à  moins  de  j.  Si 

cette  approximation  est  suf Osante ,  le  problème  de  la  résolu- 
tion de  cette  dernière  équation  sera  complètement  résolu»  Si 

on  demande  les  racines  dé  F(:r):^0  k  moins  de-,  »  étant 

>  A,  il  n'y  aura  qu*k  calculer  celles  de  Ay)sxO  k  nloins  de-^i 

ce  qui  ne  saurait  présenter  de  dllflctiltés  (^27),  et,  eti  tes 
divisant  ensuite  par  h ,  on  obtiendra  les  racines  de  Y{x)  =  0, 
avec  le  degré  d^approtittiatlôn  demandé. 

Telle  est  la  méthode  que  Lagrange  a  donnée  pour  déterminer 
tes  racines  incommensurables  d^une  équation.  On  voit  qu'elle 
est  inraillible  et  qu'elle  ne  peut  laisser  échapper  aucune  racine; 
mais  il  (kut  reconnaître  que,  comme  elle  exige  la  forma- 
tion de  l'équation  aux  carrés  des  différences  des  racines  de  la 
proposée,  elle  a  inconvénient  d'entratner  dans  des  calculs  ex- 
trêmement laborieux.  Aussi  cet  illustre  géomètre  àvaitil  fait  de 
nombreuses  tentatives  pour  éviter  le  calcul  de  cette  équation, 
et  il  y  avait  réussi  pour  plusieurs  cas  particuliers,  ainsi  qu'on 
peut  le  Voir  dans  son  admirable  Traité  de  la  résolution  des 
iquatiotis  numériques^ 

75i.  La  substitution  de  la  suite  naturelle  des  nombres  en- 
tiers 0,  1,2,  3,  etc.  (795)  dans  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion à  résoudre  »  pourra  d'ailleurs  s'effectuer  très-simplement 
d'après  la  méthode  des  différences  (0it2),  en  s'arrétant  lorsque 
run  des  résultats  sera  de  même  signe  que  les  différences  qu'on 
doit  leur  ajouter  pour  obtenir  les  suivants,  puisqu'alors  la  va« 
leur  de  ees  résuluits  allant  toujours  en  croissant,  le  premier 
membre  de  l'équation  ne  pourra  pas  devenir  égal  k  séro.  Si  cette 
substitution  donne  autant  de  changements  de  signes  qu'il  y  a 
de  variations  dans  le  premier  membre  de  l'équation,  les  racines 
seront  séparées.  Pour  en  approcher  davantage,  au  lieu  de  trans^ 
former  l'équation  proposée  en  une  autre  dont  les  racines  soient 
dix  fois  plus  grandes  (788)  et  de  substituer  ensuite  dans  la 
transfotméa  lés  nombres  entiers  1»  S,  3,  etc.,  on  pourra  sob* 
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stituer  directement  dans  la  proposée  des  nombres  consécutifs 
différant  d'un  dixième,  en  foisant  usage  des  formules  que  nous 
avons  données  précédemment  (679)  ;  ces  substitutions  se  fe- 
ront seulement  dans  les  intervalles  où  l'on  aura  reconnu  l'exis- 
tence de  racines.  On  arrivera  ainsi  k  placer  chaque  racine 
entre  deux  nombres  différant  d'un  dixième  ;  pour  obtenir  une 
plus  grande  approximation,  on  pourra  ensuite,  soit  substituer 
des  nombres  équidistants  d'un  centième  dans  chaque  nouvel 
intervalle  comprenant  une  racine,  soit  employer  une  méthode 
plus  rapide  due  k  Newton  y  et  que  nous  exposerons  tout  k 
l'heure  (75tf). 

S'il  arrive,  au  contraire,  que  le  nombre  des  racines  mises 
en  évidence  par  la  substitution  des  nombres  entiers  0,  1,2, 
3,  etc.  soit  moindre  que  le  nombre  des  racines  positives  qu'il 
est  permis  de  supposer  d'après  la  règle  de  Descartes  ^  on  ne 
sera  pas  sûr  d'avoir  séparé  toutes  les  racines.  On  devra  recourir 
k  de  nouvelles  substitutions  de  nombres  équidistants  d'un 
dixième.  Mais  il  conviendra,  pour  ne  pas  entreprendre  des 
calculs  inutiles,  de  faire  ces  substitutions  dans  les  intervalles  où 
elles  pourront  présenter  quelques  chances  de  succès;  on  y  par- 
viendra en  s'aidant  de  considérations  graphiques,  comme  nous 
allons  le  faire  voir. 

739.  Soit  F(x}=0  l'équation  proposée.  Posons  y=F(x). 
Concevons  que  sur  une  ligne  droite  on  porte,  k  partir  d'une 
origine  0,  des  longueurs  égales,  qui  représentent  les  valeurs 
positives  -)-l,  -{-2 ,  4~3..*,  données  successivement  k  â?,  et  en 
sens  opposé  des  longueurs  destinées  à  représenter  les  valeurs 
négatives  — 1,  — 2,  —3,...;  puis,  par  l'extrémité  de  ces  dis- 
tances ,  élevons  des  perpendiculaires  dont  les  longueurs  soient 
égales  aux  valeurs  correspondantes  de  y,  ces  longueurs  étant 
portées  au-dessus  ou  au-dessous  de  l'axe  des  a?,  suivant  que 
les  valeurs  de  y  seront  positives  et  négatives.  On  déterminera 
ainsi  une  série  de  points  discontinus,  qui  deviendraient  con- 
tigus  si  l'on  donnait  k  x  des  valeurs  variant  d'une  manière 
continue,  et  formeraient  alors  la  courbe  dont  y=F(x}  est 
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réqiiation.  Mais  Ton  conçoit  que,  dans  un  grand  nombre  de 
cas,  l'ensemble  de  ces  points  isolés  pourra  suffire  pour  donner 
des  indications  utiles  sur  la  forme  générale  de  la  courbe,  et 
pour  faire  connaître  approximativement  la  position  des  points 
où  elle  coupe  Taxe  des  x ,  c'est-à-dire  les  valeurs  de  x  qui , 
rendant  nulles  les  valeurs  correspondantes  de  y,  sont  les  ra- 
cines de  réquation  F(x)=0.  On  substituera  alors  des  nombres 
équidistants  d'un  dixième  dans  les  intervalles  où  la  forme 
de  la  courbe  aura  manifesté  l'existence  probable  d'un  point 
d'intersection  avec  l'axe  des  x ,  et  l'on  pourra  ainsi  arriver  à 
séparer  les  racines. 

Ainsi,  soit  l'équation  Zxf"  —  Sa:  4*1=0:  Je  pose  y  =  3^7^ 
—  3a? + 1 ,  et  je  trouve  que  pour 

œ=—\,    y=+  7, 
x=     0,    y=+  1, 

a?=+i,   y=+  1, 

a:=+2,    y=-|-43. 
Construisons  ces  valeurs  comme  ci-dessous  : 


— 1 


+1 


+2 


Si  l'on  observe  d'ailleurs  qu'en  faisant  croître  x  négative- 
ment au-dessous  de  — -1  et  positivement  au-dessus  de  -|-1,  y 
prendra  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes,  il  est  clair  que 
c.  39 
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si  la  courbe  à  laquelle  appartiennent  les  quatre  points  ci-dessus 
déteroiinés  coupe  Taxe  des  x^  cela  ne  pourra  arriver  qu'entre 
a:=0eta?  =  4-l.  C'est  donc  entre  ces  deux  valeurs  de  x  qu'il 
conviendra  de  tenter  de  nouvelles  substitutions.  En  substituant 
-{-0,5,  on  trouve  effectivement  un  résultat  négatif;  Téquation 
a  donc  deux  racines  positives,  comprises  Tune  entre  0  et  0,5, 
et  l'autre  entre  0,5  et  1 .  D'ailleurs  il  ne  peut  pas  exister  plus  de 
deux  racines  positives,  d'après  la  règle  de  Descartes,  et  l'équa- 
tion n'a  pas  de  racines  négatives;  les  racines  réelles  sont  donc 
séparées. 

753.  Le  théerème  suivant  permettra  d'ailleurs  d'assigner 
une  limite  aux  sinuosités  que  pourraient  présenter  les  courbes 
oûtenues  : 

Si  l'équation  proposée  ^i  dte  deijrë  m,  une  parallèle  à  Faxe 
des  X  ne  peut  couper  lé  e&urbe  en  pius  de  m  points. 

Soit,  en  effet,  a  la  distance  de  cette  parallèle  k  l'axe  des  x.  Po- 
sons f(x)=a;  cette  équation ^  étant  du  degré  m,  ne  pourra 
pas  avoir  plus  de  m  racines,  c'est-à-dire  qu'il  n'y  aura  pas  plus 
de  m  valeurs  de  x  pour  lesquelles  t[x)  pourra  devenir  égal  à  a; 
or,  les  points  d'intersection  de  la  coqrbe  avec  la  droite  consi- 
dérée correspondent  pirécisément  k  ces  valeurs  de  a?  ;  le  théo- 
rème se  trouve  donc  démontré. 

754.  11  y  aura  cependant  des  cas  où  la  considération  des 
points  de  la  courbe  obtenus  en  construisant  les  valeurs  de  ¥(x) 
coiTespondantes  aux  valeurs  0,  1,  2,  3...,  données  à  la  variable 
pourra  ne  donner  aucune  indication.  Prenons,  en  effet,  pour 
exemple  l'équation  : 

On  aura,  pour       a? = — 1,    y  =  —  545, 


a;=     0 

a:=  +  l 


9  =  -      9, 

V^+    53, 
y  r=:  +1503, 


DBS  BQUATlOlfS  MUMÉILIQDES.  611 

et  en  construisant  ces  valeurs,  on  obtiendra  les  résultats  ci* 
dessous  : 


— I 


•fi        +8 


>» 


L'équation  n'a  d'ailleurs  pas  de  racines  iiéganives  (la  trans-» 
fortfnée  en  — x  n'ayant  que  des  permanenees) ,  et  il  est  facile 
de  voir«  en  groupant  les  taraies  de  la  noanière  suivante, 

que  -f*  3  est  une  limite  supérieure  des  racines  positives,  et  qu'à 
partir  de  cette  valeur  le  premier  membre  prendra  des  valeurs 
toujours  croissantes.  Ainsi ,  nous  voyons  qu'il  existe  une  ra- 
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cinc  comprise  entre  -f  1  et  -f  2  ;  nf^&is  l'inspection  de  la  courbe 
nindique  nullement  qu'il  puisse  exister  d'autres  racines.  Si  ce- 
pendant on  substitue  ^  ou  0,5  dans  le  premier  membre  de  Té- 

quation,  on  trouve  -f- 1  pour  résultat.  Il  y  a  donc  encore  deux 
autres  racines  réelles,  Tune  comprise  entre  0  et  0,5,  l'autre 
entre  0,5  et +1. 

Pour  déterminer  plus  exactement  ces  trois  racines,  nous 
substituerons  k  partir  de  0  des  nombres  croissants  de  dixième 
en  dixième,  et  nous  formerons  ainsi  le  tableau  suivant  : 


X 

y 

«y 

^y 

«•y 

«*y 

^y 

«=0 

—9,00000 

+3,90464 

—1,82480 

+0,48000 

—0,23040 

+0,07680 

.0,1 

—5.09536 

+2,57984 

—0,84480 

+0,24960 

—0,15360 

+0,07680 

0,2 

—2,51552 

+  1,73504 

-0,59520 

+0,09600 

—0,07680 

+0,07680 

0,3 

—0,78048 

+1,13984 

—0,49920 

+0,01920 

—0,00000 

+0,07680 

0,4 

+0,35936 

+0.64064 

—0,48000 

+0,01920 

+0,07680 

+0,07680 

0.5 

+  1,00000 

+0,16064 

—0,46080 

+0,09600 

+0,15360 

+0,07680 

0,6 

+  1,16064 

—0,80016 

—0,36480 

+0,24960 

+0,23040 

+0.07680 

0,7 

+0,86048 

-0,66496 

-0,11620 

+0,48000 

+0,30720 

+0,07680 

0,S 

+0,19552 

—0,78016 

+0,36480 

+0,78720 

+0,38400 

0»9 

—0,58464 

-0,41536 

+1,15200 

+1,17120 

«=l,0 

—1,00000 

+0.73664 

+2.32320 

1,1 

— 0,)6336 

+8,05984 

1.2 

+2,79648 

II  est  inutile  de  pousser  ce  tableau  plus  loin,  puisqu'à  partir 
de  â?=l,2  les  résultats  des  substitutions  seront  évidemment 
positifs,  de  sorte  que  1,2  est  une  limite  supérieure  des  racines 
de  réquation.  Ainsi,  l'équation  proposée  a  trois  racines  réelles 
comprises  entre  0,3  et  0,4,  entre  0,8  et  0,0,  et  entre  1,1  et  1,S. 
Pour  les  calculer  à  moins  d'un  centième,  on  pourra  substituer 
entre  chaque  intervalle  des  valeurs  distantes  d'un  cen- 
tième, etc.,  ou  bien  recourir  à  la  méthode  suivante. 

75tf.  Méthode  d'approximation  db  Newton.  Nous  avons  vu 
tout  à  l'heure  comment,  quand  on  connaît  deux  nombres  en- 
tre lesquels  se  trouve  une  seule  racine  de  Téquation  F(a;)=0, 
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on  peut  par  le  rapprochement  des  limites  de  cette  racine  Tob-- 
tenir  aussi  exactement  que  Ton  veut.  Supposons  donc  qu'en 
opérant  ainsi ,  on  ait  calculé  la  valeur  de  cette  raome  à  mains 
d'un  dixième. 

J'appelle  a  la  valeur  approchée  de  cette  racine,  et  y  la  quan- 
tité dont  elle  en  diffère,  de  sorte  que  (a  4- y)  est  une  racine  de 
F(a;}=0.  Nous  exprimerons  qu'il  en  est  ainsi,  en  remplaçant  x 
par  (a  -f  y)  dans  cette  équation,  ce  qui  donnera  : 

équation  du  même  degré  que  la  proposée,  et  dont  les  racines 
sont  les  m  restes  que  Ton  obtient  en  retranchant  de  chacune 
des  racines  de  cette  proposée  la  quantité  constante  a.  Or,  puis- 
qu'une des  racines  de  ¥(x)  est  peu  différente  de  a,  Téquation 
[12]  doit  avoir  pour  racine  une  petite  fraction  ;  d'où  il  suit  que, 
si  l'on  y  remplace  y  par  cette  valeur,  les  termes  où  y  entre  à 
des  puissances  supérieures  à  la  première  deviendront  très-pe* 
tits,  de  sorte  que  cette  équation  sera  fort  peu  altérée  en  y  sup- 
primant ces  termes.  Elle  se  réduira  alors  à 

F(a)  +  F(a)y=rO,  d'où  .  y  =  -^   .[13], 
et  par  suite ,  comme  valeur  approchée  de  x , 

Or,  on  tire  de  l'équation  [12] 

F(a)      (FXa)  y«    .  F'(a)     y»     ,       ). 


ainsi,  Terreur  commise  en  prenant  pour  y  la  valeur  donnée  par 
la  formule  [13],  est  la  somme  de  tous  les  termes  compris  entre 
les  accolades  dans  l'équation  précédente.  Mais,  comme  la  valeur 

cherchée  de  y  est  moindre  que  —,  y*,  y*, . .  •  sont  respective- 
ment moindres  que  t^^  wSR^"*^  ^^  ^"  conçoit  alors  que  cette 
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somme  peut  être  moindre  que  ttt,  de  sorte  qu'en  réduisant  la 

traction  — ^r—  en  décimales  et  appelant  «  la  valeur  ainsi  troufé» 

à  moins  A*un  centième ,  il  pourra  se  faire  que  la  quantité  (a-^a) 

•iprime,  k  moins  de  -rrr^^  la  valeur  de  la  racine  cherchée. 

Désignons,  pour  abréger,  cette  valeur  par  fr,  et  appelons  z  ce 
qu'il  faut  ajouter  à  b  pour  avoir  la  racine  dont  il  s*agtt.  z  étant 
une  quantité  moindre  que  y,  nous  pourrons  répéter  sur  elle  les 
raisonnements  précédents,  ce  qui  nous  conduira  à 


^=_M  [H] 


et  Terreur  sera 


(V{b)   JB»   ,  g^(6)     g»      ,        js*  \ 


Or,  comme  z  e^t  plus  petit  quer^,  z\  i*,...  seront  respective- 
ment moindres  aue --— ^ ag-  .  — rsc^-r^r^rrr*..*.  de  sorte 
ui«7u»  uiMuiuA  co  4U0  ^^     10000*  100*     1000000  » — »  ™  ^*  *^ 

que  cette  erreur  pourra  être  moindre  que  .  On  réduira 

donc  — -KTf^  en  décimales,  en  s'arrétant  au  chiffre  des  dix-mil- 
lièmes, et  si  on  appelle  p  la  valeur  ainsi  trouvée,  il  poTurra  se 
faire  que  la  quantité  {b  -|-  p)  exprime  à  moins  d*un  dix-millième 
la  racine  cherchée. 
En  continuant  ainsi  1  on  obtiendra  des  valeurs  qui  pourront 

être  exactes  à  moins  de  (jqqqq)  >  de  (yqqqq)  >•••;  c'est-à-dire 

que  flhacune  des  valeurs  successives  que  Ton  obtiendra  mfinr- 
mera  deux  fois  plus  de  décimales  que  la  précédente. 
Ainsi  donc,  on  commencera  par  former  la  fraction 

m 
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on  y  remplacera  a?  par  sa  valeur  a  trouvée  h  moins  de  t^,  et  on 

convertira  ensuite  la  fraction  résultante  en  décimales,  en 
s'arrètant  au  chiffre  des  centièmes.  On  ajoutera  la  fraction  déci^ 
mafe  ainsi  trouvée  à  a,  ce  qui  pourra  donner  une  valeur  b  de  la 
racine  cherchée ,  exacte  à  moins  d'un  centième. 

En  opérant  sur  b  comme  on  vient  de  le  faire  sur  a,  et  en 
ayant  soin  de  s'arrêter  au  quatrième  chiffre  décimal,  en  conver- 
tissant la  fraction  — ^ttt:  en  décimales,  on  obtiendra  une  va* 

r{0) 

leur  e  de  la  racine  demandée,  qui  pourra  être  exacte  à  moins 
d*un  diX'milim$^  et  ainsi  de  suite. 

Cette  méthode  qui  est  due  à  Newton  est  très-rapide,  puisque 
chaque  opération  fournit  deux  fois  plus  de  décimales  que  la 
précédente ,  mais  elle  peut  être  en  défaut  par  deux  causes  ; 
savoir  : 

l^"  U  pourra  très-bien  se  faire  que  la  quantité 

ne  soit  pas  moindre  que  (  i  j ,  ou  que  {tq^  9   ^^  V^^ 

(îôSôô)  '•••  ^^^  ^  pr^wère,  pu  ^ns  I^  dPWfèw,  p|i  dapi  la 

troisième...  approximation; 
â*"  Et  en  fût-il  ainsi,  comme  on  ne  prend  que  des  valeurs  ap« 

11     j     r     *•  P(«)       ff*)       '(^) 

prochées  pour  celles  des  fractioi)s  —  ^g^^  —  jy^,  —  pn^v  ^r-» 

il  en  résulte  de  nouvelles  erreurs,  de  sorte  que  la  méthode  Al 
Newton  devra  souvent  ne  pas  donner  le  degré  4'apppof  imation 
qu'elle  semble  promettre. 

11  convient  donc,  pour  TappUauer  $vec  sécurité,  de  s'assurer 
à  chaque  opération  si  Ton  peut  compter  sur  le  degré  d'approxi- 
mation qu'elle  indique.  Soit  done  k  une  valeur  que  l'on  est  porté 

à  croire  exacte  à  moins  def  t^  J  }  on  sut)stituera  cette  quantité  k 
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dans  ¥(x),  et  en  comparant  )e  signe  du  résultat  au  signe  de  F(i), 
h  désignant  la  valeur  qui  précède  h,  on  saura  si  la  racine  est 
plus  grande  ou  plus  petite  que  k.  En  efTet,  si  F(il;)  est  de  si^ 
contraire  k  V(h},  c'est  que  la  racine  tombe  entre  A  et  k,  de  sorte 
que  si  A  e8t>>  ou  <  que  cette  racine,  A  est  au  contraire  •<ou> 
qu'elle;  et  si  F{A)  a  le  même  signe  que  F(AJ,  la  racine  sera  >oa 
<  A,  selon  qu'elle  sera  >  ou  <  A.  Cela  posé,  si  A  est  plus  petit  ou 

plus  grand  que  la  racine»  on  substitueraA-]-  — ou  A  — t^ 

dans  V(x],  et  si  le  résultat  est  de  signe  contraire  à  FfA),  on  en 

conclura  que  l'on  a  la  racine  àmoinsdeTTT;,  et  qu'on  ne  l'a  pas 

avec  cette  approximation,  si  FIA+tt-Jou  FlA — t7ï^)*Ib 

même  sigrte  que  F(A).  Dans  cette  dernière  hypothèse,  il  faudrt 
augmenter  ou  diminuer  son  dernier  cb  ffre  décimal  successire- 
mentde  1,2,3,...  unités,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  k  un  ré- 
sultat qui  soit  de  ngne  contraire  k  F[A),  et  on  saura  alors  avec 
quel  degré  d'approximation  la  valeur  de  A  ainsi  corrigée  sera 
exacte.  La  longueur  des  opérations  qu'exigent  ces  précautions 
fait  préférer  I&  méthode  d'approximation  de  Lagrange  (7S7]  à 
celle  de  Newton. 

7S6.  La  méthode  d'approximation  de  Pfewton  peut  te  re- 
présenter très- simplement  par  une  construction  graphique. 
Posons  en  effet  y  =  ¥(x)  ;  les  pointa  où  la  courbe  représentée 
par  cette  équation  coupe  l'axe  des  x,  donnent  les  valeurs  des 
racines  réelles  de  l'équation  t{x)=0.  Si  n  désigne  la  valeur 
approchée  d'une  de  ces  racines,  l'ordonnée  du  point  de  la 
courbe  qui  a  a  pour  abscisse,  8eraF((i},  et  l'équation  de  la  tan- 
gente  menée  à  la  courbe  en  ce  point  sera  : 
y~fia)  =  V\a)ix~a); 
cette  tangente  coupe  l'axe  des  z  en  un  point  dont  l'alwcisse  est 
,_„      ^^"^ 
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c'est-à-dire  égale  à  la  valeur  approchée  fournie  par  la  méthode 
de  Newton.  Cette  méthode  revient  donc  à  la  construction  sui- 
vante : 


connaissant  une  position  approchée  f  du  point  o  od  une  courbe 
coupe  l'axe  des  x^  on  mène  au  point  m  de  la  courbe  qui  se 
projette  en  p  une  tangente  m/,  et  l'on  obtient  ainsi  un  point 
t  qui  en  général  est  beaucoup  plus  près  de  o  quei?  ;  mais  on 
conçoit  fort  bien  qu'il  pourra  dans  certains  cas  ne  pas  en  ôtre 
ainsi ,  et  alors  la  méthode  sera  en  défaut.  Si  le  point  t  est  plus 
rapproché  de  o  que  p ,  on  déterminera  de  même  un  second 
point  f  encore  plus  rapproché,  et  ainsi  de  suite. 

757.  Nous  allons  donner  quelques  exemples  de  résolution 
d'équations. 

Calculer  à  moins  d'un  dix-millième  les  racines  de  t  équation 

F(a?)  =  ic«  — 7a?  +  7  =  0. 

On  voit  d'abord  en  appliquant  à  cette  équation  la  règle  du 
n""  tSttO,  que  ses  trois  racines  sont  réelles  et  qu'elle  en  a  par 
conséquent  deux  positives  (856)  et  une  négative.  En  consé- 
quence, je  substitue  dans  son  premier  membre  les  nombres  0, 
1,2;  car,  y^  est  la  limite  supérieure  de  ses  racines  positives. 

fl:=  0  donne  +7 
a?=   1.  +1 

x=  2  +\ 

x=s/7  +   . 

Ainsi,  ces  deux  racines  ont  la  même  partie  entière.  Je  pose  donc 
x*  =:  Ito,  ce  qui  donne 

1000.  f(^W  o:'»— 70ar' H- 7000 = 0, 
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de  8ort6  qu'en  faisant  dans  cette  équation 

on  trouvera  respectivement 

+  7000,      +1000,      +1000,      + 

Je  remplace  actuellement  x^  par  les  moyennes 

5,  15, 

entre  0  et  10, 10  et  20,  et  il  vient 

+  3625  —125. 

Donc  il  y  a  une  racine  entre  10  et  15,  et  une  autre  entre  15  el 
80.  La  moyenne  entre  10  et  15  étant  13,  je  substitue  ce  nombre 
au  lieu  de  a/,  ce  qui  donne + 07,  de  sorte  que  notre  racine 
tombe  entre  13  et  15;  je  fais  a/  =  14,  et  comme  le  résultat  de 
cette  substitution  est  —  56,  j'en  conclus  que  la  plus  petite  ra- 
cine positive  est  comprise  entre  13  et  14.  On  verra  de  mime, 
en  substituant  successivement  17  et  16  au  lieu  de  x\  que  la  plus 
grande  tombe  entre  16  et  17. 
Pour  approcher  davantage  de  la  plus   petite,  je  pose 

0?'==:  13  +  -,  et  en  e£Fecluant  le  développement  d'après  la  for- 
mule de  Taylor^  je  trouve 

_      193,39_,   1      ^ 

07 f--f+-^  =  0, 

ou,  en  chassant  les  dénominateurs, 

97y»— 193y»+39y+l=0. 

y  =  2  donne       +      (ioncy=l-| — ; 

mais,  avant  d'aller  plus  loin ,  je  remarque  que  la  valeur  de  a 

étant  demandée  à  moins  de  ,  celle  de  ap^  devra  être  calculée 

luumi 

1  a?' 

à  moins  de  ^^ggg»  puisque  4?^ ^â*  ^'y  ^  qtcîaa  carrée  de 
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13 

1000  est  <  32.  La  première  réduite  de  la  valeur  de  »'  est  y,  et 

14  1 

la  deuxième  est—.  En  remplaçant  y  par  1  -j--»  on  trouvera 

A  Z 

56z» + 563«  —  98« -- 97 = 0. 

1  27 

z=z2  donne  -j-  ;  donc  js = 1  -j — ,  et  la  troisième  réduite  est  -^. 

L'équation  en  u  est 

83ti»—  182i«*— 224« — 56  =  0. 
En  considérant  les  deux  premiers  termes  ]  on  voit  que  if  >  2  : 

t«=3  donne  —125 

u  =  i  +       ; 

1  95 

donc       «  s  3-1 —  )  etla quatrième  réduite  est  — . 

L'équation  en  t;  est  ^  * 

125v»— 925t;« — 565t;  —  85  =  0. 
La  considération  des  deux  premiers  termes  montre  que  t;>  7. 

v  =  8  donne  +     ; 

1  692 

donc       i;  =  7  -j-  -j  »  et  la  quatrième  réduite  est  -^, 

Le  dénominateur  de  cette  réduite  est  plus  grand  que  32  ;  ainsi 
elle  donne  certainement  le  degré  d*approximation  voulu.  La 

règle  du  n""  40S  donne  ^r^  poujr  limite  de  Terreur  cqn^niise  ea 

prenant  cette  réduite  pour  valeur  de  x\  En  la  réduisant  en 
décimales  et  reculant  ensuite  la  virgule  d'un  rang  vers  la  gau- 
che, on  trouvera  x  =  1,3568,  valeur  exacte  à  moins  d'un  dix- 
millième. 
On  calculera  semblablement  les  deux  autres^  racines. 

758.  Résoudre  l'équation 

X=ifc»— 7â5»4-I2«*  — âJ— 7=0. 
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La  limite  supérieure  des  racines  positives  est  7. 


«asO  donne 

—7 

x—t 

—2 

x=i 

— 1 

x:=3 

—10 

Xszi 

—11 

«=5 

+38 

x=(i 

+203 

x=7 

+ 

II  n'y  a  qu'un  seul  changement  de  signes  ;  ainsi  les  racines  peu- 
vent ne  pas  être  séparées.  Je  forme  les  fonctions  de  M.  Sturm  : 

X  =a?*— 7a:«+12i*^ar— 7,  Xt=4ic«— 21a:»+24x— 1, 
X,=  5lar«— 15&r+lll|^         X,=329x— 527,    X4=+2890. 

^=0  donne   —    — :  -|.    _    -|-^      Z  variations; 
x=co  +    +*+    +    +1      0  variât. 

II  y  a  trois  racines  réelles  positives.  Comme  il  en  tombe  une  entre 
4  et  5,  nous  allons  voir  si  les  deux  autres  sont  entre  0  et  4,  ou 
entre  5  et  7,  ou  si  elles  ne  seraient  pas  toutes  trois  entre  4  et  5  : 

aî=4  donne  —    +    +    +    +»      I  variât. 

donc  il  y  a  deux  racines  entre  0  et  4.  Je  substitue  la  moyenne  2 
de  ces  nombres  : 

aî=2  donne—  —  +  +  +f  i  variât. 
ainsi,  elles  se  trouvent  entre  0  et  2  ; 

a?=:l  donne  —  +  +  —  +>  3  variât, 
donc,  ces  deux  racines  tombent  entre  1  et  2 .  Je  po66doncar=l  -|-— , 
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et  en  développant,  d'après  la  formule  de  Taylor^  je  trouve 

T=— 2y*-f6î^— 3y«— 3y+l,    li=6y'^^/—9y+4, 
Y^=lV-54y+6l,    T,=— 198y+329,    Y*=4.2890, 

y=l  donne  <—    —  +  +  +»  l  vairfat. 

y=10  —    +  +  —  +1  3  variât. 

y =5  —    +  +  —  +>  3  variât. 

r=3  —+  +  —  +!  3  variât. 

=St  _    4.  _  _  -f-,  avariât. 

ainsi,  lesdeux  valeurs  de  y  sont  entre  1  et2.  Jefaisdoncy=:l-| — , 

et  je  trouve 
Z=-.a*+a»+3a«— 2«— 2,    Zi=— 5«*— 3««+12«+6, 
Z,=lla«— 26x5+14,    Zi^WU  —  lOS,    Z4=  +  2890. 

a  =  l  donne  —  +  —  —  +  »  3  variât. 

2=10           —  —  +  4"  +»  '  ï  variât. 

a=5             —  —  +  +  -|-f  1  vflna/. 

«^3             —  —  +  +  +»  1  variât. 

j»=2             —  —  +  +  +f  1  variât. 

Les  deux  valeurs  de  js  sont  comprises  entre  1  et  2.  Je  pose  donc 
«=1H — ,  et  je  trouve 

U=— ii*+3ii^— 3tf— 1,    Vi=l(Hf—9tf—lSu—S, 
U,=— ii«— 4w+ll,    IIa=— 67i*+131,    II*=+2890. 

tfssi  donne —  —  +  +  +i  1  variai. 

«=10          —  +  —  —  +1  9  variât. 

u=&            —  +  —  —  +>  3  variât. 

«=3            —  +  —  —  +,  3  variât. 

11=2             +  +  —  —  +f  avariât. 

Il  y  a  donc  une  valeur  de  u  entre  1  et  2 ,  et  une  autre  entre 
2  et  3. 
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Pour  calculer  la  première  plus  approximativement,  j«  pose 
11  =  1-]--,  et  je  substitue  dans  l'équation  11=0,  ce  qui  donne 
Y=2p*—2v'—3w'+tt  4-1=0. 

4 

Examinons  si  la  fraction  continue 
«^l+i— f 

l  +  î— ;- 

*  "T"  1  +  etc. 
qui  est  le  développement  de  la  racine  que  nous  poursuivons, 
ne  serait  pas  périodique.  Si  elle  jouit  de  cette  propriété,  elle 

sera  une  des  racines  de  l'équatiou  x^  l-\ — ,  ou  a^ — x — 1  =0. 

J'effectue  doue  la  division  de  «*— 7«'  +  12a:' — x — 7  par 
a^ — X — 1  [7S8),  et  je  trouve  que  le  quotient  de  cette  division 
estx*— 6x+7  et  que  le  reste  est  nul.  Donc,  on  obtiendra  les 
racines  demandées  en  résolvant  les  deux  équations  a? — x — 1^^ 
et»*— 6» +7=0. 

789.  Calmler  la  racine  positive  de  l'équation 

D'—0,004797D'— 0,0008260— 0,011t=0»  [15]. 
On  tire  de  cette  ^atioD  ; 

D"  =0,0 11 1  +  0,000826D  +«,0047V7D*       [l«î . 

*  L'tquaUon  par  Ufwlie  on  <déterailael«  dluiitr*  intérisur  d'uM  coo- 
duit«  4'eaii  ciliadrique  est  la  lulvanto  '. 


-0fi«$ê»9t-^V~Ofia2«w  D  — 0,0M23-j 


LilantlalongneurduluïiUiQU  (Upenst  d'eau  eDuneieconde,  et  H  la 
tuuleur  dfl  la  coloaiu  d'aau  repréMOtaut  \â  praiiiMi  à  l'orlâc*  de  aoTli«. 
SI  l'on  luppote  L= MO- ,  Q=0~,l ,  et  H  =  1-,  on  trouva  l'iquaUon  pro- 
potée [16]. 


DBS  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES.  (^3 

D  étant  évidemment  plus  petit  que  1 ,  on  voit  que  les  deux 
derniers  termes  du  second  membre  sont  très-petits  par  rapport 
au  premier  ;  si  donc  on  les  néglige,  on  aura ,  comme  première 
approiimation, 

iy»=0,oni,    d'où    D'=v^ô;ônî=0-,40650. 

Cette  valeur  est  trop  faible.  Si  on  la  substitue  dans  le  second 
membre  de  Téquation  [16] ,  il  viendra  : 

D«= 0,012228,    d'où    jy=  i{^0,012228  bzi€^,4l445 , 

valeur  encore  trop  faible ,  nmis  plvm  approchée  que  la  précé- 
dente. Cette  nouvelle  valeur  étant  à  son  tour  substituée  dans 
le  second  membre  de  Téquâtion  [16]  »  il  en  résultera  : 

iy*»= 0,01 2266,    d*où    1)^=^0,012266=0,41470. 

On  arrivera  de  même  à  Téquation 

D'^=0,012267,    d'où    D3=^S;ÔÏ^7=0,41471. 

Voici  d'ailleurs  le  détail  des  calculs  : 

log  0,0111  =2,0453230 

logyô;5ÏÏÎ=î,6090646;  iy=0,40650 

logD'=r,6090646  0,0111 

log  0,000826      =4,9169800 

log  [0,000826iy] =4,5260446    0,000826D'  =0,0003350; 

logD'«=r,2181292 
logO,«H797      =3,6809697 

log  [0,0047970^=4,8990989    0,004797D^ = 0,0007926 , 

iy'»=0,0l22276 

log  0,012228   =2,0873554 
logv^0,012228=î,6174711    IT  =0-,4l445 
Observant  que  log  D"=logD'+ 0,0084065,  et  que  par  suite 

leg]>«=lagir>+O>Ol«8t30, 
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on  aura,  pour  le  calcul  de  la  substitution  de  D"  dans  le  second 
membre  de  Téquation  [16]  *  : 

0,0111      \ 

log  [0,0008261^]  =4,534451 1     0,0008261^  =0,0003423  > 

log  [0,0047971)^=4,9159119    0,004797D^  =  0,0008239  ) 

D^=0,0122662 

log  0,01 2266   =2,0887030 

log  v'0,012266=î,6177406    ir=0-,4l470 

logir  =logD^  +0,0002695 

log  D'»=log  D^+0,0005390 

0,0111       \ 

log  [0,000826ir]  =4,5347206    0,000826ir  =0,0003425  ( 

log[0,004797D7|=4,9164509    0,004797D*'=0,0008249  ) 

D*'  =0,0122674 

log  0,012267    =2,0887384 

log  v^0,012267=l,6177476    D"  =0,4l471. 

Cette  valeur,  qui  diffère  peu  de  la  précédente,  est  encore  trop 
faible;  mais  si  l'on  essaye  la  valeur  Di=0,4l480,  on  trouvera 
que  celle-ci  est  trop  grande.  En  effet ,  on  a  d'une  part,  en 
substituant  dans  Téquation  [15]  : 

log  Di  =1,6178387 

logDi»=2,089.1935    Di»=0,012279, 
d'autre  part  : 

0,0111       \ 

log [0,000826Di]  =4,5348187    0,000826bi  =0,0003426 1 
log  [0,004797Di«]= 4, 9166471    0,004797Di^0,0008253  ) 

0,0111+0,000826Di+0,0047970i*=0,0122679. 

Ainsi  la  valeur  0,41480  rend  positif  le  premier  membre  de 
l'équation  proposée,  et  est  par  conséquent  plus  grande  que  D; 

*  log  [0,000S26  îf]  =  log  [0,000826  IX]  +  0 ,0084065 , 

et  log  [0,004707  D^]  s  log  [0,004797  D^]  +  0,0168130. 
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d'une  autre  part ,  la  valear  0,41471  est  trop  petite  ;  la  valeur 
de  D  est  donc  déterminée  à  moins  de  0,0001 ,  approximation 
suffisante  dans  une  pareille  question. 

Ndhs  avons  cru  devoir  donner  cet  exemple  de  la  méthode  des 
approximations  successives ,  que  Ton  trouve  assez  souvent  oc- 
casion d'employer  avec  avantage. 

g  V.  CALCUL  DES  RACINES  IMAGINAIRES. 

740.  Les  racines  réelles  de  l'équation  F(â?)=0  étant  déter- 
minées aussi  exactement  qu'on  le  voudra,  à  l'iude  des  méthodes 
que  nous  venons  de  développer,  il  ne  s'agira  plus  que  de  calcu- 
ler ses  racines  imaginaires,  si  elle  en  renferme.  Ces  racines  étant 
de  la  forme 

il  faut  trouver  tous  les  couples  de  valeurs  réelles  de  y  et  de  z  qui 
rendront  cette  fonction  racine  de  la  proposée.  Pour  y  parvenir, 
on  pourra  substituer  y-f  ^\/~î  ^  '^  P^^^  ^^  ^  dans  le  premier 
membre  de  cette  équation,  et  en  mettant  /^en  facteur  com- 
mun des  termes  où  il  entrera,  on  obtiendra  une  équation  de  la 
forme 

A  +  Bv/=ï=0, 

qui  se  partagera  dans  les  deux  suivantes 

A  =  0    et    B  =  0. 

On  résoudra  donc  ces  deux  équations,  mais  en  se  bornant  à 
calculer  seulement  les  couplas  de  valeurs  réelles  de  y  et  de  ^ 
qu'elles  admettent;  puis,  en  substituant  successivement  chacun 
de  ces  couples  dans  la  formule  y  +  2  ^ — \j  on  obtiendra  toutes 
les  racines  imaginaires  de  l'équation  proposée  F(jr)  =  0. 

74t.  Ces  calculs  seront  en  général  fort  longs,  puisque,  pour 
les  effectuer,  il  faudra  éliminer  l'une  des  inconnues  yeiz  entre 
les  équations 

À  =  0    et    8  =  0. 
G.  40 
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Mais,  si  on  a  fiiit  usage  de  l'équation  aui  carrés  des  différences, 
pour  effectuer  la  séparation  des  racines  réelles  de  l'équation 
F(âr)=0,  on  en  profitera  pour  obtenir  les  racines  imaginaires 
de  cette  équation  plus  rapidement  que  par  la  méthode  que  nous 
Tenons  d'indiquer. 

Désignons,  en  effet,  para,  6,..  «les  racines  réelles  de  F  (a;)  sbO, 
et  par  od-p^ — 1^  a'±pV— -1*  •  •  •  ses  différents  couples  de  racines 
imaginaires  ;  les  racines  de  l'équation  aux  carrés  des  différences 
de  ses  racines  seront  nécessairement  de  l'une  des  quatre  formes 
suivantes  : 


(a — b)\  carré  de  la  différence  entre  deux  racines  réelles , 

(a — azppv^— 1)'>  carré  de  la  différence  entre  une  racine  réelle 

et  une  racine  imaginaire  ; 
{(«— a')±:(p— p')vCIÏ}",  carré  de  la  différence  entre  deux  ra- 
cines imaginaires  non  conjuguées  ; 

(%p^—ï)\  carré  de  la  différence  entre  deux  racines  imagi- 
naires conjuguées. 

Les  racines  de  la  première  espèce  sont  toujours  positives,  et 
celles  de  la  quatrième  toujours  négatives.  Quant  aux  racines  de 
la  deuxième  et  de  la  troisième  espèce,  elles  sont  généralement 
imaginaires;  cependant,  si  l'on  avait  a=a  ou  a  =  a',  elles  se- 
raient réelles  et  négatives,  mais  chacune  d'elles  entrerait  deux 
fois  dans  l'équation  aux  carrés  des  différences. 

En  conséquence ,  on  formera  une  équation  qui  n'ait  pour  ra- 
cines que  les  racines  simples  de  Téquation  aux  carrés  des  diffé- 
rences (606),  puis  on  calculera  ses  racines  négatives  — a', — b\ 
— c',,..  et  chacune  d'elles  sera  le  carré  de  la  différence  entre  les 
deux  racines  imaginaires  d'un  même  couple ,  de  sorte  qu'on 
aura 

— a'=— 4p«,      —b'=—4p\... 

et  par  suite 
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E;n  substituant  la  valeur  de  p  it  la  place  de  m  dans  les  deux  équa^ 

tiODS 

A  =  0    et    B  =  0, 

on  trouvera  deax  équations  qui  devront  avoir  la  radne  eoni« 
mune  a ,  de  sorte  que ,  pour  l'obtenir,  il  n'y  aura  qu'à  égaler  à 
zéro  le  plus  grand  commun  diviseur  de  leurs  premiers  mem- 
bres ,  et  Y  de  cette  manière ,  on  aura  les  deux  racines  oonju- 
gaées«±pv^IIÎ. 

g  VI.  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  TRANSCENDAî^TES. 

742,  Nous  n'avons  considéré  jusqu'à  présent  que  des  équor- 
(ions  algébriques  dans  lesquelles  l'inconnue  n'entrait  ni  comme 
exposant,  ni  sous  aucun  des  signes  log,  sin^  etc.  Nous  allons 
maintenant  dire  quelques  mots  de  la  résolution  des  égiu^tions 
transcendantes, 

745.  La  méthode  sur  laquelle  est  fondée  la  résolution  d'une 
équation  algébrique  repose  essentiellement  sur  ce  que  le  pre- 
mier membre  est  une  fonction  continue  de  la  variable;  en  ef- 
fet ,  lorsque  cette  condition  est  remplie ,  on  est  assuré  que  si 
deux  nombres,  substitués  dans  le  premier  membre  de  Féqua- 
tion,  donnent  des  résultats  de  signes  contraires,  ces  deux 
nombres  comprennent  nécessairement  une  racine  ;  et  par 
conséquent  on  peut  toujours  arriver  à  séparer  les  racines  et  à 
les  resserrer  entre  des  limites  aussi  rapprocbées  qu'on  le  vou- 
dra, au  moyen  dé  substitutions  convenablement  faites.  Il  suf- 
fira donc  que  le  premier  membre  de  l'équation  transcendante 
F(â?)=sO  soit  une  fonction  oontinuedeâ?,  pour  que  l'on  puisse 
appliquer  à  sa  résolution  tout  ce  que  nous  avons  dit  de  la  ré- 
solution des  équations  algébriques  par  la  méthode  des  substitu- 
tions. 

744.  Ces  substitutions  seront  évidemment  beaucoup  moins 
simples  à  effectuer  que  lorsqu'il  s'agissait  d'un  polynôme  algé* 
brique.  Lorsqu'on  aura  calculé  directement  un  certain  nombre 
de  résultats  provâfiant  de  la  substitution  de  nombres  équidis* 


628  DB  Là  RÂSOLUTiON 

tants,  on  formera  leurs  différences  ;  et ,  en  considérant  comme 
sensiblement  égales  celles  d'un  certain  ordre  >  et  négligeant 
celles  des  ordres  suivants,  on  achèvera  le  tableau  des  valeurs 
du  premier  membre  de  l'équation ,  comme  s'il  s'agissait  d'une 
fonction  entière  et  rationnelle  (6tt8). 

Après  avoir  séparé  les  racines  et  les  avoir  placées  entre  deux 
nombres  suffisamment  rapprochés ,  on  les  calculera  avec  une 
plus  grande  approximation ,  au  moyen  de  la  méthode  de 
Newton.  Cette  méthode  s'appuie,  il  est  vrai, sur  la  formule  de 
Tayhr,  et  nous  ne  l'avons  établie  que  pour  une  fonction  en- 
tière et  rationnelle;  mais  on  démontre  qu'elle  peut  s'appliquer 
à  une  fonction  quelconque.  On  conçoit,  d'ailleurs,  que  si  on 
appelle  a  une  valeur  très-approchée  d'une  racine  x  de  l'équa- 
tion F(a;)=0,  et  que  l'on  représente  cette  racine  par  a;=a-|-y9 

y  étant  une  très-petite  quantité ,  1  expression '--^ ^ 

y 

pourra  différer  très-peu  de  F'(a}  (472)  ;  on  pourra  donc  poser 
{^-r-V)  ^  p»^^j ^  ^1»^^  j»Qjj  conclut ,  en  observant  que 

F(a+y)=0,    y  =  -î§y 

74tS.  Résoudre  Féquation  F(x)  =  x*  —  ]  0  %  x  — 10 = 0. 

Si  l'on  substitue,  à  la  place  de  x ,  une  quantité  très-peu  dif- 
férente de  0 ,  le  terme  a^  sera  extrêmement  petit.  Quant  au 
terme  log  a; ,  il  se  composera  d'une  partie  négative  d'autant 
plus  considérable  que  x  sera  une  plus  petite  fraction»  et  d'une 
partie  positive  nécessairement  moindre  que  l'unité.  Par  con- 
séquent, le  terme  — 10  log  x  sera  susceptible  de  prendre  une 
valeur  positive  assez  grande  pour  que  le  premier  membre  de 
l'équation  soit  lui-même  positif. 

Si  Ton  fait  0:=:  1 ,  le  résultat  —9  est  négatif. 

Si  l'on  substitue  a;  =  10,  le  résultat  est  évidemment  positif, 
et  il  est  évident  qu'en  donnant  à  â;  des  valeurs  cnûssantcs,  le 
premier  membre  sera  toujours  positif  et  ira  même  en  augmen- 
tant sans  limite. 

Ainsi  réquation  a  deux  racines,  l'une  comprise  entre  Cet  t. 
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Tautre  entre  1  et  10.  Pour  en  approcher  davantage,  nous  sub- 
stituerons les  moyennes 

+0,6    et    +5. 

qui  donnent  respectivement  pour  résultats  : 

—  12,7603,    +21,9897. 

Ainsi  la  première  racine  est  comprise  entre  0  et  0,5 ,  et  la  se- 
conde entre  1  et  5.  En  continuant  ainsi,  on  trouvera  que  la 
première  racine  tombe  entre  0,1  et  0,2,  et  la  seconde  entre  4 
et  4,1. 

Si  on  veut  calculer  cette  seconde  racine,  par  exemple,  avec 
une  plus  grande  approximation,  au  moyen  de  la  méthode  de 
Newton^  on  formera  la  dérivée  du  premier  membre  de  Téqua- 
tion ,  et  Ton  trouvera  (492  et  496)  : 

}oge 


F'(j:)=2x— 10 


On  formera  la  fraction 


F(a?)     a?*— lOlogar  — 


10 


'f^^  2x-10.'^«^ 


X 


on  y  remplacera  x  par  la  première  valeur  approchée  4 ,  et  il 
viendra  : 

_F(4)_      -  0,020600  _ 

F^- 6,914265   -^•^^^• 

On  aura  donc  4,0029  pour  seconde  valeur  approchée  de  la  ra- 
cine. Pour  la  vérifier,  nous  substituerons  4,0029  dans  le  pre- 
mier membre  de  Téquation  ;  le  résultat  est  — 0,000539;  donc 
cette  valeur  est  un  peu  trop  petite.  Mais  si  Ton  substitue 
4,0030,  on  trouve  +0^000153.  Cette  dernière  valeur  est  donc 
un  peu  trop  grande,  et  par  conséquent  la  racine  cherchée  est 
connue  à  moins  d'un  dix-millième. 


CHAPITRE  XXIII. 


THEORIE  DES  EQUATIONS-BmOMES. 


g  I.  RÉSOLUTION  ÂLOtRRlQUB  DBS  ÉQUÂTIOKB^BINOMK. 

746.  On  uppelk  iQUATtoif-Bmon  oHle  ifui  ne  rmfetme  qu'une 

seule  puissance  de  l'inconnue ,  et  des  quantités  connues.  Il  est 

dair  que  Ton  peut  toujours  ramener  Une  pareille  équation  à  la 

forme 

a?":pA  =  0  [1]. 

Or,  il  résulte  du  n**  tt23  que,  pour  obtenir  toutes  les  racines  de 
cette  équation,  il  faudra  multiplier  la  détermination  arithméti- 
que de  la  racine  mr*  de  A,  Successivement  par  chacune  des  ra- 
cines de  réquation 

Srq=l=0  [2], 

c'est-à-dire  par  chacune  des  m  racines  m"***  de  -f- 1  ou  de  —  1. 
Il  s'agit  ainsi  de  résoudre  cette  équation  [2].  Nous  considérerons 
d^abord  l'équation 

Sr-1=0  [S], 

747.  Lemmb.  Quelles  relations  doit-il  exister  entre  m  et  n 
pour  que  les  équations  y* —  1  s=0  ^f  y* — 1 2*a  0  aient  plusieurs 
racines  communes  ? 

Si  ces  deux  équations  ont  plusieurs  radnes  communes,  leurs 
premiers  membres  doivent  avoir  un  plus  grand  conmiun  diviseur 
d'un  degré  supérieur  au  premier;  en  conséquence,  nous  allons 
chercher  ce  plus  grand  commun  diviseur.  Or,  on  voit  facile- 
ment qu'en  effectuant  la  division  de  y** —  1  par  y* —  1,  le  de- 
gré de  chaque  reste  sera  inférieur  de  n  unités  à  celui  du  précé- 
dent ,  de  sorte  que  si  m  =:nq  -f-  r  ,  le  reste  de  cette  première 
division  sera  y** — 1 .  De  même,  si  n  =  rqt  -\-  ri,  le  reste  de  la  di- 
vision de  y* —  1  par  y — 1,  sera  y'»  —  1 ,  et  ainsi  de  suite;  par 
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conséquent,  li  ri  est  le  plus  grand  eomœun  diviseur  dé  m  et 
de  Hf  le  dernier  diviseur  sera  y^* — 1,  et  le  reste  correspondant 
sera  ^ — 1=0.  Dans  ce  cas,  les  deux  équations  auront  r»  ra- 
cines communes.  Mais  si  m  et  n  sont  deux  nombres  premiers 
entre  eux,  le  dernier  diviseur  sera  y —  1,  et  par  conséquent  les 
deux  équations  n'auront  pas  d'autre  racine  commune  que 
l'unité. 

748.  Theorèmb.  V équation  y^—l  =0  amracineiquijauiS'' 
sent  de  cette  propriété  remarquable^  que  si  m  est  un  novbex 
PRBMlBR,  on  reproduira  toutes  ces  racines  en  élevant  une  queU 
conque  Centre  elles ,  pourtm  que  ce  ne  soit  pas  Vunité ,  à  toutes 
les  puissances  1 ,  2«  3|  4| ...  m» 

Soit  a  une  quelconque  des  racines  imaginaires  de  l'équation 
y*" — 1=0*  :  on  voit  d'abord  que  toutes  les  puissances  de  a  se- 
ront des  racines  ;  car  (a^)"'=(a*'/=l.  Je  dis  ensuite  que  celles 
de  ces  puissances  dont  les  exposants  ne  surpassent  pas  m  sont 
inégales,  qu'ainsi  a'  n'est  pas  égalàa^,  si  p  et  ^  sont  deux  nom- 
bres étitiers  i^lus  petits  que  m-f  1 .  Bupposonsi  en  eflbt)  que  Vokk 
puisse  avoir  «''s a<;  il  en  résultera  o'"^ — 1=0,  de  sorte  que 
les  équations  y*— 1  =  0  et  j^^  1  =0  oiit  la  rabine  com- 
mune a,  ce  qui  est  impossible ,  puisque  m  étant  supposé  un 
nombre  premier ,  ces  deux  équations  np  peuvent  pas  avoir 
d'autre  racine  commune  que  l'unité  (747) ,  et  nous  avons  sup- 
posé que  a  était  une  expression  imaginaire.  Donc ,  toutes  les 
quantités  a,  a*,  oe*,  a*, ...  et** sont  difiérentes;  et  comme  chacune 
est  racine  de  jT"-*  1 =0>  ce  sont  là  toutes  les  racines  de  cette 
équation.  Toutes  ces  racines  sont  donc  inégales,  et^  en  eflet, 
y*»  -^  1  est  évidemment  premier  avec  sa  dérivée  my**~^  (602). 

On  pourrait  conclure  de  là,  si  déjà  on  ne  le  savait  pas  (S i8)( 


■AAa«M*i^kMa^ 


*  CeUe  équaUon  ne  peut  pas  avoir  d'autre  racine  réelle  que  +1;  car, 
d'abord  la  m"*  puissance  d'une  quantité  positive  plus  grande  ou  plus 
petite  que  l'unité  est  elle-même  aussi  plus  grande  ou  plus  péUte  que 
l'unité;  et  ensuite»  m  étant  un  nombre  Impair,  puisqull  est  premier, 
l'équation  [S]  ne  peut  pas  avoir  de  racine  réelle  négative. 


1 
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que  l'équation  [3]  n*a  pas  plus  de  m  racines;  car,  si  on  élève  a  à 
la  puissance  mt-f-A,  t  étant  un  nombre  entier  quelconque  et  h 
un  nombre  positif  moindre  que  m*,  on  aura 


««•'••^^a-^.a^rsa*, 


valeur  trouvée. 

740.  Ce  théorème  établi,  occupons-nous  de  la  résolution  de 
l'équation  y*  — 1=0,  et  supposons  d'abord  que  m  soit  un 
nombre  premier.  Cette  équation  étant  réciproque, 'sa  résolu- 
tion se  ramènera  à  celle  d'une  équation  du  degré  ~  ,  la- 
quelle jouira  de  cette  propriété  remarquable  que  toutes  ses  ra- 
cines seront  réelles.  En  effet,  on  obtiendra  cette  équation  en 
éliminant  y  entre 

et  y  A — =«. 

^    y 

liais,  si  Ton  désigne  par  a  -f  P  v^— î  une  valeur  de  y,  on  aura 
et  comme  (a  ±:  Py^^)  vérifie  y*—  1  =  0,  on  a 

(«+Pv/=^)*-(«-Pv^=-fr=i,   ou  («•+pr=i; 

or,  (a* -f- P')  est  une  quantité  réelle  et  positive,  donc  elle  est 
égale à  +  l;  donc  «=a+P\/^+a  —  Pv^+î=2«. 

Il  suit  de  là  que  l'on  pourra  séparer  les  racines  de  l'équation 
en  z  sans  avoir  recours ,  soit  au  théorème  de  M.  Stwrm^  soit  à 
l'équation  aux  carrés  des  différences  de  ses  racines  (7SS). 

D'un  autre  côté,  il  suffira  de  calculer  une  seule  des  racines 


*  Il  est  facUe  de  voir  que  celle  formule  mi  +  h  représente  un  nombre 
enUer  quelconque.  D'abord  la  chose  est  évidente,  si  ce  nombre  est  posilif, 
et,  s'il  est  négaur,  il  est  de  la  forme 

—  mt  — fc=— mt— fc^^m— iii=— (i-hl)iii+(m— k). 
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de  l'équation  en  «;  car,  en  substituant  cette  racine  dans 

l'équation  y'\'-=z^  on  obtiendra  deux  valeurs  de  y,  et  en 

élevant  l'une  d'elles  à  toutes  les  puissances  depuis  la  première 
jusqu'à  la  m^  inclusivement,  on  trouvera  toutes  les  racines  de 
la  proposée.  Toutefois  ces  calculs  seront  encore  fort  pénibles, 
si  le  degré  de  Téquation  proposée  est  un  peu  élevé.  Or,  on 
peut,  à  l'aide  des  tables  triganomitriques  ^  effectuer  très-sim- 
plement la  résolution  de  l'équation  t/^zp  1  =:0,  quelle  que  soit 
la  valeur  entière  et  positive  que  l'on  attribue  à  m,  ainsi  que 
nous  le  verrons  bientôt. 

7tS0.  Considérons  maintenant  le  cas  où  l'exposant  du  degré 
de  l'équation  n'est  plus  un  nombre  premier,  et  soit  l'équation 

sr"-i=o  M, 

dans  laquelle  metn  sont  deux  nombres  premiers  entre  eux.  On 
voit  d'abord  que  les  racines  des  deux  équations 

y«-^l=0    et    y*— 1  =  0 

appartiennent  à  l'équation  [4]  ;  car,  si  a,  par  exemple,  est  une 
racine  de  y* —  1  =  0,  on  aura  a'^^ss  {a'*)'*=l. 

Cela  posé,  je  dis  que  si  l'on  multiplie  les  racines  de  l'équa- 
tion y* — 1=0  successivement  par  celles  de  y*"  — 1  =  0,  on 
obtiendra  toutes  les  racines  de  l'équation  [4].  En  effet,  soient  a 
une  racine  de  la  première  et  p  une  racine  de  la  deuxième, 
on  aura  «•=!,  P"  =  l,  et  partant  (a|l)"»*  =  (a"»)\(p*)*  =  l; 
dono  or^  est  racine  de  l'équation  [4].  Désignons  mainte- 
nant par  J  et  par  p'  deux  autres  racines  quelconques  des 
équations  respectives  y* — 1=0  et  y* — 1=0:  «'p'  sera  en- 
core une  racine  de  l'équation  [4],  et  je  dis  que  a'p'  n'est  pas 
égal  à  ap.  Car,  si  cela  était,  on  aurait  a'*p'*±=a''*p''';  mais  ^""=1 

etp'*  =  l;  donc  «*=«'*,  d'où  r*j=:l;   mais   on  a  aussi 

donc-,,  quantité  différente  de  l'unité,  serait  une 
racine  commune  à  y*  —  1  =  0  et  à  y** —  1 = 0,  ce  qui  est  oon- 


.  ©■='■ 
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traire  (747)  à  Thypothëse  que  m  et  n  sont  deoi  nombres  pre- 
miers entre  eux. 

Donc,  tous  les  produits  qu'on  obtiendra  en  multipliant  les 
racines  de  y* — 1  =0  successivement  par  celles  de  y* —  1  =0 
sont  différents,  et  comme  ils  sont  au  nombre  de  mn,  te  sont 
toutes  les  racines  de  Téquation  [4]. 

Remarquons  qu'en  élevant  une  quelconque  des  racines  de 
y* — 1=0,  ou  de  y* — l=Oàtoules  les  puissances  t,  2,  â,...tn}i, 
on  ne  reproduira  pas  toutes  les  racines  de  l'équation  (^4]  ;  en 
effet,  chaque  puissance  d'une  racine  a  de  la  première,  par 
exemple,  sera  répétée  n  fois,  car  a***^  =a*.a=a,  a*^ =«*,..., 
a**^*=a,  ^^■^=a*,  etc.,  et  Téquatiou  y**— 1=0  n*a  pas  de 
racines  égales. 

On  démontrerait  de  tùêmé  que  si  m,  n,  p,  sont  trois  nom- 
bres premiers  entre  eux  deux  à  deux ,  on  obtiendra  toutes  les 
racines  de  l'équation 

y*^  — 1=0, 

en  multipliant  les  racines  de  y* —  1  =0par  celles  de  y* — 1=0, 
et  les  produits  ainsi  trouvés  successivement  par  les  racines  de 
t/f —  1  =0,  et  ainsi  de  suite. 

7ttt.  Soit  maintenant  m  un  nombre  quelconque;  décom- 
posons-le en  ses  facteurs  premiers,  et  supposons  que 

r,  5,  t  étant  des  nombres  premiers.  La  résolution  de  l'équation 

y«— lasO 

sera,  d'après  ce  qui  précède,  ramenée  à  celles  des  équations 

y^— 1=0,    y^— l:sîO,    ff^^ltt^O; 

et  quand  on  les  aura  résolues,  on  obtiendra  toutes  les  riicin« 
de  la  proposée,  en  multipliant  les  racines  de  la  première  par 
celles  de  la  deuxième,  et  les  produits  ainsi  obtenus  par  celles 
de  la  troisième. 
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Considérons  donc  l'équation 

j^— 1=0  [5]. 

Je  posey*^^  =js,  ce  qui  donne  en  substituant  dans  [5], 

«'—  1  =0. 

D'un  autre  cdté,  si  Ton  représente  par  a  une  quelconque  des 
racines  de  ceUe  dernière  équation,  par  (^  la  détermination  arith- 
métique de  '^v^a,  et  que  Ton  posey=piyi,  on  obtiendra  toutes 

les  valeurs  dey,  en  multipliant  les  r  valeurs  dont  pi  est  suscep- 
tible, successivement  par  les  racines  de  l'équation 

yi'^— 1  =  0  [6] 

(746)  ;  de  Sorte  que  la  résolution  de  l'équation  [5]  se  trouve 
ainsi  réduite  à  celle  de  l'équation  [6],  dans  laquelle  l'exposant 
de  r  est  inférieur  d'une  unité  à  celui  que  r  a  dans  l'équation  [5]. 
Par  conséquent,  en  continuant  de  cette  bianière ,  on  sera  ra- 
mené à  résoudre  l'équation 

qui  n'est  autre  que  «^  >—  1  =  0. 

Ainsi,  la  résolution  de  l'équation  y^— 1=0,  et  par  suite  celle 
de  l'équation  proposée  y~ — 1=0,  se  trouve  ramenée  à  celle  de 
l'équation  y^ — 1=0  dans  laquelle  r  est  un  nombre  premier, 
et  nous  avons  traité  cette  question  plus  haut  (749). 

752.  Exemple  L  Soit  y** — 1=0.  On  posera  y''=  z,  et  on 
aura  js*"  — 1=0.  Appelons  «  une  quelconque  des  racines  de 
cette  équation  et  représentons  par  ^i  la  détermination  arith- 
métique de  v^â;  on  feray  =  Piyi,  ce  qui  donnera  yr— 1=0  ' 

donc 

y=aPi. 

Ainsi,  en  remplaçant  dans  cette  formule  «  par  ses  r  valeurs  et 
Pt  par  les  siennes,  on  obtiendra  toutes  les  racines  de  l'équation 
proposée  y** — 1=0. 

n.  Soit  y**  —  1  =  0.  Je  pose  y*^=  2,  ce  qui  donne  5*" — 1  =0  ; 
ainsi,  en  représentant  par  Ps  la  détermination  arithmétique 

de  V«,  et  faisant  y  =  PtVh  oh  aura  yi'*— 1  =  0.  Mais,  d'après 


636  THÉORIE  DBS  iQUATlONS-BlNOMKS. 

ce  qui  précède,  y,  =  aPi;  donc 

de  sorte  qu'en  remplaçant  dans  cette  formule  a  par  ses  r  va- 
leurs et  Pi  et  p,  par  les  leurs,  on  obtiendra  toutes  les  racines  de 
y^— 1=0. 

Si  Ton  avait  l'équation  ^ — 1  =Oouy' — 1=0,  les  Yaleun 
de  a  seraient 

+  1  .        et      —1 

celles  de  Pi,    /+T  =  1 ,   et    v'^, 

celles  de  p„  \/TÎ=l,    et    ;/=:î=Vi/=r=li^^(SI88); 

v2 
d'où  il  suit  que 

«-^1    -idbEî    -j^.i—Â   -vELzl 

y_+i,   --^,    -+y/-h   --^f— • 
^-1 ^,    -    v^   1,    -—^^5— 

On  arrive  plus  rapidement  à  ces  valeurs  en  remarquant  que 

fy»-l  =  (y*-l)(y*+l)=(y«-l)(y»+l)(y«+V^=4)  {f-y/^=ï), 

de  sorte  que  la  résolution  de  l'équation  y* — 1  =0  se  décom- 
pose dans  celle  des  équations 

y*— 1=0,  d'où    y=±l; 

y«+l=0,         d'où    y=±v/=î; 

y»+^/=ï=0,     d'où     y=±\/IV=l  =  ±:llI^; 

V2 


y*— v/^=0,    d'où    y=±V'+v^— l  =  ±î±C-ï- 
7tt3.  Occupons-nous  maintenant  de  l'équation 

y« -1-1=0. 

Si  m  est  un  nombre  impair,  on  n'aura  qu'à  y  changer  y  en — y, 
et  la  résolution  de  cette  équation  se  trouvera  ramenée  à  celle  de 

y~— 1=0. 

Si  m  est  un  nombre  pair,  on  en  extraira  tous  les  facteurs  S 
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qu'il  peut  contenir,  et  on  le  mettra  ainsi  sous  la  forme  m= 2**.^. 
Alors  en  posant 

y*"=  5 ,    il  viendra    a'  +  ^  =  ^  > 

équation  que  nous  savons  résoudre ,  puisque  p  est  un  nombre 
impair,  z  étant  ainsi  connu ,  on  n'aura  plus  qu'à  résoudre 
Téquation 

ce  que  nous  savons  faire. 
Soit,  par  exemple,  l'équation 

y«4.1  =  0  ou  y*'«+l=0: 

on  ramènera  sa  résolution  à  celle  des  deui  équations 

^—z=0,    «•4-l=:0. 

On  tirera  de  la  deuxième 

1— v/=3     _l+v/^ 


*— ^'    -       2       '  2 


',— 


Désignons  par  Pi  la  détermination  arithmétique  de  v^^,  on  fera 

y=:Piy,,  et  on  transformera  ainsi  l'équation  y^ — ^=0  dans  la 
suivante 

dont  les  racines  sont 

Or,  on  trouvera  facilement ,  en  se  rapportant  aux  formules 
[24  et  25]  du  n*  S60  que  les  valeurs  de  ^  sont 

l+y/IIÎ      _V2+^3-v/2-v^3v/=î 

P'-- TT"'    -^  2  ^  . 

= 1 > 

de  sorte  qu'en  multipliant  successivement  chacune  de  ces  trois 


I 
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dernières  quantités  par  -|- 1 ,  +^ — 1*  —  1  et  — /— î>  on  oIk 
tiendra  les  douze  racines  de  Téquation  proposée. 

g  n.  CALCUL  DES  RADICAUX  ALGÉBRIQUES. 

754.  Nous  avons  donné  précédemment  les  règles  que  l'on 
doit  suivre  dans  le  calcul  des  quantités  radicales,  mais  en  sup- 
posant que  ces  quantités  étaient  réelles  et  en  nous  bornant  à 
leurs  déterminations  arithmétiques  :  maintenant  noua  albns 
considérer  les  quantités  radicales  dans  toute  leur  généralité 
(S85),  et  nous  verrons  que  les  règles  que  nous  avons  établies  aux 
n~  508,  305,...  509  sont  encore  applicables  au  cas  actuel. 

755.  1*'  Cas.  Nous  supposons  d'abord  que  les  quantités  $pu*! 
mises  aux  radicaux  soient  positives 

l""  Soit  à  multiplier  y 9l par  y bi  je  dis  que  v^*v^=7^* 
Appelons,  en  effet,  a,  p  et  y  les  déterminations  arithmétiques  des 
racines  w"»*  de  a,  de  b  et  de  ab;  on  aura  v^a=a7ï;  'yft=Pv^T 
et^afr=:Y  V^9  puis  donc  que  (308)  otp=Y,  il  s'agit  de  prouver 
que 

Or,  si  l'on  élève  le  produit  de  ')/\  par  y^T  à  la  puissance  fn ,  on 
trouvera  1  ;  donc  chaque  valeur  de  ce  produit  est  une  racine 
fn"**  de  l'unité  ;  d'ailleurs  ce  produit  n'a  pas  moins  de  m  valeurs 
différentes,  puisque  chacun  de  ses  facteurs  a  m  valeurs  dis- 
tinctes ;  donc  toutes  ces  valeurs  sept  les  m  racines  m""**  de  l'u- 
nité ;  donc  ^î.  v^î=  y î« 

2*  On  démontrerait  de  la nràme poanière  que^ps^ i/?. 

3®  D  serait  naturel  de  passer  actuellement  à  la  formation  des 
puissances  des  quantités  radicales,  pour  traiter  ensuite  de  l'ex- 
traction de  leurs  racines,  mais  il  sera  préférable  de  suivre  Tordre 
inverse. 

Soit  donc  à  extraire  la  racine  n"^  de  y^a  :  je  dis  qu'on  aura 

\/yâc=:*7^9  ce  qui  revient  à  prouver  que  vv^Ts'y/î.  Pour  y 
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parvenir,  désignons  par  âo  la  valeur  générale  de  Vv?  •  il  ^^  de 
la  définition  de  la  racine  tiT*  que  a:*  =  v^î>  et  que  af^=:  1;  donc 
toutes  les  valeurs  de  x  sont  celles  même  de  '^  ;  donc 

4<'  Elever  'yfsià  la  puissance  n ,  n  et  «i^  étant  deux  nombres 
premiers  entre  eux  ;  je  dis  qu'on  aura  (v^â)*=:l[/a*,  ce  qui  re- 
vient à  prouver  que  (v^î/=yî.  Soient,  en  effet,  a,  p,  y,...  les 
m  racines  mr**  de  Tunité  :  toutes  les  valeurs  de  (  v^îT*  seront  «*, 
P*")  T"v->  quantités  qui  sont  toutes  des  valeurs  deyi,  puisque 
(«*)•*=(«*)*=  1.  Ces  valeurs  sont  toutes  différentes;  car,  si  Ton 

avait  a*=p*,  on  aurait  (5)  =  ^  >  ^t  comme  f  |  j  =  |j  =  1 ,  il 

s'ensuivrait  que  ^ ,  quantité  différente  de  l'unité ,  aérait  m0 

racine  commune  aux  équations  a?" — 1=0  et  «*  — 1=0, 
06  qui  est  impossible,  puisque  m  et  n  étant  premiers 
entre  eux,  ces  deux  équations  n'ont  pas  d'autre  racine 
eommune  qu^  l'uoité.  (  v^)**  a  donc  m  valeurs  qui  sont  par  con- 
séquent toutes  celles  de  ^î  ;  donc  Çy/Ty = ^î« 

S*  le  dis  que  (^af^^a^'c^^  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que 

(-CD-=Vî.  En  effet,  (•v^r=  I  (v^1'=(7î)'=7i- 

ô""  Soit  à  multiplier  y^  par  ^^  tn  et  n  étant  premiers  entre 
eux  :  je  dis  qu'on  aura  y^.  sfb^'yfcFh^^  ce  qui  revient  à  prou- 
ver que  v^.7î="v^«  Le  produit  v/î.^î  a  pour  valeurs  tous 
les  produits  que  Ton  obtient  en  multipliant  les  racines  de  l'é- 
quation a^ — 1  =0  par  celles  de  a:* — 1=0;  mats  on  obtient 
ainsi  toutes  celles  de  ocT^ — 1  =  0  (780),  c'est-à-dire  toutes  les 
valeurs  de  "Ç^l  •  Donc,  etc. 

7*  Supposons  enfin  que  les  indices  des  radicaux  que  Von 
veut  multiplier  aient  un  facteur  commun^  je  dis  qu'on  aura 
'y' a-  '^="1[/a'*ô**,  ce  qui  revient  à  prouver  que'v^.'^î=""v^. 

En  effet,  7î- 7î=  ^- ^  V^=  >nM^=  slîll=T^.      ^ 
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La  division  des  radicaux  stf  démontrerait  de  la  même  ma- 
nière  que  leur  multiplication. 

756.  2*  Cas.  Si  la  quantité  a  soumise  à  un  radical  est  néga- 
tive, et  que  l'indice  m  de  ce  radical  soit  impair,  on  peut  encore 
prendre  la  détermination  arithmétique  de  ce  radical,  et  en  la 
multipliant  par  les  m  racines  mr^  de  1,  on  à  toutes  ses  valeurs. 

Ainsi  y — 32= — 2,\/î.  Mais  si  Tindiceest  pair,  il  faut  prendre 
la  détermination  arithmétique  de  — a,  quantité  positive ,  et  la 

multiplier  successivement  par  toutes  les  valeurs  de  y —  1,  de 
sorte  qu'il  est  nécessaire  d'examiner  les  règles  du  calcul  des 

quantités  telles  que  "^^^ 

l""  Soit^ — 1  à  élever  à  lapui$$ance  n,  m  et  n  étant  deux  nom- 
bres premiers  entre  eux  :  je  dis  qu'on  aura  (y^^)*— ^f — ^)*- 
Soient,  en  eflfet,  «,  p,  y,...  les  valeurs  de  ^ — 1  :  o*,  p*,  y*,...  se- 
ront celles  de  Çy^^y  :  ces  quantités  sont  aussi  des  valeurs  de 
^  ( — 1)»,  car  (a*)*  =  («■•)*• = ( — 1)*.  Il  sera  ensuite  facile  de  faire 
voir  qu'elles  sont  toutes  différentes  (7tt5,  4*'). 

2«  Proposons-nous  de  multiplier  IJ — 1  par  \f—\»  m  et  • 
étant  premiers  entre  eux  :  je  dis  qu'on  aura  y — 1  •  y/^ 

="7( — ^T'{ — l)*'  '®  désigne,  en  effet,  par  a,  p,  f , . . .  les  valeurs  de 
V—T  et  par  a',  p',  y'» .  •  •  celles  de  y/ — 1  :  le  produit  de  l'une  quel- 
conque des  premières  par  une  quelconque  des  secondes  sera  une 

valeurde7(— 1)"-(— ir;  <»r,  (aa')—=(a"»f  .(a'T=(-l)'*.(-tr- 
Il  sera  facile  ensuite  de  faire  voir  que  tous  ces  produits  sont 

m 

distincts  (735,  6*"),  et  comme  ils  sont  au  nombre  de  tnn,  on  en 
conclura  que  ce  sont  toutes  les  valeurs  de  "y( — 1*),( — \p. 
On   démontrera  absolument  de  la   même  manière   que 


•••/ 


y — 1 .  y  ^1  =  y/( — 1)»,  si  m  et  n  sont  premiers  entre  eux. 

Tous  les  autres  cas  se  démontreraient  en  répétant  les  raison- 
nements du  n*  7S&. 


THÉORIE  DBS  ÉQUATIONS-BINOMBS.  64l 

S  m.  RÉSOLUTION  TRIGONOMËTRIQUB 
DES  ËQUATIONS-BINOMES^ 

7S7.  Considérons  d'abord  Téquation 

sr-i=o  [3]. 

Nous  avons  démontré  dans  notre  TrigonùmétrieiM)  que  m  étant 
un  nombre  entier  positif,  on  avait  la  formule 

(cos  ç  +  V^~ï  sîn  ç)*  =  cos  «i<p  +  V^~î  sin  iwç  : 

d'où  l'on  voit  que,  si  Ton  peut  déterminer  l'arc  ^  de  manière 
que  le  deuxième  membre  de  cette  équation  se  réduise  à 
•^  1 ,  la  valeur  correspondante  que  prendra  la  fonction 
(cos  (f + ^—i  sin  If)  sera  une  racine  de  l'équation  proposée. 

Or,  il  est  clair  que  la  quantité  (cos  m^ + y^^  sin  mf)  ne  se 
réduira  à  -f  1>  qu'autant  que  l'on  aura  simultanément 

cosm<p=4'l    ^^    sininf=0, 
d'où  Ton  tire 

m<p =2Air,    d'où    f = —  ; 

donc,  la  formule  générale  des  racines  de  l'équation  [3]  est 

tf  =  cos hv— l«û-—  [7]. 

Comme  k  représente  un  nombre  entier  quelconque ,  il  sem- 
blerait résulter  de  cette  formule  que  l'équation  [3]  admet  une 
infinité  de  racines,  mais  il  est  facile  de  voir  qu'elle  n'en  a 
que  m.  En  efifet,  il  est  d'abord  visible  qu'en  faisant  successive- 
ment 

*=0,    =1,    =»2,    =3...    =(m— 1), 

on  aura  m  valeurs  différentes  pour  y  ;  car,  la  plus  grande  des  va- 

leurs  correspondantes  que  recevra  amsi  lare  —  sera-^ '  , 

laquelle  est  plus  petite  que  2ir,  et  il  n'y  a  pas  dans  la  circonfé- 
c.  41 


Ml  TËtOAtA  DHS  ÉQÛÀTlOifS'-BtfVOllfeè. 

rence  deux  arcs  qui  aient  à  la  fois  le  même  sinus  et  le  môme 
cosinus,  ce  qui  serait  nécessaire  pour  que  deux  valeurs  de  y 
fussent  égales.  Je  dis  de  plus  que,  pour  toute  valeur  donnée  à  k 
autre  que  Tune  des  précédentes,  on  retombera  sur  une  valeur 
de  y  correspondante  à  uilë  ¥alëii^  pdsitivë  de  h  moltldre  que  m. 
Posonsi  en  effet,  A=mt4-A^  t  étant  un  nombre  entier  quelconque 
positif  ou  négatif,  et  A  un  nombre  entier  positif  moindre  que 
ni  (triô*),  il  viendra 

y =cos(2i.+^)+V^I=rsin  (2<n+^) 

rfco!i?*2^.^I-rsiii?^, 

VAlèur  qui  est  oello  tnteid  qiie  Vtm  tt  trouvée  éâ  faisant 

La  formule  [7]  donne  doM  seulement  les  m  raeines  de  rëqtia- 
tion  [3]i 

758.  Si  Ton  observe  que,  d'après  le  Théorème  de  Monrax,  la 
formule  \7]  revient  à 


^«(eos^+v'-lsiB^y, 


on  e&  oduclura  que,  comihe  oA  bbtiëut  toutes  les  i^aôiiies  dé  la 
proposée,  en  donnant  suocessivem^t  à  k  les  valeurs  1 , 2, 3, . . .m, 
les  rojbihes  de  cette  équation  sont  toutes  les  puissances  succès^ 
iiVM,  dqfuis  la  première  jusqu'à  la  wP^\  de  la  racine 

2*  .     r—r  .    i* 


cos— i-v^— ism— , 

corteàponàanie  à  k=). 
Examinons  si  une  autre  racine  de  l'équation  [3], 

2nw  ,    y — 7  .   2nic 

y  scos h  V— Î8in  — 9 

^  m   *  ^  m^ 

jouit  de  la  même  propriété.  Élevons,  pour  cela,  cette  racine  à  la 
p^  et  à  U  {^  l^uissaûcA ,  p  et  7  étant  deùk  nombres  mt^indres 
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que  m^l,  et  cherchons  n  ces  deux  puissances  peuvent  être 
égales;  car^  si  elles  ne  le  sont  pas,  nous  devrons  conclure 
qu'en  élevant  la  racine  dont  il  s'agit  à  toutes  les  puissances 
1, 2,  3, 4,...  m,  on  obtiendra  m  résultats  différents,  et  comme 
chacun  d'eux  est  une  racine  de  Téquaiion  [3],  Us  seront  les  m 
racines  de  cette  équation.  Si  au  contraire  la  p*^  et  la  f^  puis- 
sance de 

cos f-  V — 1  sm  — 

sont  égales,  on  n'obtiendra  pas  m  valeurs  différentes  en  élevant 
cette  racine  à  toutes  les  putssanôes  successives ,  dépuis  la  pre- 
mière jusqu'à  la  m"^,  et  par  conséquent  on  ne  trouvera  pas 
ainsi  toutes  les  racines  de  la  proposée»  Posons  donc 

/      2n7c  ,    y-—  .   2ni:\'      /      2»w  ,    , — r  .    2»nt\« 
(cos— 4-V^-l8m— )=(cos— -l-V-lsm— )  : 

cette  équation  revient  à  {Trig*%  46} 

2i«p*  1    /^^^  w  i«Mht  2iMfit  ,    /— 7  »   âwait 

cos  —2: — \~j — 1  sm-^--=^cos— -^  +  /— l  sm  — ^ , 

laquée  se  partage  dans  leé  deux  suivantes 

înpn  2Miv       .      .   inpn       .   fiiif  * 

cos — C-=cos--^-    et    sm— ^— -sm — ^. 
mm  mm 

Or,  pôUr  que  deux  arcs  aient  à  la  fois  le  même  sinus  et  le  même 
cosinus,  il  faut  et  il  suffit  que  leur  diflKrence  soit  un  multiple 
de  la  circonférence  (rrt^t  âtt  et  17)  :  donc 

m         m 

ou  bien  2i£ll22Œ=f. 

m 

D'où  l'on  voit  que  si  n  et  m  sont  deux  nombres  premiers  entre 
eux,  cette  condition  ne  pourra  jamais  être  remplie,  puisque p 
et  g  sont  deux  nombres  entiers  inégaux  et  moindres  que  m-^-l. 
si  m  et  n  ont  un  bcteur  commun»  il  ne  sera  plus  néces- 
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saire  que  m  divise  le  facteur  (p — q) ,  et  il  pourra  très-bien  se 
faire  que  Ton  puisse  assigner  à  p  et  à  j^  des  valeurs  telles  que 

-^^^^  soit  un  nombre  entier.  Si,  par  exemple,  on  avait  m=6 

et  n=4,  on  n'aurait  qu*à  fairep=5  et  q=z2. 

Donc,  quelle  que  soit  la  racine  que  l'on  eonsidèrey  si  on  rélève 
successivement  à  toutes  les  puissances  depuis  la  première  jusqu* à 
la  m"*,  on  reproduira  toutes  les  racines  de  la  proposée  ^  pounm 

que  cette  racine  soit  une  puissance  de  (cos~  +  V^^wd— j 

dont  Fexposant  soit  premier  avec  m. 

Ce  théorème  s'accorde  avec  celui  que  nous  avons  démontré 
au  n""  748f  puisque  nous  y  avons  supposé  que  m  était  un 
nombre  premier. 

7tf8.  Comme  l'équation  [3]  ne  peut  avoir  pour  racine  réelle 
que  -f  1  f  û  m  est  impair,  et  + 1  et  —  1 ,  si  m  est  pair,  il  en  ré- 
sulte que  le  nombre  de  ses  racines  imaginaires  est  pair,  et  il  est 
même  facile  de  reconnaître  que  celles-ci  ne  diffèrent  deux  à 

deux  que  par  le  signe  du  facteur  ^^.  Pour  obtenir,  en  efifet, 
deux  pareilles  valeurs  de  y,  il  faut  donner  à  k  deux  valeurs  h 

et  A ,  telles  que  cos  — =cos et  que  sm  — = — sm . 

w  mm  m 

I               j            2Aic   .  2A'ic     ..  - . 
ce  qm  exige  que  la  somme  des  arcs  —  et soit  un  multi- 
ple pair  de  la  demi-circonférence  (7n^,   ttt  et  17);  et 
comme  chacun  d'eux  est  moindre  qu'une  circonférence,  on  de- 
vra donc  avoir 1 =2w,  d'où  A+A'=  m. 

m        m 

Donc,  à  deux  valeurs  de  A,  dont  la  somme  est  m,  répondent 
deux  valeurs  conjuguées  de  y.  Ainsi ,  on  pourra  comprendre 
toutes  les  racines  de  l'équation  [3]  dans  la  formule 

2*7c  .    f — 7  .   2Air  -«- 

y=cos — ±v^— Isin —  [8], 

'  m       ^  m  ^  ■" 

et  pour  en  déduire  toutes  ces  racines,  il  suffira  d'y  faire  varier  k 
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depuifi  zéro  jusqu'à  —  ou  jusqu^à     ~  ,  selon  que  m  sera  un 

nojnbre  pair  ou  impair. 

En  effet,  les  deux  valeurs  de  k^  auxquelles  correspondent  deux 
valeurs  conjuguées  de  y,  sont  deux  termes  équidistants  des  ex- 
trêmes dans  la  progression  1,  2,  3,...  (m — 1),  de  sorte  que  si  m 

est  pair,  le  terme  du  milieu  y  occupe  le  rang    ~    '    ^^-w^  et 

si.  m  est  impair,  le  dernier  terme  de  la  première  moitié  est  le 


/m— 1\«* 


760.  Si  Ton  forme  le  produit  des  deux  racines  comprises 

dans  la  fgrmule  [8],  on  trouvera  cos* |-sin" — =1,  ce  qui 

montre  que  les  racines  imaginaires  conjuguées  de  l'équation 
y"* — 1  =  0  sont  réciproques. 

761.  On  tire  de  la  formule  [8]  le  moyen  de  décomposer  le 
premier  membre  de  V équation  y"* — 1=0^  facteurs  réels  du 
deuxième  degré.  Si  l'on  observe,  en  effet,  que  la  somme  des  deux 

SAtc 

racines  correspondantes  à  une  même  valeur  de  k  est  2co8 — , 

on  verra  que  le  premier  membre  de  l'équation  du  second  degré 

qui  donnerait  ces  racines  est 

I 

y«— 2cos— y+1, 

puisque  leur  produit  est  4*  !•  C'est  donc  là  l'expression  générale 
des  facteurs  réels  du  deuxième  degré  de  l'équation  [3],  de  sorte 


qu'en  y  faisant  varier  k  depuis  zéro  jusqu'à  j  ou  jusqu'à  — ^ — , 

suivant  que  m  sera  un  nombre  pair  ou  impair,  on  obtiendra 

tous  ces  facteurs.  Il  faut  cependant  avoir  soin  de  ne  prendre 

que  la  racine  carrée  des  facteurs  (y —  \f  et  (y+1)',  correspon- 

m 
dants  à  A;=0  et  à  A=-r'.  La  raison  en  est  que  les  racines  ima- 
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ginaires  conjuguées  de  la  proposée  sont  seules  groupées  dans 
l'équation 

yi_2cos— .y+l=0; 

car,  lorsque  Ton  suppose  kssO  ou  A  na  x*»  son  premier  membre 

devient  1q  produit  de  deux  facteurs  égaux  correspondants  à  la 
raciqe  y=CQS  0=  1,  ou  à  la  radueyBrcosiran^l. 

D'après  celSi  on  aura»  dans  le  cas  où  m  sera  un  nombre 
pair, 

y-_l=(y— l)jy^2ycos^  +  lj(y^2ycos^+lj... 

(y'^gy cos  >^^  ^   +l)(y+i); 
et  si  m  est  un  nombre  impair, 

y_l=(y-l)|y^îy  oos^  + 1  j  jy>-8y  cos^+ 1  j ... 

(yW2yeos(2^+l). 

*769.  L'équation  y**— 1=0  étant  privée  de  son  second  terme, 
la  somme  de  ses  racines  est  nulle;  mais  toutes  ses  racines  se 
tirent  de  la  formule  \7]erïj  faisant  suoeessivement  ixssl,  i^9, 
=3,...=fn;  donc,  en  additiono^t  toutes  ces  racines  et  égalant 
séparément  à  zéro  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire  de  la 
somme,  on  aura 

2w  ,        4ie  , 67C  ,       ,        2(m— l)ic  ,        ^ ^ 

eos— +CQS^4^0QS~4-M.4^eosTî..M  m/,  .4,oQS>iiPaO, 
m  m  m  m 

sin  — l-sm — hsin — h--+  sm-^ — hsm2ic==0. 

p^  m  m  m 

Ceci  nous  apprend  que  H  on  Mvise  une  eiroon/finnee  en  m 
parties  égales  et  qu'on  prenne  un  des  points  do  diviHon  pour 
origine  des  arcsj  la  somme  des  sinus  des  ares  terminés  à  ces  di- 
visions sera  nulle^  ainsi  que  la  somme  de  leurs  cosinus. 
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79s,  Dc6qpo0#^iioua  minntepant  4#  h  visphitioii  de  YémoB^» 

tion 

y«+l=P  [0]. 

Si  nous  nous  reportons  à  la  formule  de  Moivre^ 

(cog  <p+/^  8in  <p)*=<K)8  i»f  fj.  \/3IÎ  sin  ffif , 

nous  verrons  que  la  fonction  (cos  f  -|-  /^  sln  f  )  sera  racine  de 
la  proposée^  si  Ton  peut  assigner  à  ^  une  valeur  telle  que 

Or,  il  n'y  a  que  les  multiples  impairs  4e  U  demi-circonférence 
qui  aient  leur  sinus  nul  et  leur  cosinus  égal  à — 1  ;  donc 

^ç=(2*+l)ic,    d'où    ç=2*±!>!. 

Ainsi,  la  formule  générale  des  racines  de  l'équation  [9]  est 

y=eo82*±î>=+^«io»*±îi:!        [10], 

et  QD  o))tien4r9  (putfl?  c«s  r^çluon  en  dfflmiipt  M  iPd  Tultwi 

successives  0, 1,  S,  3,.,,  (m^Dr 

764,  En  raisQpimnt  cqipme  m  n*»  7tt7,  Qp  rgpqiwalhra  qu'§B 
donnant  à  k  d'autre^  v^eurs  qi|p  pe)l^|it,  Qf)  n'ql^tieqdrfdt  pas 
de  nouvelles  valeurs  pour  y. 

On  verra,  de  même  qu'au  n*  7B8,  que  les  racines  de  la  pro- 
posée sont  toutes  les  puissances  de  degré  impair  de 

eos — f-/^sin— , 

depuis  la  première  jusqu'à  la  (2m — 1)"%  ou  de  toute  Mutfê  pot 
cine  guê  eelle-^ei ,  pourvu  qfie  cette  rqeine  soit  urne  puissance 

m 

de  cos  — h  V^~î  ^^^^  ^^f  l'exposant  soif  premier  avec  m. 

On  reconnaîtra  aussi  que  les  valeurs  de  y  sont  conjuguées 
deux  à  deux  et  qu'elles  c-orrespondent  %  d^  valeurs  de  k  dont  la 
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somme  est  (m — 1),  de  sorte  qu'on  obtiendra  toutes  les  racines  de 
'équation  en  donnant  à  A,  dans  la  formule 

(2*4-1  )if^  /— T  •   (2*+l>  MO 

y=cosi— ^-^±^--lsm — ^-^  [11], 

les  valeurs  0, 1,  2, 3,.-  jusqu'à  — r — ou  jusqu'à  ,  selon 

que  m  sera  un  nombre  pair  ou  un  nombre  impair. 

On  vérifiera  facilement  que  les  racines  imaginaires  conju- 
guées sont  réciproques  (780),  et  on  trouvera  que  la  formule  des 
facteurs  réels  du  second  degré  de  notre  équation  est  (761) 

.    «         (2*+l)ic  ,  , 
y*— 2ycos'    ^  ^  +1, 

*  76B.  Enfin  on  prouvera,  comme  aun"»  76S,  que 

ic  ,         Sic  ,         5ic  ,         ,        (2m — l)ic 
cos — l-cos — hcos — h...4-cos ^=0, 

.    it  ,     .    3ic  ,     .    5w  ,         ,     .   (2m— l)ic     ^ 

sm  — h  sm  — f-  sm  — h ...  -t-  sm^ ^=0: 

m  *        m  *        m/        '  m 

c$  qui  démontre  que  si  l'on  partage  une  circonférenee  en  m 
parties  égales^  la  somme  des  sinus  ou  des  cosinus  des  ares  qui , 
commençant  à  l'un  des  points  de  division^  iront  se  terminer  aux 
points-milieux  des  arcs  de  division^  est  égale  à  zéro. 
766.  La  résolution  de  l'équation  binôme 

îT— 1=0 

donne  le  moyen  de  prouver  que  la  racine  m"**  d'une  quantité 
imaginaire  de  la  forme  (a+ôv^^l)  est  elle-même  une  quantité 
de  cette  forme,  mais  il  faut  auparavant  examiner  si  le  théorème 
de  MoiVRE  est  vrai,  quelque  valeur  positive  ou  négative  que  l'on 
donne  à  m. 

Supposons  d'abord  que  cet  exposant  soit  un  nombre  en- 
tier négatif,  et  considérons  en  conséquence  la  fonction 
(cos  9  -f  v^^^  sin  (p)*"*"  :  elle  revient  à 

1  1 

(cos  9  +  v/ — 1  sin  ç)*     cos  iwç +v^ — 1  sin  m«p' 
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OU ,  en  multipliant  les  deux  termes  de  cette  dernière  fraction 

par  (cos  m<f — ^—i  sin  m^), 

/         I    / — 7  •     \-^     cos  m<p—v/^  sin  tn© 

(cos 9 4- V — 1  sm <p )     = } — ^,    .  , ' 

^      ^  *  ^  ^'  cos*m«p4-sm'mf 

=  cos(— m<p)+  v^^sin  ( — w^). 

Ainsi,  la  formule  de  Moivre  est  encore  vraie  quand  l'exposant 
est  un  nombre  entier  négatif. 

m 

Soit  maintenant  (cos  f  -}-  /^  sin  f^f^f  n  étant  un  nom- 
bre entier  positif  ou  négatif.  Cette  expression  revient  -(512)  à 

(cosncp+^^sinn^)"^*  Nous  allons  examiner  si  cette  dernière 

peut  se  ramener  à  la  forme  (cos  js-{~V^~Ï  ^^^  ^)*  S'il  en  est 
ainsi,  nous  aurons 

cosnç+^^sinnf =cos  mz-^-^—i  sinm^, 

de  sorte  que  les  deux  arcs  n<p  et  mz  doivent  avoir  le  même  si- 
nus et  le  même  cosinus,  ce  qui  exige  que 

mz — n(P=2Air.    d'où    z=z— -i 

*  m 

donc 

(co8ç+V^8in  9)S  =  cos22:^+ V^sinSî:^  [12]. 

Ainsi,  la  formule  de  Moivre  n'est  plus  vraie  dans  le  cas  où  l'ex- 
posant est  un  nombre  fractionnaire.  Or,  si  l'on  remarque  que 


cos  -î-î \-  J—1  sm  — ^-^ 

m       *  ^  m 

=  (cos^-4-  /^sîn  ^  )  (cos f-  J^  sin  —  ), 

*       m  *  ^  fn/\       m   '  ^  my 


{' 


on  en  conclura  que,  dans  le  cas  où  l'exposant  sera  un  nombre 

fractionnaire—,  on  pourra  encore  appliquer  la  formule,  comme 

s'il  était  un  nombre  entier,    mais  qu'il  faudra  multiplier 
le  résultat,   c'est-à-dire  la  détermination  arithmétique  de 

(cos  f  -f-  ^—ï  sin  f  )^,  par  les  m  racines  m"**  de  l'unité  (738), 
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de  sorte  que  te  tM>rème  est  êfU)&re  vrëi  dans  le  oas  i^tuel ,  êi 
Von  se  borne  à  cette  détermination  ariêhmétiqu$, 

767.  Revenons  maintenant  à  Tex pression  ^a-^-b  ^^.  Nous 
pourrons  toujours  poser 

a=peosa>    et    6=psintt>, 
|D  et  (0  étant  deux  indéterminées  ;  car,  on  en  tire 

±  V  a'+  Ir  ±  y  a*+ 1^ 

*Ainsi,  en  négligeant,  pour  plus  de  simplicité,  I9  valeur  négative 
de  p ,  ce  factQur  sera  le  module  de  a  4-6  ^—i  i  et  si  on  désire 

par  ff  le  plus  petit  arc  positif  ayant  —  pour  ÇQ^ipui  ^ 

—       ■    pour  sinus,  Texpression  proposée  reviendra  à 

>/(a+6v^)qB\/p(og6ip4-^^lMnip) 

expression  dq  la  forme  des  imaginaires  du  second  degré,  et  en 
y  faisant  Ap 5=0,  =1,  =2,  =3,...  =m — 1,  on  déduira  de  cette 
formule  toutes  |pff  valeurs  dQ  la  racine  171^*  de  la  quap^té 

La  transformation  de  a+ft/--î  en  p(cps<p+/^sinç)  mé- 
rite d'être  remarquée  ;  car,  elle  ramène  toutes  les  opérations  sur 
les  quantités  ima^naires  aux  mérnes  opérations  sur  des  expres- 
sions de  la  forme  oos9-f'\/~ï  sîp?  >  lesquelles,  comme  nous 
l'avons  vu  dans  la  Trigonométrie^  et  d'après  la  formule  de 
MoivrCy  se  ramènent  aux  opérations  immédiatement  inférieures 
sur  les  ares,  oe  qui  est  tout  k  &it  analogue  ^u  oaleul  des  quas* 
tjtés  exponentielles. 

*  768.  SqoMB..  Si  l'on  avait  résolu  Téqufttipq  ff-Tl?=:0  p«ff 
la  méthode  algébrique  que  nous  avons  exposée  précédemment, 
on  pourrait  en  déduire  un  procédé  pour  partager  la  circonfé- 
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Mnee  en  m  parties  égales.  Les  racine^  tàmi  trouvées  doivent ,  en 
effet ,  être  identiques  avec  les  valeurs  que  Ton  obtient  en  éga*- 
lant  k  successivement  à  1, 2, 3,...  m  dans  la  formula  [7];  si  donc 
a  est  le  plus  grand  des  termes  réels  qui  entrent  dans  les  diffé* 
rentes  racines  qu'on  aura  trouvées ,  a±b^^f  a'dzb'^^y 

a*'±y/--l,...,  on  verra  quea=cos —  et  que  connaissant  ainsi 

la  valeur  numérique  du  cosinus  de  la  tnr*  partie  de  la  circon- 
férence, il  sera  facile  d'obtenir  cette  m"^*  partie.  Il  y  a  plus,  c*est 
que  si  m  est  un  nombre  premier  de  la  forme  (2*-|-l),  onpourra^ 
ainsi  que  H.  Gcbîass  l'a  fait  voir,  faire  dépendre  la  résolution  de 
Véquation  y* — 1  =0  de  celle  d'une  suite  adéquations  du  second 

2ir 

de^rré,  de  sorte  qu'on  obti^dra  Tare — en  construisant  les  ra- 
cines de  ces  équations ,  et  qu'aia<;i  la  division  de  la  circonfé- 
rence en  m  parties  égales  pourra  s'effectuer  géométriquement, 
c'est-à-dire  sans  tâtonnements  et  en  ne  faisant  usage  que  de  la 
règle  et  du  compas. 
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768.  D  y  a  encore  une  classe  d'équationa  que  Ton  3ait  ré* 
soudre  complètement,  à  l'aide  des  tables  trigonométriques  :  oe 
sont  celles  qui  ne  renferment  que  deux  puissances  différentes 
de  l'inconnue,  mais  telles  que  l'exposant  de  l'une  est  double  de 
celui  de  l'autre.  La  formule  générale  de  ces  équations  est 

«•"H-2i>a?-+j=0  [13]. 

En  posant  af=yy  elle  devient 

et,  en  désignant  par  a  et  par  b  les  racines  de  cette  équation,  il 
s'agira,  pour  avoir  toutes  les  racines  de  la  proposée,  de  résou- 
dre les  équations-binômes 

af^ — «=0    et    a:* — 6=30, 

ce  que  nous  savons  faire  (746,  7it7  et  76K), 
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Si  m  est  un  nombre  pair,  et  que  a  et  6  soient  deux  quantités 
réelles  et  positives ,  la  proposée  aura  quatre  racines  réelles  et 
toutes  les  autres  seront  imaginaires  ;  si  l'une  de  ces  quantités 
seulement  est  positive,  il  n'y  aura  que  deux  racines  réelles,  et  il 
n'y  en  aura  aucune,  si  a  et  6  sont  des  quantités  négatives  ou 
imaginaires.  Dans  tous  les  cas,  les  racines  de  l'équation  pro- 
posée seront  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires. 

Si  m  est  impair,  la  proposée  aura  deux  racines  réelles,  si  a 
et  b  sont  des  quantités  réelles ,  mais  toutes  ses  racines  seront 
imaginaires  si  a  et  6  sont  aussi  imaginaires. 

770.  Si  les  racines  a  et  6  de  l'équation  en  y  sont  imagi- 
naires, on  aura 

{q — p*)  étant  une  quantité  positive ,  et  par  conséquent  la  for- 
mule des  valeurs  de  x  sera  (766) 

x=  vglcos^^     ±sml-^ — V^— 1  j     [14], 
9  désignant  le  plus  petit  des  arcs  positifs  qui  ont — -^  pour 

yq 

cosinus,  puisque,  pour  extraire  la  racine  m*"*  de  la  double  va- 
leur de  y,  on  aura  dû  poser 


— p  =  p  cos  (o,    yjq  — p'= p  sin  o), 
équations  desquelles  on  tire 


p=+v/«',    cosio=— -7^,  sin«=vSL^. 

Or,  je  dis  que  l'on  obtiendra  toutes  les  racines  de  l'équation 
proposée,  en  donnant  à  A,  dans  la  formule  [14],  fes  m  valeurs  0, 
1,  2,  3,. ..(m — 1).  En  effet,  il  est  d'abord  facile  devoir  que, 
pour  chacune  de  ces  valeurs  de  A,  on  aura  deux  valeurs  pour  x, 

puisque  le  terme  ±1  ^^  sin  ^^ — ^  ne  saurait  s'évanouir,  Téqua- 

tion  [13]  n'ayant  point  de  racines  réelles.  Je  dis  de  plus  que. 
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parmi  les  2m  valeurs  ahisi  obtenues  pour  or,  il  n'y  en  a  pas 
deux  qui  soient  égales.  Supposons,  en  effet,  que  pour  A;  =  A  et 
pour  k=h'  on  ait  trouvé  deux  résultats  égaux  :  il  faudra  donc 
que  les  arcs 

y+^Ai^    et     ^^''^ 
tn  m 

correspondants  à  ces  deux  hypothèses  aient  le  même  cosinus, 
et  par  conséquent  que  leur  somme  ou  leur  différence  soit  un 
multiple  pair  de  la  demi-circonférence  ;  donc 


2+^^H;:^  =  2fir; 


équation  d'où  l'on  tire 

«  =  (int  —  A'  — A)ir,    ou       ""   =t. 

TV  ^  »  1^ 

Ces  équations  sont  impossibles;  car,  la  première  donnerait 
sin9=:0,  et  par  conséquent; — j'*=0,  ce  qui  n'est  pas;  et  le 
premier  membre  de  la  seconde  est  une  fraction,  tandis  que 
le  second  est  un  nombre  entier"^. 

771.  Si  l'on  forme  le  produit  des  facteurs  du  premier  degré 
correspondants  aux  deux  valeurs  de  x  données  par  la  for- 
mule [14]  pour  une  même  valeur  de  A,  on  trouvera 

a:»— 2*7?  cos  2^t —  x  +  '^q'^ 

de  sorte  que  pour  décomposer  le  premier  membre  de  la  pro^ 

*  Il  est  fodle  de  voir  que  la  formule  ne  serait  pas  plus  générale  en  don- 
nant à  Tare  »  toutes  les  valeurs  dont  \\  est  suscepUble  ;  car,  ces  valeurs 
étant  comprises  dans  l'expression  2  Ic'ic + 9 ,  on  aurait 

t  étant  un  nombre  entier  positif  moindre  que  m ,  puisqu'on  pourra  tou- 
jours prendre  l!(=t— Ie'. 


1 
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posée  en  m  faôteurs  réels  du  second  degré,  il  fendra  ttite  dans 
cette  formate  A =0,  =l,r=2,  =3,...=:±m— 1. 

779.  On  peut  encore,  à  l'aide  des  tables  trigonométriques , 
résoudre  très-rapidement  Téquation  du  troisième  degré,  dans  le 
cas  où  ses  trois  racines  sont  réelles.  Considérons  donc  l'équa- 
tion 

«•-^|WP  +  ^=*Û  [15], 

dont  les  coefficients  satisfont  à  la  cobditioki  i7q*^^t^<iO  (ttttOj. 
On  a  vu,  dans  la  Trigonométrie ^  41 ,  que.  Si  iW  appelle  «  le 
plus  petit  de  tous  les  arcs  dont  le  sinus  est  6,  les  trois  racines  de 
l'équation 

sont  sin^,  sin(6(y» — ^j  et  — sinf  60^+^ J,  de  sorte  que,  si  Ton 

pouvait  transformer  cette  équation  en  une  autre  qui  lût  iden- 
tique avec  [15] ,  il  serait  facile  d'obtenir  les  racines  de  celte-ci. 
Pour  y  parvenir,  je  multiplie  par  r  les  racines  de  l'équation  [16], 
et  en  désignant  par  x  l'inconnue  de  la  nouvelle  équation,  j'au- 
rai (S8S) 

Pour  que  cette  éctiiation  soit  identique  avec  l'équation  [15] ,  il 
faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

équatidnB  d'où  l'on  tire 


v/î  "  '=V^ 


Cette  valeur  de   h  est  réelle»  puisque,  par  hypothèse. 

On  connaîtra  donc  ainsi  la  valeur  de  r,  celle  h  du  sinus  de 
l'arc  «  et,  par  suite,  il  sera  facile  d'obtenir  les  logarithmes  des 
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^tf  jA  ^ 

sinus  des  arcs  -,  60^—^  et  60^-|- «  5  Puis,  en  ajoutant  à  chacun 

de  ces  logarithmes  celui  de  r,  on  aura  les  logarithmes  des  trois 
racines  de  Téquation  [15]. 

773.  ExBHPLB.  Résoudre  Véquaiion^-\'3z* — 12z-|-6=0. 
Je  commence  par  faire  érahouit  le  âeéond  terme  de  cette 

équation,  en  posant  jB=â;— l,  et  je  trouve  a^ — 16â?-|-20£30, 
équation  qui  n'a  point  de  racines  conmiensurables.  Je  pose  donc 
l>=15, 9=20,  d'où  je  vois  que  27j^»— 4p^<0,  de  sorte  que  ses  ra- 
cines sont  réelles.  En  conséquence,  j'exécute  le  calcul  suivant  : 

log  4  =  0,6020600  log27  =  1,4313638  Iog4p  =  1,7781513 

logp=l,1760918  logq»=  2,6020600  logp»=  2,3621826 

ldg4|»=  1,7781518  4,0884288  Iog4p*3s4,i808880 

log3=0,4771218  log4p»=4,1303339 

1,3010300  lOgBilla=9,9080899  a=53*  7'  48' 

l08f==  0,6505166 

Î=l7*42'8e'  60*— ^  =  42>17'24»  60»+;=77«42'36» 

«  8  8  , 

l9ilin  |s9,4881582  lOgsIn^SO*— gW32l98981OgtlD^60*+|W9,98998i4 

lofcr =0,6505150  log  y =0,65051 50  log  r=0,6505l90 

0,1836782  0,4784548  0,6404464 

1,860421  8,009226  4,869647. 

En  vertu  de  la  relation  z=^x — 1 ,  on  trouvera  que  les  racines 
de  l'équation  proposée  sont 

0,360421,    2,009226    et    —5,360647, 

et  comme  leur  somme,  prise  en  signe  contraire,  est  égale  au 
coefficient  du  second  terme  de  dette  proposée,  on  en  conclut 
que  les  calculs  sont  exacts. 

774.  La  résolution  de  l'équation  [13]  nous  a  conduits  à  ex- 
traire la  racine  m"**  d'une  quantité  qui  est  en  partie  rationnelle 
et  en  partie  irrationnelle  du  second  degré,  et  il  est  naturel  de 
chercher,  ainsi  qu'on  l'a  déjà  fait  au  n^  960,  s'il  ne  serait  pas 

le  de  substituer  k  Texpressioa 
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une  expression  dans  laquelle  il  n'y  aurait  plus  de  radicaux  su- 
perposés. Pour  que  la  nouvelle  formule  ait  le  même  nombre 
de  valeurs  que  celle-ci,  il  faut  y  faire  entrer  un  radical  de  l'or- 
dre m,  et  en  conséquence  nous  poserons 


Va+v^6=V^(aî+v^)  [17], 

œ^  y,  z  étant  des  quantités  qui  ne  sont  assujetties  qu'à  la  seule 
condition  de  satisfaire  à  cette  équation  et  d'être  en  outre  cchu- 

mensurables.  Or,  pour  que  yfsix  -|-  y/y)  représente  la  racine  «■■ 

de  (a  4-  v^ ,  il  faut  et  il  suffit  qu'en  l'élevant  à  la  puissance  m, 

on  retrouve  a-\-\fb\  donc 

a-lV*  =  z  { a?«+Ci«— Vy+C»i?— V+C,a:^V^+ ...  }  [18] , 

en  représentant  en  général  par  Cn  le  coefficient  du  terme  qui, 
dans  le  développement  de  la  fnr*  puissance  d'un  binôme,  en  a 
n  avant  lui.  Le  second  membre  de  cette  équation  étant,  comme 
le  premier,  en  partie  rationnel  et  en  partie  irrationnel  du  se- 
cond degré,  on  voit  que  l'hypothèse  d'où  nous  sommes  parfis 
n'a  rien  d'absurde  "*.  Tâchons  donc  d'en  déduire  les  valeurs  de 
nos  inconnues.  Je  remarque,  pour  cela,  que^;,  yeXz  étant  trois 
quantités  rationnelles,  l'équation  [18]  se  partage  nécessaire- 
ment dans  les  deux  suivantes  : 

.  -^^-^«  ■!  .Ill.l  ■l«».|||  »  I  — ^—      I  1—11  I  — ^.^i» 

*  On  n'aurait  pas  pu  poser,  en  général , 


car,  on  aurait  dû  avoir  alors 

!a  I  11  1 

j. 

(ceUe  équation  s'obtient  en  remplaçant x  par  ds^  dans  la  formule'  [18]).  Or, 
si  m  est  pair,  tous  les  termes  de  rang  impair  sont  commensurables,  et  tons 
ceux  de  rang  pair  sont  incommensurables  ;  car,  ils  renferment  le  facteur  ^» 


THBORIB  DBS  ÉQUATIONS- BINOMES.  657 

Or,  les  coefficients  de  z  sont  :  l'un ,  la  somme  des  termes 
de  rang  impair,  et  l'autre ,  la  somme  des  termes  de  rang  pair 

du  développement  de  {x  -f-  v^)"  ;  mais  le  développement  de 

(x — v^)"  ne  diffère  du  précédent  que  par  les  signes  des  termes 
de  rang  pair;  donc  les  équations  ci-dessus  reviennent  à 

o  =  i«[(a?  +  v/y)"+(a?  — v^)"| , 

Au  système  de  ces  deux  équations  on  peut  substituer  le  système 
formé  de  la  première ,  c'est-à-dire  de  l'équation  [19] ,  et  de  la 
différence  de  leurs  carrés  qui  est 

a«— 6  =  ««(«•  — yr,   d'oà  «»— y=- v^(a«— 6)a—«  [21]. 

z 

z  étant  une  indéterminée ,  il  faudra  en  profiter  pour  tâcher  de 

et  par  conséquent  le  second  membre  est  de  même  forme  que  le  premier, 

de  sorte  que  la  transformation  est  possible. 

Nais,  si  m  est  impair,  tous  les  termes  de  rang  Impair  renferment  le  bc* 

leur  ^,  tous  ceux  de  rang  pair  contiennent  Vv  »  àe  sorte  que  l'équation 
précédente  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Or,  en  carrant  les  deux  membres  de  cette  équation ,  il  vient 

Si  xy  est  un  carré,  cette  équation  est  absurde  :  si  sy  n*est  pas  un  carré» 
elle  se  décompose  nécessairement  dans  les  deux  suivantes 

a>  +  &rsA>ï-hBV,    et   a\/5^ABVS^, 
ou  bien  a>+&=A>ff  +  B^,    et      a'5=A'B^. 

Ainsi,  la  somme  des  deux  quanUtés  A^  et  B^  est  égale  k  celle  de  a'  et  de  b, 
et  leur  produit  est  égal  ^  celui  de  ces  mêmes  quantités;  donc  il  fout  que 

A^=:a'    et    B»y=6, 

ou  que  B>y  =  (i^    et    A^=5; 

donc  JT  ou  y  doit  èlre  un  carré  parfait,  et  par  conséquent  quand  m  est 
impair,  on  ne  peut  pas  poser 


C.  42 
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rendre  (a* — ô)z****  une  puissance  parfaite  du  degré  m.  En  con- 
séquence, je  décompose  le  nombre  (a* — b)  en  ses  facteurs  pre* 
miers,  et  je  suppose  que  p  et  q  étant  ces  facteurs,  on  ait 
a' — b=prqK  Si  «  et  p  sont  des  multiples  de  m,  il  n'y  aura  qu'à 
faire  z=l,  S*il  n'en  est  pas  ainsi ,  on  posera 

ce  qui  donnera 

et  n  s'agira  d'assigner  à  5  et  à  f  des  valeurs  telles  que  <i-\-im — 2>s 
et  p  +  (m — 2)/  soient  des  multiples  de  m.  En  conséquence,  on 
fera 

a+(m— 2>s=i»ti    et    (i  +  (m— 2)l=mv, 

d'oik  roQ  tire 

mil  — (m— 2)»=«    et    mv  —  (m— 2)*=p. 

On  voit  par  là  que,  si  m  e^pair  et  que  l'un  des  nombres  a  et  p 
ne  le  soit  pas,  l'une  an  moins  de  ces  équations  ne  pourra  pas 
être  satisfitite  par  des  valeurs  entières  des  inconnues,  et  ainsi  la 
transformation  que  nous  nous  sommes  proposé  de  faire  sera 
impossible.  Mais  si  a  et  p  sont  deux  nombres  pairs,  ou  que  m 
soit  impair,  on  pourra  toujours  résoudre  les  équations  ci-<le6su8 
en  nombres  entiers,  et  la  transformation  pourra  être  exécutée. 
Supposons  que  l'on  ait  assigné  à  »  une  valeur  qui  rende 
(€f  —  6)2*^  une  puissance  parfaite  du  degré  m ,  et  appelons  c  la 

détermination  arithmétique  de  -  y^(rf— 6)a*-*;  nous  aurons 

a?—y  =  c  [22], 

et  il  ne  s'agira  plus  que  de  résoudre  les  équations  [19]  et  [22]. 
On  éliminera  donc  y  entre  elles,  et  si  l'équation  finale  ^x)=0^ 
ainsi  obtenue,  a  une  racine  commensurable,  on  la  substituera 
dans  l'équation  [22] ,  et  on  en  déduira  une  pareille  valeur 
pour  y.  On  remplacera  enfin  x^  y  et  z  parleurs  valeurs  dans 
(17],  et  la  séparation  des  radicaux  sera  effectuée. 
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Exemple.  Calculer  ^92-f-18v/^. 
Nous  poserons  a =92,  6= — 18"= — 324,  et  les  équations 
[19]  et  [21]  deviendront 


1» 


92=«(«*  +  3ay),     a?*— y=-v8788.«. 

Le  nombre  8788=:2M3';  on  fera  donc  ^=2,  ce  qui  donnera 

a:»— y  =  13,    d'où     y=a?«— 13, 
puis      92=2(4a;'  — 39a;)    ou    4a:*— 39a:  — 46  =  0. 

Cette  équation  a  — 2  pour  racine  commensurable;  donc  y= — 9, 
et  par  conséquent 

V^92  +  18v^=n"  =r  V^— 2  +  3i/=T). 


CHAPITRE  XXIV. 
DCcoMPOsrrioiv  des  fractions  rationnelles 

EN  mACnONS  SIMPLES. 


77tt«  Soit  «r^  une  fraction  algébrique  dont  les  deux  termes 


sont  des  fonctions  entières  et  rationnelles  de  x,  et  qui  de  plus 
sont  premières  entre  elles;  et  supposons  encore  que  f(x)  soit 
d'un  degré  inférieur  à  F(â?),  ce  qui  est  permis;  car,  s'il  n'en  était 
pas  ainsi,  on  effectuerait  la  division  de  f{x)  par  F(a?),  et  on  trou- 
verait de  cette  manière  un  quotient  composé  d'une  partie  en- 
tière et  d'une  fraction  dans  laquelle  le  numérateur  serait  d'un 
degré  moindre  que  le  dénominateur.  Nous  allons  nous  pro- 

f(x) 
poser  de  décomposer  cette  fraction  ^j-^  en  une  somtne  de  frac- 
tions simples  ayant  des  quantités  constantes  pour  numérateurs 
et  pour  dénominateurs  respectifs  les  facteurs  du  premier  degré  * 
de  F(x). 

*  H  est  facile  de  voir  que  U  dénùminatew  d'auoine  de  ces  fraeHom  ne 
taurait  être  une  puissance  d'un  facteur  premier  différent  de  eeus  de  F  (x). 
En  effet ,  soU  (« — a]  un  pareil  facteur,  et  aupposona  que  lime  dea  fhicUoiia 

parllellea  puiaae  être  ,^^^^>  de  aorte  que  l'on  ait,  par  exemple. 

Je  rédub  loulea  lea  fraclioua  qui  auivent  la  première,  en  une  aeule,  que  je 

H 

repréaenle  par  ^^^^^^^^  (  on  auppoee  p  <  q) ,  et  j'aurai  ainsi 

f  W  ^      A  M         _AWH-M(x-Q>> 

F(jp)      («— o)»"*"N(«  — o)*-»»""      N(«— a/     * 

Or,  le  second  membre  de  celte  égalité  est  une  fraction  irréducUble,  donc 
on  doit  avoir  l'Identité  F(«]=M(«— a)^,  ce  qui  prouve  que  (c— a]  est  uo 
facteur  aimple  de  F  (s),  qui  entre  dana  ce  polynôme  ^  la  pulsaance  «. 
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Supposons  donc  trouvées  les  m  racioes  de  l'équation  F(ar)=:0, 
et  ccnsidércm  d'abord  le  cas  ak  elUs  sont  toutes  inégales;  dé- 
signons-les par  a,  fry  c,...  A,  et  proposons-nous  de  déterminer 
les  constantes  A,  B,  C,...  K  de  manière  que  l'on  ait  identique- 
ment 

F(a?)     «—a  'a: — b*x — c*^'"^x—k      ^  •** 
En  multipliant  les  deux  membres  par  ¥{x),  il  viendra 

Cette  équation  devant  être  identique,  il  fiiudra  qu'après  avoir 
effectué  les  opérations  indiquées  dans  le  second  membre  et 
ordonné  par  rapport  à  x,  les  coefficients  des  mêmes  puis- 
sances de  cette  variable,  dans  les  deux  membres,  soient  égaux 
entre  eux,  ce  qui  donnera  autant  d'équations  entre  les  incon- 
nues A,  B,  C,...  K  qu'il  y  a  de  ces  inconnues.  Hais  les  calculs 
ainsi  exécutés  seraient  beaucoup  trop  longs. 

Au  lieu  d'opérer  ainsi,  on  observera  que  l'équation  [2]  devant 
être  vraie ,  quelle  que  soit  a?,  on  pourra  y  faire  â7=a,  et  alors 

toutes  les  quantités ^,  — ^r-— ^  ««  réduiront  à  zéro, 

V(x) 
puisque  chacune  renferme  un  facteur  (x — a).  Quant  à  — ^- , 

Su^^a 

elle  deviendra  }  ;  mais  on  voit  immédiatement  que  sa  véritable 
valeur  est  F'(a),  d'après  la  règle  du  n^"  it06  ;  donc,  l'équation  [2] 
se  réduit  à 

na)=ma\    d'où    A=M. 

On  trouvera  de  même  que 

ii_A*)      r_A^)      K-/^^) 
*~FW  F(c)'-*^~F(*)- 

iycn  remplaçant  A,  B,  G,...K  par  ces  valeurs  dans  l'éqna- 
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tion  [21,  on  obtiendra  une  équation  qui  sera  vérifiée  lorsqu'on 
y  remplacera  x  successivement  par  a,  6,  (r,...A;  mais  est-on  sûr 
qu'elle  le  sera  aussi  par  toute  autre  valeur  de  a??  U  est  permis 
d'en  douter;  car,  il  faut  bien  remarquer  qu'en  général  il  nesuifit 
pas  d'avoir  trouvé  des  valeurs  pour  les  coefficients  indéterminés, 
pour  conclure  la  vérité  du  développement  que  l'on  cherhe,  si 
l'on  n'en  a  pas  démontré  a  priori  la  possibilité.  Or,  l'équation  [2] 
qui  est  du  degré  (m  —  1)  au  plus  est  satisfaite  par  m  valeurs  de 
XyX=-a,  x  =  b,  a?  =  (?,...^=:A,  cequi  est  impossible  à  moins 
qu'elle  ne  soit  identique  (702).  Donc  on  a  aussi  identiquement 

f(x)  __       fia)        \         m  f(k) 

{X)  ^  F(a;.(a?— a)"^  ¥'{b).{X'-  b)^''''^¥Xk).(X'-ky 


776.  Les  raisonnements  qui  précèdent  conviennent  aux  ra- 
cines imaginaires  tout  aussi  bien  qu'aux  racines  réelles,  de  sorte 

que  si  a=a-f-pv^ — 1  et  6=a — p^ — 1  ,  les  constantes  qui  se 
rapporteront  à  ces  deux  racines  conjuguées  seront 

Comme  elles  ne  dififéreront  que  par  le  signe  du  facteur  ^ — 1 , 

A  B 

la  somme  des  deux  fractions 1 7  reviendra  à 

X — a  '  X  —  b 

M  +  Ny/^^H"  M— Ny/^    _2M(ar— tt)~2Np 

fix) 
Par  cette  transformation,  le  développement  de  (Jr-^  ne  sera  (ms 

compliqué  d'expressions  imaginaires. 

777.  Passons  maintenant  au  cas  où  le  dénominateur  f(x) 
admet  des  facteurs  multiples,  de  sorte  que 

F(a:) = (a:  —  a)*(a? — 6/(0?— c)«. .  .(a? — A). 

On  voit  immédiatement  que,  dans  ce  cas,  la  décomposition  indi- 
quée par  la  formule  [1]  est  impossiblcr;  car,  en  effectuant  l'addi» 
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tion  des  fractions  contenues  dans  le  second  membre,  on  ob- 
tiendra une  fraction  dans  le  dénominateur  de  laquelle  (x — a) 
n'entrera  qu'à  la  première  puissance,  tandis  que  ce  facteur  se 

f(x) 
trouve  à  la  n*"*  dans  le  dénominateur  de  la  fraction  f^-r  9  qui^ 

par  hypothèse,  est  irréductible. 

Afin  de  découvrir  quelle  forme  doivent  avoir  les  termes  dans 

f(x) 
lesquels  se  décompose  la  fraction  proposée  L^-^  y  prenons  d*a- 

bord  le  caa  le  plus  simple,  etsupposons  qu6 

f(x)  ^   fjx) 
Y(x)      (x — à)** 


Si  l'on  observe  que  /"(a?) =/'(a+ j:  —  a),  on  aura  d'après  le 
théorème  de  Tayhr ,  et  en  désignant  par  n^<  n  le  degré 
de  f(x)t 

fW    ^     fW      ,       f(a)      ,    T2^<^\  .   1.2.3., .n^^^^^ 

f(x) 
Ainsi,    ^  xn^st  décomposable  en  Une  somme  de  fractions 

dont  les  numérateurs  sont  constants,  et  qui  ont  pour  dénomi- 
nateurs les  puissances  !!■»•%  (n — l)**',  (n — î)"^,...  du  bi- 
nôme (X — a). 

D'après  cela,  si  F(a;)=(jî— a)*(a?— War— c)«...(a:— A), 
nous  représenterons  par  Fj(4r)  le  produit  (4: — Wa:— c)«...(a? — k), 
et  nous  poserons 

F^-  (,  _  a)-^  (»-a;-  ^  (of-a)--»^  '  *  *  ^»-a+  F,(»)    L^J, 

d'où  l'on  tire,  en  multipliant  les  deux  membres  par  F(x),  et  en 
transposant  ensuite, 
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Or,  le  second  membre  de  cette  équation  est  divisible  par 
(x — ày"  :  donc  le  premier  doit  l'être  aussi.  Pour  exprimer  qu'il 
en  est  ainsi ,  je  vais  l'ordonner  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  (x — a),  et  pour  cela  je  mettrai  f[x)  sous  la  forme 

f{a-^x—a)f  de  sorte  que  j'aurai,  d'après  le  théorème  de 
Taylor, 

f{x)=m +m  i^-a) + Ç^  {x-a^+ . . .  +  J^^^[x^ar, 
en  supposant  que  f{x)  soit  du  degré  n.  On  aura  pareillement 

^  '     1.2.3.. V         '    '  1.2.3. ..(n+1)^        ' 

+  1.2.3.. ..(«+2)^"^'"*^     '^••" 

car,  l'équation  F(ar)=0  ayant  n  racines  égales  à  a,  son  premier 
membre  et  ses  (n — 1)  premières  dérivées  doivent  s'évanouir 
par  la  substitution  de  a  au  lieu  de  a:  (607).  En  remplaçant,  dans 
[4],  f{x)  et  Y(x)  par  les  deux  développements  que  nous  venons 
de  former,  et  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  ascendantes 
de  (x— a),  il  vieQdra 

■*"Ll.2         1.2.3...^n-f-2)       'l.2.3...(fi+l)       'l.2.8...nj^        ^       >=ri(«).(»— «}"  U] 


+ 


+  L,.2...(fi— I)     ^l.2.3...(in-lj    **lJl.a...C2n-2)    ^1.2.8...(2n-8)     * 

Tous  les  termes  qui  suivent  le  dernier  de  ceux  que  nous  avons 
écrits  dans  le  premier  membre  de  cette  équation  renfermant 
le  facteur  (x  —  a)  à  une  puissance  supérieure  à  la  (n — 1)">*,  il 
faut,  pour  que  ce  premier  membre  soit,  comme  le  second,  divi- 
sible par  (â7— a)",  que  les  coefficients  de  tous  ses  termes  soient 
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nuls.  On  aura  donc,  d'après  cela,  pour  déterminer  les  n  coeffi- 
cients A,  Al,  Al, ...  An.i  les  n  équations  suivantes  : 


'^^*^~^1.2.3...{n+i)'^^'  1.2.3... n  ' 
rW_A      F"^(a)  F->^'(o)  F»(a) 

1.2         1.2.3...inH-2)"^   'l.2.8...(fi+l}'^   M.2.3...n* 

I.2...(»—I)~^l.2.3...l2ii— !)"*■' 1.2.a.-^2fi— 2)"^   'l.2.3...(2n-3)  "*■"• 


[6]. 


+A^ 


l»2*3.**fi 


Il  sera  facile  de  tirer  de  ces  équations  les  valeurs  des  coeffi- 
cients indéterminés  A,  Ai,  Ai, ...  A».i,  et  ces  valeurs  seront  tou- 

jours  finies  et  déterminées  ;  car,  le  coefficient    ^  ^       du  der- 

nier  terme  de  chacune  n*est  pas  nul,  puisque  (x — a)  n'est  que 
n  fois  facteur  dans  V{x). 

Je  dis  maintenant  que,  si  Ton  remplace* A,  Ai,  Ai,...A».i  par 
ces  valeurs  dans  l'équation  [4],  cette  équation  deviendra  une 
identité,  de  sorte  qu'il  en  sera  aussi  de  même  de  [3].  En  effet, 
ces  valeurs  de  A,  At,  Ai,...Ah-4  sont  tirées  des  équations  [6]  qui 
expriment  que  le  polynôme 

'  (x — a)"  (JT— a)*-'  {x — a) 

et  ses  (n — 1}  premières  dérivées  sont  anéantis  par  l'hypothèse 
x  =  a;  car,  le  premier  membre  de  l'équation  [5]  est  le  résultat 
que  Ton  obtient  en  remplaçant  dans  ce  polynôme  x  par 
[a-^-Çx — a)]  et  en  ordonnant  ensuite  par  rapport  aux  puis- 
sances ascendantes  de  {x — a);  donc  ce  polynôme  est  divisible 
(607)  par  (x — a)*",  et  peut  ainsi  être  mis  sous  la  forme 
f\{x).[x — a)*",  fi{x)  désignant  un  polynôme  qu'il  sera  facile  de 
connaître;  donc  les  identités  [4]  et  [3]  sont  satisfaites. 

Rx) 
Ayant  ainsi  mis  la  fraction  proposée  ^r-   sous  la  forme 
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^js,»I.,o™,^^  +  jj^+...  +  ^  +  ^;,  en 

désignant  le  produit  (x — c]*...  (x—k)  par  F/x}.  En  continuant 
de  la  mâine  manière,  on  finira  par  trouver 

f(x)_      A  A.  .A,-. 

I       ^       I        ^        I      _L.iti 
^  (x—f)/^  l,x—bT-'  ^'"^x—b 

-fetc. 

778.  Ici  se  présente  une  objection  qu'il  est  important  de  pré- 
venir :  si  au  lieu  de  commencer  par  la  racine  a ,  on  eût  com- 
mencé par  Une  autre  racine,  ou,  en  général,  si  on  employait  tout 
autre  procédé  pour  effectuer  la  décomposition  de  la  Fraction 
proposée  en  fractions  simples ,  serait-on  arrivé  au  même  ré- 
sultat î 

Supposons  que  l'on  eût  pu  obtenir  un  résultat  différent  : 

A        1^       Al       j^      ,  Aii_i  ,       B'       1 Bj 1 

=5p'^(x-a)— '"*"■■•"•"  ■ï=5"'"(ï=6r'^(x— 6)''- "'"*"^- 

dis  d'abord  que  n'  =n.  En  effet ,  s'il  n'en  est  pas  ainsi ,  soit 
>»';  j'égale  les  deux  développements  et  j'en  tire  la  valeur  de 


^x) 


(_x — a)"     {a;^ — a)"-'  .^  (x)  ' 

-1)  étant  le  plus  grand  exposant  de  (x—a),  quand  on  a  réduit 
is  les  termes  du  second  membre  au  même  dénominateur. 


^rroes  ;■:: — ::^  et  7;: — ^7^  en  un  seul  -^ — --r;^ ,  on  conclura ,  en 
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Cette  dernière  équation  donne 

ce  qui  exige  que  A  =  0,  car,  cette  équation  étant  vraie  quelle 
que  soit  x^  on  peut  y  faire  â!?=a.  Donc,  puisque  A  n'est  pas  nul, 
ii  ne  peut  pas  être  différent  de  n. 
Je  dis  maintenant  que  A=A';  car,  si  l'on  réunit  les  deux 

A       ,      A'  ,  A— A^ 

/  — ^  et en  un  seul 

{x — ay     (x—aj*  {x — ay 

répétant  le  raisonnement  qui  précède,  que  A— A'=0,  d'où 

A  =  A'. 

A             A' 
Les  deuk  termes . -et-; -?  étant  égaux ,  on  peut  les 

(x — a)*     (X — ar  °  '^ 

supprimer  dans  l'équation  formée  en  égalant  les  deux  dévelop- 
pements, et  appliquer  aux  autres  termes  les  raisonnements  que 
nous  venons  de  faire ,  et  on  en  conclura  que  tous  les  termes 
correspondants  à  la  racine  a  devront  être  identiques  dans  les 
deux  membres.  Il  en  sera  de  môme  pour  tous  les  termes  cor- 
respondants aux  autres  racines  6,  c,...  A;,  de  sorte  que  le  déve- 
loppement de  U^  est  unique. 

779.  D'après  cela,  nous  pourrons  nous  dispenser  de  calculer 
les  polynômes  fiix),  /i(^),...  pour  obtenir  les  valeurs  des  coeffi- 
cients B,Bi,...Bp:.,;  C,  Ci,...C,_i,...  ;  car,  il  suffira  de  remplacer 
dans  les  équations  [6],  a  et  n  par  b  et  par  p  ;  puis  par  c  et  par  g,... 
pour  former  les  équations  desquelles  dépend  la  détermination 
de  ces  coefficients.  On  comprend,  en  effet,  que  si  Ton  avait  com- 
mencé par  la  racine  b  au  lieu  de  commencer  par  a ,  on  aurait 
exécuté  les  mêmes  calculs,  sauf  que  a  et  n  y  auraient  été  rem- 
placés respectivement  par  b  ei  par  p. 

780.  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  des  racines  réelles  égales 
de  l'équation  F  (x)  =  0  s'applique  à  ses  racines  imaginaires  mul- 
tiples; mais,  en  agissant  pour  ces  dernières  racines  comme  pour 
les  premières,  on  introduirait  des  expressions  imaginaires  dans 
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le  développemeni  dep;-^,  et  c'est  ce  qu*il  faut  en  géaéral  évi- 
ter, ainsi  que  nous  l'avons  déjà  remarqué  (776).  On  y  parviendra 
en  modifiant  la  forme  du  développement.  Soient  a-{-^\/ — i  et 

oc  —  p  v^^  deux  racines  imaginaires  conjuguées  de  l'ordre  n  de 
F(â;)=0,  on  posera 


f{x)_     A^+B  Atar+Bi 


Zî     !"••• 


An,,3?+B^     y(a?)  }       f'^» 

■^   ï=?+p«  "^+(0;) 

en  désignant  par  ^x)  le  quotient  de  la  division  de  F(a;)  par 
( jr — a*4-  p)*.  Alors,  en  multipliant  les  deux  membres  par  F(x) 
et  en  transposant,  on  trouvera 


/*(x}— (Ax+B>Kx)— (Aia:  +  B.)(5=?-|-p«)lW 

-(A^+B,;(a:-a'+p«)>(x)-...  J  [8j- 

~-(A,,,^+B,.0(^-«'+P')*"'+(^)=?{^).(«-»'+P0" 

Le  second  membre  de  cette  équation  étant  divisible  par 
(a?— a*-|-  P')">  i'  ®ïï  devra  être  de  même  du  premier,  c'est-à- 
dire  que  l'équation,  formée  en  égalant  ce  premier  meaibre  à 

zéro,  devra  avoir  n  racines  égales  à  «+  Pv^— î  et  à  a —  p^ — i; 
donc,  le  premier  membre  de  cette  équation  et  ses  (n — 1)  pre- 
mières dérivées  devront  s'anéantir  «lorsqu'on  y  feraâPrsodiPv^ — 1  • 

Or,  en  désignant  { a;— «'+  p*  |  P^^*  ^  «  P^^^  abréger,  on  truu- 
vera  que,  pour  ces  hypothèses,  les  polynômes 

f(»)-4<«) l(A«+B)  +  R(A,»+B,)+R*(A>»+B,)  +  ...+R— (A-^+a-.))  . 

r(»)H^(»)  l(A»  +  B)  +  R(A.«  +  B,)+R*(A,»+B,)+...+R-'(A.-,«  +  B^,l  ) 

-tK*){A+RA,  +  R»A,+  ...  +  a,-.A^,+R'(A,jr+B.) 
+2RR'(A,«+B,)  +  ...  +(n-l)R*-W(A.^,«+R.^.))  . 
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doivent  devenir  nuls  pour  a?=:  «-{-  p  v^^.  En  effectuani  cette 
substitution,  il  viendra 

/'(«+Pv^>H'(«+IV=î)-(a«+b+apv/=:î)=-.o,      ) 
/'(«+PV=îM<«+Ps/=^(A«+B+ApvCiï)_  [9]. 

H'(«+PV^=Ï)  { A+2pv^-l)Ai«+Bi+A|p>/-l) }  =0.; 


Chacune  de  ces  n  équations  se  décomposera  en  deux  autres;  car, 
il  faudra  égaler  à  zéro  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire  de 
leurs  premiers  membres,  ce  qui  fera  en  tout  2»  équations  entre 
les  2n  indéterminées  A,  B,  Ai,Bi,...  A,,-i  et  Bn-i.  Un  voit  par  la 
forme  même  de  ces  équations  que  Ton  tirera  des  deux  pre- 
mières les  valeurs  de  A  et  de  B;  de  la  troisième  et  de  la  quatrième, 
celles  de  Ai  et  de  Bi  ;  de  la  cinquième  et  de  la  sixième,  celles  de 
A|  et  de  Bi,  et  ainsi  de  suite. 

Remarquons  d'ailleurs  que  Ton  n'obtiendrait  pas  de  nouvelles 

équations  de  condition,  en  substituants — p^ — 1  au  lieu  de 

a+P  V^^  à  la  place  de  x  ;  car,  pour  effectuer  cette  substitution, 

il  suffirait  de  changer  -{-y^^  en — v^^  dans  les  équations  [9]; 
et  par  conséquent  les  équations  dans  lesquelles  se  décompose- 
rait'Chacune  des  nouvelles  seraient  identiques  avec  celles  qu'on 
a  déduites  des  premières. 

On  démontrera  d'ailleurs,  comme  au  n*  776,  que  quand  on 
aura  substitué  ces  valeurs  des  coefficients  A,  B,  Ai,  Bi,  Ai,  Bi,... 
dans  les  équations  [7]  et  [8],  elles  deviendront  identiques,  et  il 
sera  facile  aussi  de  prouver  que  la  décomposition  ne  peut  se 
faire  que  d'une  seule  manière. 

781 .  Exemple.  Déc<mipaser  la  fraction 

2x— 1 


X'— 7x*+20x»— 32x*4-36x»— 29xH  16x— 4 


en  fructiwis  simples. 
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Le  dénominateur  F(ar)=(a:— l)^a?— 2)'(«"-|-l).  En  consé- 
quence je  pose 

f{x)_     Il       .       Al      I     A,     .  ft(x) 
Wx)"^  {x—lf'^{x^\)*^x—i  "^fi(a?)' 

d'où    /Î.:,-A^._A.^.-A.m=^.(^).(,_l).. 

Je  vais  donc  développer  le  premier  membre  de  cette  équation 
suivant  les  puissances  croissantes  de  (x — 1),  en  m'arrôtant  k  la 
seconde  puissance  de  ce  binôme.  On  trouvera  que 

A(i;_l,ni^-l,i-;2l~^'l.i.3.4~  ''•  I  î.3.4.5""  *-• 
partant 

F(a!)=F(l+«^=2(«—l)»—a(*— !)♦—(*— 1)P-|-...  ; 

donc 

1— 2à  ) 

+  [2+2A.— 2AJ(*— 1)  [=A(«).(»— 1/. 

+  [        A— 2Àt— 2AJ(«— ly; 

On  tire  de  cette  équation 

1— 2A=0,    2+2A-2Ài=0,    A— 2Ai— 2A,»0; 

Je  pose  maintenant 

J5[i)""  («— 2)«"^«— 2"^K(î)  • 
d'où  je  tire 

el  par  suite 

3— 6B=0,    2— 19B— ôBi=0,    B=f,    B,=— ff. 
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Je  pose  eafln 

fj,x)^       C        .        D 
F,(x)     a?— v/=^'^»+v/— l' 

/(+V^)=2v/=r-l,  F'(+v/=î)=4(l+7v^=D; 

4(t+7v/=ï;~       200       '  200      ' 

C  D        _    l3a?--9   .      • 

a?-v^=î"'"a:+v/=î      100(a?«+l)' 

et  enfin 

m  1        .       3      ^^ 9_  .8  47     ' 

F(i)"^2(a?— ^•■'■gCa?— l)«"^4(a:— l)'^6(a>-2)F     25(a^-2) 

1     13a?— 9 
"*"lOO(a^+l/ 


FIN. 


TABLE  DES  MATIÈRES. 


CHAPITRE  ^^  nrrRODucnoN. 

FagM.'  Artidas. 
S  L  MOTIOm  PRiUHINAllIBS 1 

DéflnitioDs.  —  Problèmes 1-30 

$  n.  BE8  QUANTITÉS  NÉCATiyBS 7 

CHAPITRE  II.  DES  OPÉEATIONS  Di  l'algèbrs. 
Objet  des  opérations  de  l'algèbre 27 

S  I.  DE  l'addition 11 

s  11.  DE  LA  SOUSTRACTION 14 

Ce    qu'on    entend  par  somme  algébrique  de  plusieurs 
quantités 3& 

$  111.  DE  LA  MULTIPLICATION 15 

Définition  de  la  multiplication  algébrique.  —  Règle  des 

signes 36-38 

Multiplication  des  monômes 39,40 

Mulliplication  des  polynômes 41-61 

Règle  pour  former  le  carré  d'un  polynôme &2 

S  IV.  DE  LA  DIVISION 25 

Règle  des  signes 53 

Division  des  monômes 54,55 

De  l'exposant  ;r^f o  et  de  l'exposant  négatif 56 

Division  des  polynômes 56-65 

Théorèmes  sur  la  division 66-75 

$  V.  DES  FRACTIONS  ALGÉBRIQUES 41 

S  VI.  DES  EXPOSANTS  NÉGATIFS 46 

Condition  pour  que  la  division  de  deux  polynômes  se  ter- 
mine   01 

CHAPITRE  m.  DU  PLUS  grand  comiDif  diviseur 

ALGÉBRIQUE. 

S  1.  DBS  QUANTITÉS  PREMIÈRES 40 

S  II.   DU  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVBEUR 55 

Réduction  d'une  fraction  à  sa  plus  simple  expression 115 

Plus  simple  multiple  de  plusieurs  quantités 1 16 

Restriction  que,  dans  la  théorie  des  équations,  on  apporte 

è  la  déflnition  des  quantités  entières. 117 

Théorie  des  fonctions  entières  d'une  seule  variable 1 16-123 


TABLB  DIS  MATIÈRES.  673 

CHAPITRE  IV.   RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  DU  PRfeMIEH  DEGRÉ 

Pages.    Article». 
S  I.  DES  ÉQUATIOKS  A  UNE  SEULE  mCONIdJE 71 

Règle  pour  mettre  un  problème  en  équation 125 

Résolution  d'une  équation  à  une  seule  inconnue 127-132 

Condition  d'impossibilité  d'une  équation  è  une  seule  in> 

connue 138 

Interprétation  du  symbole  { 189, 140 

Interprétation  des  valeurs  négatives 145 

Règle  pour  déterminer  la  limite  vers  laquelle  converge 
une  fraction  lorsque  Tune  des  quantités  qui  entrent  dans 

ses  deux  termes  tend  vers  rinfioi 149 

S  II*  DES  ÉQUATIONS  A  PLUSIEURS  HfGONMUBS 94 

Résolution  de  deux  équations  à  deux  inconnues 152-168 

Résolution  d'un  nombre  quelconque  d'équations  qui  ren- 
ferment un  pareil  nombre  d'inconnues 159, 160 

Lorsque  le  nombre  des  inconnues  surpasse  celui  des  équa- 
tions ,  ces  équations  sont  indéterminées. 161-168 

Lorsque  le  nombre  des  inconnues  est  inférieur  ^  celui  des 

équations ,  ces  équations  sont  incompatibles 1 64, 165 

Méthode  d'élimination  de  Bexout 168-17 1 

Règle  de  Cramer  pour  résoudre  m  équations  \  m  incon- 
nues. —Démonstration  de  cette  règle 172-174 

CHAPITRE  y.  DISCUSSION  dis  équations  du  premier  degré 

A  plusieurs  inconnues. 

Discussion  des  formules  qui  résolvent  deux  équations  à 
deux  inconnues 178-lSO 

Discussion  des  formules  qui  résolvent  m  équations  è  m  in- 
connues          181-184 

CHAPITRE  Yl.  théorie  des  inégalités. 

S I.  principes  généraux. 133 

s  IL  DES   inégalités   du    premier     degré    A    UNE    SEULE    IN-      ^ 
CONNUE 1 37 

S  m.  DES   INÉGAUTÉS    DU   PREMIER  DBGBÉ  ENTRE  PLUSIEURS  IN- 
CONNUES     139 

CHAPITRE  VII.  DE  l'analtse  indéterminée  du  premier  degré. 

s  I.  .'ÉQUATION    DU    PREMIER   DEGRÉ   A  DEUX  INCONNUES 142 

s  II.  équations  du  premier  degré  a  plusieurs  inconnues...  157 
c.  43 


674  TABLE  DBS  MiTlàRES. 

CHAPITRE  VIIL  DBS  ÉQUATIONS  DU  DBUXIÈMB  DBGRÈ. 

Pages.    Artîdcs. 

S  1.  DES  ^Equations  a  une  seole  ihoonniti 168 

Résolution  d'une  équation  du  second  degré  ^  un^  seule  In- 
connue   226-283 

Discussion  de  la  formule  «=  ^ ^  ~  ^^ 334*243 

Décomposition  du  premier  membre  d'une  équation  du  se- 
cond degré  en  facteurs  du  premier  degré 244 

Relations  entre  les  racines  de  Téqualion  a;'+|)x4-g=0  et 
ses  coefficients 245 

Règle  pour  calculer  deux  nombres  dont  on  connaît  la 
somme  et  le  produit 246 

Différence  entre  les  conditions  physiques  et  les  conditions 
algébriques  d'un  problème 255 

Résolution  de  Téquation  (up>+&a;  +  c=0,  lorsque  a  est 
très-peUt 256 

S  II.  mSsolutiom  de  deux  ^Equations  du  deuxième  degbé  a  deux 

INCONNUES 192 

Deux  méthodes  pour  résoudre  deux  équations  du  second 

degré k  deux  inconnues. .., ^ . 257-258 

Résolution  de  Téquatton  bi-carrée 259 

Réduction  de  l'expression  y  A  +  \^  à  la  forme  V^  +  v'y  •  •         260-261 

§  m.  ANALYSE  IND^TERUN^B  DU  DEUXIÈME  DEGRÉ 203     ' 

S  IV.   DES  MAXIMUMS  ET  DES  MINIMUMS 208 

S  V.   DES  EXPRESSIONS  mAGINAIRES 216 

Réduction  des  racines  imaginaires  des  équations  du  second 

degré  \  la  forme  «d: p y/^ 2T9 

Addition ,  soustraction ,  multiplication,  division ,  élévation 
aux  puissances  et  extraction  de  la  racine  carrée  des  ex- 
pressions imaginaires.  —  Le  résultat  est  toujours  de  la 

forme  a-fpV— *• 284-286 

Théorèmes  sur  les  expressions  imaginaires 289-292 

CHAPITRE  IX.  PUissANds  bt  ragivbs  dbs  QUAirrirÉs 

ALGiBRIQUBS. 

S  I.  PUISSANCES  DES  MONOMES. 224 

S  II.  RACINES  DES  MONOMES 224 

Règles  pour  faire  sortir  un  facteur  de  dessous  un  radical  et 
pour  l'y  faire  passer 297,298 

S  III.  CALCUL  DES  RADICAUX* 226 

s  IV.  CALCUL  DBS  EXPOSANTS  FRACTIOMNAIBES 230 


i 
01 


TABLE  DBS  MATIÈRES.  675 

Fâges.    Aitidet. 
S  V.  »E8  COMIKAISOl» 23i 

g  VI.  Binôme  de  Newton 243 

Loi  qui  régit  les  termes  du  produit  de  m  facteurs  binômes 

qui  ont  tous  un  même  premier  terme S30 

Formule  du  binôme  de  Newton,  —  Terme  général 331,332 

Règles  pour  élever  un  binôme  à  une  puissance  donnée. . . .        833-337 
Extraction  de  la  racine  mr*  d'un  nombre 840 

S  VII.  PUISSANCES  BES  POLYNOMES 252 

Expression  du  terme  général  de  la  m"*  puissance  d'un 
polynôme 342 

Développement  sulrant  les  puissances  d'une  certaine  lettre 
de  la  mr*  puissance  d'un  polynôme  ordonné  suivant  les 
puissances  de  cette  lettre 843-844 

S  VIII.  RACINE  CARR^  DES  POLYNOMES 256 

S  IX.  BACINE  CUBIQUE  DES  POLYNOMES 1 261 

S  X.  RAaNE  d'un  degré  QUELCONQUE  DES  POLYNOMES 266 

S  XI.  DÉVELOPPEMENT  DE  (A+B^^** 268 

CHAPITRE  I;  DES  PROORssstcms  ET  DES  sAribs. 

g  I.  PROGRESSIONS 271 

Progressions  par  différences 862-365 

Problèmes  sur  les  progressions  par  différences 866, 367 

Sommation  des  piles  de  boulets 368 

Progressions  par  quotients 869-374 

Problèmes  sur  les  progressions  par  quotients 375 

$  II.  SÉRIES 281 

Conditions  pour  qu'une  série  soit  convergente 877 

Une  série  est  convergente ,  lorsque ,  &  partir  d'un  certain 
terme ,  lé  rapport  d'iin  terme  au  précédent  est  constam- 
ment moiodre  que  l'unité 383 

Si  les  termes  d'une  série  sont  alternativement  positifs  et 
négaiifo,  et  qu'ils  diminuent  indéfiniment,  la  série  est 

convergente 386 

Développement  en  série  d'une  fonction  algébrique 388 

CHAPITRE  U.   DES  FRACTIONS  CONTINUES. 

Origine  des  fractioos  continues.  —Formation  des  réduites. 

—  Leurs  propriétés 889-408 

Usage  des  fractions  continues 400, 410 

Des  fractions  continues  périodiques 41 1-417 

Méthode  pour  trouver  une  solution  de  l'équation  as+by=k,  418-419 


676  TABLB  DBS  UATIÈBES. 

CHAPITRE  XU.  DES  logâhithmbs  et  db  leurs  applications. 


P«je». 
s  1.  DES  LOGARITHMES 318 

Défloition  des  logarilhines 420, 421 

Llmilede^l+iV 42<r 

Propriélés  des  logarithmes 423-126 

ConstnictiOD  d'une  table  de  logarithmes 427 

Résolution  de  Téqualion  a'=b 42S-4S0,432 

Passer  d'un  système  de  logarithmes  liun  autre 431 

Principe  sur  lequel  est  fondé  l'usage  des  tables  de  loga- 
rithmes   43S 

$  IL  DBS  EQUATIONS  EXPONKKTIKLLBS 338 

§  III.  DE  l'usage  DBS  LOGABITHHES  DANS  LA  BÉSOLUTIOR  DB 

CERTAINS  PROBLÈMES 341 

Théorie  des  intérêts  composés 440-4SI 

S  IV.  USAGE  DE  LA  RÈGLE  A  CALCUL 354 

Propriété  fondamentale  de  la  règle 453 

Éiévalion  au  carré  et  extraction  de  la  racine  carrée 454 

Elévation  au  cube  et  extraction  de  la  racine  cubique 455-461 

Calcul  du  quatrième  terme  d*une  proportion. 4^3 

Calcul  d'une  moyenne  proportionnelle 464 

Récapitulation  des  opérations  auxquelles  se  prête  la  règle 

à  calcul 4^ 

CHAPITRE  XIII.  THiORiB  dbs  fonctions  dérivées. 

S  l.  DÉFINITIONS  ET  PRINCIPES  GÉNÉRAUX 367 

Fonction  continue.  —  Limite  d'une  fonction.  —  Définition 

de  la  dérivée  d'une  fonction 470-472 

Principe  des  fonctions  de  fonctions 475-476 

La  dérivée  d'une  constante  est  nulle.  —  Réciproque  .• 477 

Si  deux  fonctions  sont  égales  ou  ne  diffèrent  que  par  une 

constante ,  leurs  dérivées  sont  égales.  —  Réciproque. . . .         473^79 
Une  fonction  est  croissante  ou  décroissante  quand  sa  dé- 
rivée est  positive  ou  négative 430 

§  11.  DÉRIVÉES  d'une  fonction  ENTIÈRE  ET    BATIONNBLLB  ;  FOR- 
MULE DE  Taylor 378 

Formation  de  la  dérivée  d'une  fonction  entière 431 

Théorème  de  Taylor  ou  des  fonctions  dérivées 462-488 

Dérivée  d'un  produit,  d'une  puissance,  d'un  quotient  de  . 

fonctions  entières 434-433 

Continuité  d'une  fonction,  lorsque  la  yariable  croît  d'une 

manière  continue 437 

Extension  de  la  formule  de  Taylor  au  cas  de  deux  variables.  433 

$  m.   DÉRIVÉES  d'une  SOMME,   d'ON  PRODUIT,  d'UNE  PUISSANCE, 

d'un  quotibrt 362 


TABLB  DES  UATIÈUES.  677 

Pages,    Articles. 
S  IV.  DÉRiyéES    DK8  FONCTIONS  BXP0MBMTIUXB9    KT    LOGARITH- 
MIQUES.   • 385 

$  V.    DlbRIVÉES    DES    FONCTIONS     CIRCOLÀIRKS    DIRECTES    ET    Ul- 

TERSES 387 

S  VL  DEVELOPPEMENT  EN  SiRIES  DE  L06  (l-— «)  ET  DE  L06  (l  +  «).  391 

$  VU.  DÉVELOPPEMENT  KN  SiUS  DE  ARC  TANG  S 394 

CHAPITRE  XIV.  DES  quantités  qui  se  réduisent  a  J  ,  i , 

0X«o  ou  «o  —  00. 

Trouyer  la  valeur  d'une  fraction  qui  se  présente  sous  Tune 
de  ces  quatre  formes,  |,  ^,Ox«ouce  — « 506-618 

CHAPITRE  XV.  théorie  générale  des  équations. 

Différence  entre  la  résolution  algébrique  et  la  résolution 
numérique  des  équations. 514 

Toute  équation  a  une  racine  de  la  forme  a  +  p  v^l 516 

Toute  équation  a  autant  de  racines  qu'il  y  a  d'unités  dans 
l'exposant  de  son  degré,  et  celles  qui  sont  imaginaires 

sont  conjuguées 518,524 

Relations  entre  les  racines  d'une  équation  et  ses  coeflk- 
cients.— Ces  relations  ne  peuvent  pas  servir  à  détermi- 
ner les  racines 525, 526 

Règle  des  signes  de  Detcartês.  —  Ses  applications 533-541 

Divers  théorèmes  sur  les  équations  à  une  seule  inconnue..  529,542-549 
Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'équation 
^  +  P«  +  9=0aitses  racines  réelles. — Pour  qu'elle  en 
ait  deux  égales 550 

CHAPITRE  XVI.  théorie  de  l'élimination. 

S  I.    DE   L'ÉLIMINATION  ENTRE  DEOX  ÉQ0ATI0N8  DE  DEGRÉ  QUEL- 

CONQOE  A  DEOX  INCONNUES '. 441 

Décomposition  des  deux  équations  proposées  en  plusieurs 
systèmes  d'équations 558 

Formation  de  l'équation  finale,  quand  l'une  des  deux  équa- 
tions ne  renferme  qu'une  seule  inconnue 559-562 

Résolution  de  deux  équations  è  deux  Inconnues  dont  les 
premiers  membres  sont  premiers  entre  eux  et  n'ont  au- 
cun facteur  qui  soit  fonction  de  l'une  seulement  des  deux 
inconnues. 563-567 

Comment  écarter  les  iolutions  étrangiret 568-574 

Résolution  de  trois  équations  è  trois  inconnues 576 

S  II.  DES  ÉQUATIONS  IRRATIONNELLES. 458 


678  TiBLB  PB8  MATltRBS. 

CHAPITRE  XVII.  DB  U  THAMSFORIUTION  DBS  ÉQUATIONS. 

PMgM.    Articles. 

TrouTer  une  équation  dont  les  racines  soient  liées  avec 
celles  de  Téquatlon  9  (s) = o ,  par  la  relation  ^{x,y)=o.  582 

Divers  problèmes  dont  la  solution  dépend  de  celle  du  pré- 
cédent    583-592 

Équation  aux  difTérences , — aux  carrés  des  différences ,  — 
aux  sommes,  — aux  produits,  —  aux  quotients 594-601 

CHAPITRE  XYIII.  des  racines  égales  des  ÉQUiTiONS. 

Objet  de  la  méthode  des  racines  égales.  —  Exposition  de 
cette  méthode 602-807 

Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  équation 
du  degré  m  ait  toutes  ses  racines  égales.— Pour  qu'elle 
en  ait  n  égales  entre  elles 808-614 

CHAPITRE  UX.  DBS  équations  susceptibles  d'abaissement. 

S  L  DES  ÉQUATIONS  RÉCIPROQUSS 490 

S  n.  DE  QUELQUES  PBODLtnBS  QUI  CONDUISEirr  A  DIS  IÉQUAHONS 

SCSCEPTULES  D'ABAISSEMENT 497 

CHAPITRE  XX.  DBS  fonctions  sthétriques. 

Toute  fonction  symétrique  et  rationnelle  des  racines  d'une 
équation  est  égale  a  une  fonction  rationnelle  des  coeffi- 
cients de  cette  équation 638-641 

Applications,— équation  aux  carrés  des  différences,— aux 
sommes,— aux  produits,  —aux  quotients 642-644 

Méthode  d'élimination  par  les  fonctions  symétriques 645, 646 

Limite  du  degré  de  l'équation  finale  résultant  de  l'élimina- 
tion d'une  inconnue  entre  deux  équations  à  deux  Incon- 
nues  « 647 

CHAPITRE  XXI.  DES  différences  finies. 

S  T.  FORMULES  G^NiRALES 635 

Formule  symbolique  Â"ii,  =  (u  —  i)" , 649 

Formule  symbolique  «•=(!  +  A)"tt«. 650 

%  IL  DIFFÛIENCE8  DES  FONCTIONS  ENTiftRBS 628 

Si  dans  une  fonction  entière  et  rationnelle  du  degré  m,  on 
substitue  une  suite  de  nombres  en  progression  arithmé- 
tique, les  différences  m"**  des  résultats  ainsi  obtenus  sont 
constantes 651 

Calcul  des  valeurs  d'un  polynôme  algébrique  pour  des  ya- 
leurs  équidistantes  de  la  yariable 6&2 

S  in.  CONSTRUCTION  DES  TABLES  NUmÙIIQUES. 533 

Tables  de  logarithmes 655,656 

Tables  trigonométriques 657-659 


TABLB  PES  UATIÈEIS.  679 

PagM.    AiucIm. 
S  IV.   CALCUL  INYIRSE  DES  DIFF^BBNCES , 639       I 

Déterminatioo  de  la  fondion  dont  la  différence  est  un  poljr- 
nome  algébrique  donné 662 

Sommation  de  différentes  séries 663-666 

S  V.  DE  l'interpolation M5 

Formule  de  Lagrange 669 

Représentation  exacte  d'une  fonction  entière  f{x)  du  de- 
gré n,  dont  on  connaît  les  valeurs  «•,  Ui,  «s,  ...u.  cor- 
respondantes aux  valeurs  x» ,  s^  +  fc ,  x»  +  2  fo , ... s«  +  nfc 
de  la  variable '. 670 

Substitution  dans  une  fonction  entière  de  quantités  dont 
la  différence  est  le  dixième  de  la  difféi'ence  existant  entre 
les  termes  d'une  suite  de  quantités  déjà  substituées 672 

Si  la  différence  h  et  les  quantités  v«,  Ati,,  àhi^. . .  A^tt.  sont 
positives,  x«  +  (n— l)fc  est  une  limite  supérieure  des 
racines  positives  de  l'équation  f(x)  =  o 673 

CHAPITRE  XXil.  DB  LA  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES. 

$  I.  CALCUL  DES  RAQUES  cohuensurables 652 

Des  limites  des  racines 676-690 

Méthode  des  racines  commensurables 692-697 

$  II.  DES  DIVISEURS  COmENSCRARLES  DU  SECOND  DEGRlS 672 

S  III.  DU  THÉORÈME  DE  M.   STURM 679 

Théorème  de  M.  Sturm. . . . , 703-7 16 

Théorème  de  AoIZe.^  Application 717-722 

S  IV.  calcul  DES  RACINES  INCOIIHEIISORARLES 694 

'  Méthode  de  M.  Sturm 726-729 

Méthode  de  Lagrange 730 

Usage  des  considérations  graphiques 732-734 

Méthode  d'approximation  de  Newton  ;  son  interprétation 

géométrique 736,736 

Méthode  des  approximations  successives 739 

S  V.  CALCUL  DES  RACINES  IMAGINAIRES 626 

S  Vi.  RÉSOLUTION  DBS  ÉQUATIONS  TRANSCENDANTES 627 

CHAPITRE  XXin.  THÉORIE  des  équations-binomes. 

s  1.  RÉSOLUTION  ALGÉRRIQUB  DES  ÉQUATIONS-BOfOMES .   630 

Résolution  de  l'équation  y"— t  =  0 749-762 

Résolution  de  l'équation y"+ 1  =0. • . • .  763 

S  II.  CALCUL  DES  RADICAUX  ALGÉBRIQUES 638 

S  m.  RÉSOLUTION  TRIGONOMÉTRIQUB  DES  ÉQUATIONS-BINOMXS. . . .   641 

Résolution  de  l'équation  y-— 1=0 767-762 

Résolution  de  l'équation  y-  + 1  =  0 763-766 

Le  théorème  de  Moivr»  est-il  général  ? 766 

Réduction  de  l'expression  \/a+&/^  à  la  forme  a+Pv^^.  767 


• 


6S0  TABLE  DBS  MiTlÈRBS. 

Pa^es.    Article». 
S  rV.  DES  ÉODATIOMS  MtDUCTDLBS  AU  SECOND  DEGRÉ yHSi 

RésolutioD  trigonomélrique  de  l'éqaaUon  du  troisième 
degré A         in,rtz 

Réduction  de  Texpression  \/a+y/b^\à  forme  y/i  {x  +^)-  774 

CHàPITRE  XXIV.   DiGOMPOSinOIC  DBS  FEÀCnON6  RAlfONNiBLLIS 

BN  FRACTIONS  SIMPLBS. 

1*  CAS.  Le  dénominateur  F(«]  n'a  point  de  bcteurs  mul- 
tiples  ,' 775,776 

2*  CAS.  Le  dénominateur  F(«)  a  des  facteurs  multiples 
réels 777-779 

8"  CAS.  Le  dénominateur  F(ff]  a  des  facteurs  multiples  ima- 
ginaires  •. 780 


FIN  DE  LA  TABLR  DES  HATltoBS. 


Imprimerie  de  Cli.  Labnre  (ancienne  maison  Crapelel) 
rue  de  Vaugirard^  9,  près  de  l'Odéoo. 


^ 


